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Als  ich  vor  zwei  Jahren  im  Vorworte  zur  vierten  Auflage 
meines  Taschenbuches  den  Entschluss  ankündigte,  „demnächst  in 
gleicher  Anlage  ein  auf  zwei  Octavbände  berechnetes  Handbuch 
zu  publiciren , das  ausser  dem  Inhalte  des  Taschenbuches  und 
den  sein  Verständniss  erleichternden  Entwicklungen  und  Beispielen, 
auch  sonst  vielfache  Zusätze  und  historisch  - literarische  Notizen 
enthalten  solle“ , verhehlte  ich  mir  keineswegs  die  fast  unüber- 
windliche Schwierigkeit,  dem  mir  vorschwebenden  Ideale  auch  nur 
annähernd  gerecht  zu  werden.  Wenn  ich  es  dennoch  unternahm, 
so  geschah  es  in  der  Hoffnung,  dass  ich  immerhin  vielen  Freunden 
der  mathematischen  Wissenschaften  mit  meinem  Versuche  einen 
Dienst  erweisen,  und  die  Kritik  nicht  übersehen  werde,  dass  es 
kaum  möglich  sein  dürfte,  auf  den  ersten  Wurf  eine  solche  Auf- 
gabe nach  allen  Theilen  befriedigend  zu  lösen.  — Gelingt  es 
meinem  Buche,  sich  Eingang  zu  verschaffen,  so  kann  ich  jetzt 
schon  versprechen , dass  eine  allfällig  nöthig  werdende  spätere 
Auflage  allseitig  vollkommener  werden  soll , — dass  ich  mich 
namentlich  bestreben  werde,  das  Ganze  homogener  zu  machen, 
manche  den  neuesten  Fortschritten  der  Wissenschaft  noch  nicht 
ganz  entsprechende  Darstellung  umzuarbeiten,  die  historischen  und 
literarisohen  Nachweise  zu  vervollständigen  und  besser  einzuordnen, 
— und  vor  Allem  aus  Lücken  oder  Unrichtigkeiten,  deren  ich 


Digiiized  by  Google 


VI 


selbst  jetzt  schon  gar  manche  kenne,  and  auf  welche  ich  auch 
durch  sachliche  Kritiken  aufmerksam  gemacht  zu  werden  hoffe, 
auszufüllen  und  zu  heben.  — Ich  schreibe  dieses  selbst  auf  die 
Gefahr  hin,  dass  irgend  ein  Recensent,  wie  es  mir  schon  einmal 
passirt  ist,  anstatt  mein  Buch  zu  lesen,  das  Gute  zu  würdigen 
und  zur  Verbesserung  des  Mangelhaften  einige  freundliche  Winke 
zu  geben,  — es  bequemer  finde,  diese  Selbstkritik  einfach  in  ein 
von  ihm  herkommendes  Urtheil  umzuschreiben,  wodurch  natürlich 
der  Sinn  ganz  ein  Anderer  wird. 

Zum  Schlüsse  kann  ich  nicht  umhin,  meinem  Assistenten,  Herrn 
Wcilcnmann,  für  seine  unermüdliche  Hülfe  bei  den  Correcturen,  — 
und  dem  Herrn  Verleger  für  sein  bereitwilliges  Eingehen  auf  alle 
meine  Wünsche  den  besten  Dank  auszusprechen. 

Zürich,  ini  Dcceinber  1870. 


Rudolf  Wolf. 
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A.  Arllhnietik. 


l.  Einleitung pag.  3—21. 

Aufgabe  der  Mathematik  und  Phyulfc  3;  die  Mteete  Zeit  3;  die  mitllprc  7.cit 
6:  die  neuere  Zelt  13. 

n.  Pie  arithmetiflchen  Operationen 21—40. 

Vorhegriffe  21;  Addition  und  Snbtracüon  24;  MuUlplication  und  Division  t*5; 
verschiedene  betreffende  Regeln  27;  Elevation  und  Extraction  30;  vererhiptleiic 
betreffende  Regeln  32;  die  Logarithmen  32;  die  Zahlsystcmc  33;  das  Dccimal- 
system  34;  die  gemeinen  Logarithmen  37. 

m.  Die  Gleichnngen  nnd  Proportionen 40 — 52. 

Gleichheit  und  Olelchnng  40:  die  Gleichnngcn  ersten  Oradeg  40;  die  Vor- 
hlltnisse  nnd  Proportionen  41;  die  Gleichungen  zweiten  Grades  42;  die 
Gleichnngen  dritten  Grades  43;  die  Gleichungen  höheren  Grades  45;  Oloi- 
chnngen  mit  mehreren  Unbekannten  47;  die  nnbestimmten  GleichuiiKen  50: 
transcendente  Gleichnngen  51;  Ansatz  der  Gleichungen  51. 

IV.  Die  Progreasionen  nnd  Kettenbrüche 52—58. 

Die  arithmetischen  Progressionen  52;  die  geometrischen  Progressionen  53: 
die  Zins-  nnd  Rentenrechnnng  64;  die  Kettenbrflche  56;  die  NitlierunBsbrPcIic 
57;  die  periodischen  Kettenbrflche  58- 

V.  Die  Combinationslehre  nnd  Wahrscheinliclikeitarechnung  59 — 70. 
Die  Variationen  59;  die  Permutatlonen  60;  die  Combinationen  iit;  die  lii- 
versionen  nnd  Determinanten  61;  die  Wahrscheinlichkeit  62;  einige  Grund- 
regeln 63;  die  relative  Wahrscheinlichkeit  &t;  die  Erfahrungswahriäclieinlich- 
keit  66;  die  Wetten  und  Hasardspiele  67;  die  Mortalität  G3. 

VI.  Der  binomiache  Lehrsatz . . . . . . . . . . 70—74. 

Begriff  dea  binomischen  Lehraatiea  70;  Eigenschaften  des  Symbolcs  n Ober  h 
71;  VerftUgcmeiDcmng  des  binomischep  Lebraatzoa  72\  einige  Anwendungon  7.$. 

VII.  Die  Lehre  von  den  Reihen . . . . . . . . . 74-  !)1. 

Die  sog.  Functionen  74;  die  Exponentialroihc  76;  die  logarithmlachc  Reihe 
77;  die  natPrltchen  Logarithmen  77;  die  gemeinen  Logarithmen  7H;  die 
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Ronlometriachen  Reihen  79;  die  umgekehrten  Reihen  81;  weitere  Entwlck- 
luitKCP  82;  Convergenz  und  Divergeni!  87;  die  Inten)oI<>tiop  89. 

VIII.  Die  Differential-  und  Integral-Rechnung  ....  91 — 112. 

Begriff  der  Differentialrechnung  91;  Differentiation  der  algebraiBcben  Funo 
tionen  92;  DifferenUatlou  der  transcepdenten  Functionen  93;  Piffereptiation 
der  Functionen  mtt  mehreren  Variabein  94;  Differentiation  der  Gleichungen 
94;  der  Taylor*8che  Lchraat«  1>5;  die  Maclaurln’scbe  Reihe  und  die  La- 
grangc'sche  Rcversiopsformel  97;  unbestimmte  AuadrOckc  98;  Maximom  ond 
Minimum  99;  Begriff  der  Intcgralrecbnung  100;  Iptegration  durch  Bobstittt«» 
tion  lUl;  Integration  durch  Zerlegung  oder  Auflösung  in  Reihen  102;  Inte* 
gration  durch  Recuraion  103;  verBchiedene  Integralformeln  lOG;  bcBfimmto 
Integrale  108;  Integration  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  109; 
Integration  der  Differcntialglciehungen  büfaercr  Ordnung  111 ; Begriff  der 
VariationarechnuDg  112. 


B.  Geometrie. 

IX.  Geometrische  Vorbegriffc 113 — 123. 

Der  Ort  113;  die  fortgehreitende  Bewegung  115;  die  drehende  Bewegung  116; 
die  Parallcien  und  iirenkrcchten  116;  die  Coordinaten  117;  die  gebrochene 
Linie  118;  das  n-Eck  und  n-Seit  119;  die  WiiikelBumme  120;  Anzahl  nnd 
Eintheüung  der  n^Eckc  120;  die  Congnienz  und  Aebniiehkeit  123. 

X.  Daa  Dreieck . . . . . . . . . . . . . . 123 — 130. 

Orundi‘ipeP3chaftfp  des  Dreiecks  123;  das  glelchschephllge  Dreieck  124;  das 
pPKlrichseltiKe  Dreieck  lü6;  weitere  Uongrueps-  und  AehpllchkeiUsSUee  12B; 
die  Symmetrie  126;  Abstand  und  Projection  127;  Psrallolcnsatoe  127 ; weitere 
Siltsc  128. 

XI.  Das  rechtwinklige  Dreieck  und  die  goniometriachen  Fanctionen, 

Formeln  und  Reihen  . . . . . ^ . . . . 130—141. 

Das  rechtwinklige  Dreieck  190;  Dimensionen  tmd  FUche  130;  der  pytha- 
goräische  Lehrsatz  131;  die  Seitenvorh&ltnisse  132;  die  goniometrischen  Func-» 
tloncD  13.*3;  einige  Gnindbcziebungen  134;  die  B»  g.  Transformation  der  Co- 
ordinaten 1^;  weitere  goniometrisehe  Formeln  135;  der  Motvre^sebe  Lehr- 
satz 137;  einige  goniometrische  Reihen  137;  Anwendung  auf  algebraische 
Gleichungen  140;  Anwendung  auf  transcendentc  Olcichupgen  141. 

XII.  Die  Trigonometrie  und  einige  weitere  Eigenschaften  des  Drei- 

keckes  141 — 154. 

Dfe  trigonometrlachen  Gnindbesiehungen  141;  weitere  Formeln  143;  die  Be- 
rechnung der  Droiecksfiachc  145;  die  Trigonometrie  145;  die  FiacbensHtge 
148;  einige  isoperimetrische  ^gtre  149;  die  Trnnsversalcn  150;  einige  weitere 
S^tae  150;  das  Ontrum  der  Ecken  und  das  Cent  mm  der  Seiten  152;  der 
Schwerpunet  und  der  Höhenpunet  153. 

XIII.  Da.s  Viereck  und  Vieleck 154 — 1G4. 

Das  Viereck  154;  die  Tetragonometric  155;  einige  Eigenschaften  des  Parallelo- 
grammes  15i>;  das  Vlcrseit  und  die  harmonisebe  Theilung  157;  das  Vieleck 
16t^;  die  Polygonometrie  1G3. 
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XTV.  Dfta  centrische  Vieleck  mul  der  Kreis  ....  164 — 176. 

Die  nach  den  Ecken  eentri»chen  Vielecke  164;  die  nach  d«n  Belten  eentrl- 
achen  Vielecke  164;  die  centriechen  Vielecke  165;  da»  centrische  Unendlich- 
eck 166:  die  Kreielinie  168;  die  Secanten  und  Ihre  Winkel  168;  die  Tan- 
genten und  ihre  Winkel  169;  die  ein-  und  nmgeechriebenen  Vielecke  170; 
Beelehnngen  iwiachen  verschiedenen  Krelallnien  172;  Pol  und  Polare  173; 
Sehne.  Pfeil,  Sector  und  Segment  174;  noch  einige  Beaiehungen  176. 

Xy.  Die  analytiache  Geometrie  der  Ebene 176 — 218. 

Die  Oleiehnng  der  Geraden  176;  verachledene  Aufgaben  178;  der  Pnnct  der 
mlttlern  Entfernungen  181;  die  Oleichnng  der  Krelalinie  183;  die  Linien 
zweiten  Grade»  184;  Axen  und  Mittelpnnet  185;  Trenaformation  und  Ein- 
thellung  186;  die  Tangenten  und  Normalen  189;  der  KrOmmungBkrela  190; 
die  Qnadratur  191;  die  Rectiflcetlon  194;  die  Ellipae  195;  weitere  Beziehungen 
196;  die  Parabel  200;  weitere  Beziehungen  201;  die  Hyperbel  203;  weitere 
Beziehungen  201;  die  »og.  beeondern  Puncte  806;  einige  Cnrven  dritten 
Ornde»  206;  einige  Cnrven  vierten  Grade»  209;  einige  trnngcendente  Cnrven 
212;  einige  Spiralen  214;  die  RoUlinlen  216;  die  Cyelolde  216. 

XVI.  Ranmdreieck  und  Raumtrigonometrie  ....  218 — 230. 

Dz»  Rznm-Eck  218;  die  Senkrechten  und  Projectlonen  219;  die  Parallelen 
219;  Eigenachaften  der  Pi-o.iectlonen  220;  die  Senkrechtenwinkel  220;  Onind- 
beilehnngen  am  Raumdrelecke  221 ; die  Oauaa’achcn  Formeln  und  die  Nepcr- 
»chen  Analogien  222;  weitere  Beziehungen  223;  Fehlergleichnngen  i223; 
parallele  Ebenen  224;  die  FUchenprojectlonen  225;  weitere  Elgenechaft  de» 
Drelkanta  226;  da»  Polardreieck  und  der  Excea»  226:  Umeetznngen  mit 
Hülfe  de»  Polardreieckeg  227;  die  Ranmtrigonometrie  228;  Symmetrie  und 
Congrnenz  229- 

XVn.  Dm  Vierflach  und  Vielflach . . . . . . . 230 — 236, 

Da»  Polyeder  230;  da»  Vierflach  230;  dag  rechtwlnltllge  Vierflach  231;  der 
Rauminhalt  de»  Vierflachg  232;  die  Pyramide  233;  der  Kegel  234;  da» 
Priama  235;  der  Zylinder  235;  da»  Prismoid  235:  der  Obelisk  236. 

XVlll.  Das  centrische  Vielflach  and  die  Kugel  . . ■ 236 — 246. 

Der  Enler’sche  Satz  236;  die  regelmüesigen  Polyeder  238;  die  Kugel  239; 
Pol  nnd  Polarkrei»  240;  die  Ouldln’aehe  Regel  240;  Kugeloberflücho,  Zone 
und  Miindchen  241;  Kugelinhalt,  Abschnitt  und  Aueschnitt  241;  da»  Kugel- 
dreieck 242;  der  Legendre’sche  Satz  243;  weitere  Sätze  244. 
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Die  Ranmeoordinaten  246;  die  Transformation  der  Coordinaten  247;  die 
Gleichung  der  Ebene  249;  die  Gleichung  der  Oeraden  250;  verschiedene  Auf- 
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plnnatlon  263;  die  Cubatnr  261;  die  darstellende  Geometrie  265. 
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Die  Arithmetik 


t.'ari  d'emeitmert  c’r$l  Vart  d’indi<futr  aux  <Mttrf$ 
ce  doiftni  fnirt  pour  t'^mtruire. 

tJarutol.; 


I.  Eialeitang. 

1«  infgabe  der  Hathematik  nnd  Pbysik.  Was  eines  mebr  und 
minder  fähig  ist,  heisst  GrOssey  — die  Lehre  von  den  Grössen 
nialhematlk«  Die  Grössen  können  entweder  ganz  abstrakt  oder 
in  Raum  und  Zeit  betraehtet  werden,  und  entsprechend  theilt  sich 
die  Mathematik  in  Arithmetik , Geometrie  und  illeehanlky  je 
nachdem  sie  sich  die  Aufgabe  stellt,  die  Eigenschaften  der  sog. 
Zahlen  (5),  die  Regeln  für  das  Operiren  mit  denselben  und  die 
Gesetze  ihrer  Beziehungen  zu  entwickeln,  — oder  die  Raumgebilde 
(73)  nach  ihrer  Entstehung,  organischen  Beschaffenheit  und  Ver- 
wandtschaft zu  betrachten,  — oder  endlich  die  durch  sog.  KrSfle 
(227)  sei  es  bloss  versuchten,  sei  es  in  bestimmter  Zeit  bewirkten 
Bewegungen  zu  studiren.  Sowie  diese  Kräfte  specialisirt,  und,  sowohl 
ihnen , als  den  Gebilden , auf  welche  sie  wirken , bestimmte  in  der 
Natur  vorkommende,  durch  Beobachtungen  oder  Versuche  ermittelte 
Gesetze  und  Eigenschaften  (245)  zugetheilt  werden,  tritt  man  aus 
dem  Gebiete  der  reinen  Mathematik  in  das  der  Physik  Uber. 

Der  Name  Mathematik  hat  strenge  genommen  keine  unmittelbare  Be- 
ziehung auf  die  Grössenlehre , da  /ti&fitia  überhaupt  Kcnntniss, 

Wissenschaft  bezeichnen;  Jedoch  verstanden  schon  die  ^Uten  unter  fia^funa 
vorzugsweise  die  jetzt  so  genannten  mathematischen  Wissenschaften.  Unter 
Physik,  &MiQla  ifvoixi),  verstand  man  früher  die  ganze  Naturwissenschaft; 
spiter  lüsten  sich  die  naturhistorischen  Fächer,  ja  in  der  neuesten  Zeit  sogar 
Chemie  nnd  Astronomie  von  ihr  ab. 

t.  Die  lltette  Zeit  Die  Verrichtung  des  Zählens,  die  Einführung 
von  Buchstaben  oder  Kerben  als  Zahlzeichen,  und  die  einfachsten 
bUrgerUchen  Rechnungsarten  datiren  muthmasslich  aus  vorhistorischer 
Zeh,  — dagegen  die  Anfänge  einer  wissenschaftlichen  Arithmetik 
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(sei  es  von  den  spätem  Indiera,  sei  cs  von  den  Alexandrinern  Euklid 
bis  Diophant)  erst  aus  der  Blüthezeit  alter  Wissenschaft,  — die 
Ausführung  grösserer  numerischer  Rechnungen  aber  von  der  glück- 
lichen Idee  der  Indier,  Zahlzeichen  mit  Stellenwerth  anzuwenden. 
— Die  Geometrie  entwickelte  sich  zunächst  aus  dem  Feldmessen, 
und  erst  Euklid  ordnete  ihre  Elemente  zu  einem  wissenschaftlichen 
Gebäude,  während  Plato  und  Apollonius  die  Lehre  vom  geometri- 
schen Orte  und  speciell  die  sog.  Kegelschnitte  cultivirten,  ja  Archi- 
medes  bei  Rectification  des  Kreises  und  Quadratur  der  Parabel  bereits 
die  Grundzüge  der  höhern  Geometrie  entwarf,  sowie  durch  Auf- 
stellung der  Lehre  vom  Hebel  und  der  hydrostatischen  Grundgesetze 
die  vor  ihm  trotz  Aristoteles  kaum  existirende  Mechanik  und  Physik 
schuf.  — Die  Araber  bildeten  die  Trigonometrie  aus,  und  über- 
lieferten dieselbe  mit  den  indischen  Ziffern  und  den  mathematischen 
Kenntnissen  der  Griechen  dem  Abendlande,  wo  Fibonacci,  Christoph 
Rudolph,  etc.  dieselben  einbtirgerten , während  durch  Einführung 
des  Compasses,  der  Brillenfabrication,  der  Construction  von  Gewicht- 
uliren  etc.,  auch  Mechanik  und  Physik  daselbst  nach  und  nach  etwas 
Boden  gewannen  (XX). 

Im  Allgemeinen  fUr  bistoriachen  Detail  auf  die  einzelnen  Abschnitte  ver- 
weisend, mag  hier  noch  Folgendes  beigefDgt  werden:  Euklid > der  um  300 
V.  Chr.  einer  mathematischen  Schule  zu  Alexandrien  Vorstand,  schrieb  sog. 
„Elemente“  der  Mathematik,  welche  seit  Entdeckung  der  Buchdruckerkunst 
unzählig  oft  und  fast  in  allen  Sprachen  aufgelegt  wurden,  namentlich  in  der 
Ursprache  von  Simon  Crynäu«  (Vehringen  1493  — Basel  1541;  Professor 
der  Theologie  in  Basel)  „ EittXtidov  aiotxilttif  **•  Baall.  1533  in  fol.“,  und 
wieder  von  Francois  Peyrard  (Vlal  1780  — Paris  1822;  Professor  der  Mathe- 
matik und  Bibliothekar  in  Paris)  „Les  oeuvres  d’Enclide,  en  grec,  en  latin  et 
en  franfais.  Paria  1814 — 1818,  3 Vol.  in  4.“  — Diopbant  lebte  um  160  n.  Chr. 
ln  Alexandrien.  Seine  uns  erhaltenen  sechs  Bttcher  erhielten 

durch  'Wilhelm  Holtzmann  oder  Xylander  (Augsburg  1532  — Heidelberg 
1576;  Professor  der  griechischen  Sprache  zu  Heidelberg)  eine  erste  lateinische 
Ausgabe  „Diopbantl  rerum  arithmeticarum  librl  VI.  Basil.  1575  ln  fol.“,  und 
durch  den  Jesuiten  Claude-Oaspard  Bacbet  (Bonrg-en-Bresse  1587  — Paris 
1638;  Professor  der  Rhetorik  zu  Mailand)  eine  erste  Originalausgabe  „Dlo- 
pbanti  Arithmeticomm  librl  sex  et  de  numerls  multangulls  Uber  unus;  gr.  et 
lat.  Luteti«  1621  in  fol.“  — Plato  (Athen  429  — Athen  348  v.  Chr.)  war  erst 
Schiller  von  Sokrates,  dann  OrOnder  einer  nach  ihm  benannten  Philosophen- 
scbule.  Seine  zahlreichen  Werke  enthalten  Einzelnes  die  Mathematik,  Physik 
und  Astronomie  Betreffendes;  doch  scheint  er  nach  diesen  Richtungen  mehr 
durch  Anregung,  als  durch  eigene  Schriften  geleistet  zu  haben.  — Apollonius 
von  Perga,  um  200  v.  Chr.  in  Alexandrien  lebend,  hinterliess  zahlreiche  geo- 
metrische Werke,  von  welchen  jedoch  die  Meisten  nur  in  den  Bruchstücken 
existlren,  welche  der  fleissige,  um  390  n.  Chr.  in  Alexandrien  florlrende  Pappos 
in  seine  „Mo^/iuTixcf  l’vrayuyat'^  aufnahm.  Von  diesen  Sammlungen  ver- 
anstaltete Federigo  Commandino  (Urbino  1509  — Urbino  1575;  Mathematiker 
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und  Arzt  in  Urbtno  und  Rom)  eine  lateinische  Ausgabe  nP*PPl  Alexandrini 
collectionum  mathematicanun  libri  VI  superstites.  Pisauri  1588  in  fol.  (Auch 
Bononiss  1660)“,  und  mit  ihrer  HOlfe  gelang  es  sodann  Edmund  Halley 
(Haggerston  bei  London  1656  — Greenwich  1742;  Professor  der  Geometrie 
zu  Oxford  und  später  Director  der  Sternwarte  zu  Greenwich;  vergl.  Mairan, 
Eloge  d’Edmond  Halley  in  Mem.  de  Par.  1742)  seine  berühmte  Ausgabe 
„Apoilonii  Pergmi  conicorum  libri  VHI.  Oxonii  1710  in  ful.  (Deutsch  von 
Balsam,  Berlin  1861  in  8.)“,  — Robert  Simeon  (Ivirton-Hall  1687  — Glasgow 
1768;  Professor  der  Mathematik  zu  Glasgow)  seine  Schrift  n'I'be  loci  plani 
of  ApoUonius  restored.  Edinburgh  174B  in  4.  (Deutsch  von  Camerer,  Leipzig 
1766),  — etc.  zu  Stande  zu  bringen.  — Arebimedes  (Syracus  287  — Syracus 
212  V.  Chr. ; vergl.  Melot,  Recherches  sur  la  vie  d’Arcbim^de  in  Vol.  14  der 
Mdm.  de  l’Acad.  des  inscript.)  schrieb  tiefsinnige  Werke  Uber  fast  alle  damals 
existlrenden  Theile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik,  von  denen  Thomas 
Oechauf  oder  Venatorlua  (ein  Schüler  von  Schoner)  eine  erste  Original- 
ausgabe „Archimedls  opera,  qu«  quidem  extantomnia;  gr.  et  lat,  cum  Eutocii 
commentariis.  Basilem  1544  in  fol.“,  — Giuseppe  Torelli  (Verona  1721  — 
Verona  1781;  Privatgelehrter)  aber  die  als  Beste  betrachtete  Originalausgabe 
„>4^Xt^devc  ra  eofo^cva/iera  resy  EtnoJttov  vnoftnj/imtr.  Cum  nova  versione 
laUna.  Oxonii  1792  in  fol.“,  — der  schon  genannte  Peyrard  endlich  (Paris 
1807  in  4.;  2 5d.  1808,  2 Vol.  in  8.)  eine  französische  Ausgabe  besorgte.  — 
Ariatoteles  (Stagira  in  Macedonlen  384  — Chalcis  auf  Euboea  822  v.  Cbr.; 
Arzt  und  Philosoph  zu  Athen,  Schüler  Plato’s  und  Lehrer  Alexanders  des 
Grossen),  stiftete  die  sog.  peripatetische  Schule  und  war  zugleich  ein  sehr 
fruchtbarer  Schriftsteller.  Neben  zahlreichen  Gesammtausgaben  seiner  Schriften, 
von  denen  die  1881  von  der  Berliner- Academie  veranstaltete  zu  den  besten 
zählen  soll,  wurden  auch  wiederholt  einzelne  seiner  Werke  unter  die  Presse 
gebracht;  so  erschienen  z.  B.  „Aristotelis  meteorologicomm  libri  IV;  gr.  et 
lat  enravit  J.  L.  Ideler.  Lipsits  1884—1836,  2 Vol.  in  8.,  — Aristoteles  acht 
Bücher  Physik.  Griechisch  und  Deutsch  mit  sacherklärenden  Anmerkungen 
von  C.  Prantl.  Leipzig  1854  in  8.,  — etc.“  — Nachdem  um  640  der  Kollfe 
Omar  die  Academie  in  Alexandrien  zerstört  und  die  mit  ihr  verbundene 
Bibliothek  zum  Heizen  der  Bäder  missbraucht  hatte,  begannen  die  mathemati- 
schen Wissenschaften  unter  dem  Patronate  eines  Sohnes  von  Harun  al  Raschid, 
des  Kalifen  Abdallah  Almamun  (Bagdad  786  — Tarsus  833),  und  seiner 
nächsten  Nachfolger  neu  zu  blühen;  Dank  dem  um  820  in  Bagdad  lebenden 
Mohammed  ben  Muss  Alkharezmi,  dessen  Algebra  erst  neuerlich  (London 
1831  in  8.)  von  Fr.  Rosen  pnbllcirt  wurde,  — dem  etwa  840  gebornen  und 
901  verstorbenen  Thebit  ben  Corah,  einem  der  fruchtbarsten  arabischen 
Schriftsteller,  ln  dessen  Werken  manche  Bruchstücke  der  alten  Geometer  er- 
halten wurden,  — dem  bald  in  Mesopotamien  bald  in  Syrien  lebenden,  etwa 
998  verstorbenen  Mohammed  ben  Geber  Albatanl  oder  Albate{tniaa.  der 
seine  Zeitgenossen  ln  Archimedes  elnzuführen  suchte,  — etc.,  machten  sie 
sogar,  namentlich  in  den  für  Anwendungen  wichtigem  Partien,  nicht  unerheb- 
liche Fortschritte,  und  erleichterten  sich  dadurch  ihren  allmäligen,  durch- 
schnittlich auf  das  12.  Jahrhundert  zu  setzenden  Einzug  in’s  Abendland.  Der 
erste  christliche  Schriftsteller  auf  diesem  Gebiete  scheint  der  Kaufmann  Leo- 
nardo Fibonacci  aus  Pisa  oder  Leonardo  Pisano  gewesen  zu  sein,  der  um 
1202  ein  „Liber  Abaci“  und  um  1220  eine  „Practica  Qeometrim“  verfasste; 
vergl.  seine  „Qpuscoli  pnbblicati  da  Bald.  Boncompagni.  Firenze  1856  in  8.“ 
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Dann  folgte  x.  B.  der  etwa  1848  als  Bischof  von  Oeraci  in  Neapel  verstorbene 
Barlaam  mit  seiner  „Loglstica“,  — der  um  1600  als  Lehrer  der  Mathematik 
in  Rom  lebende  Minorite  Luca  Pacloll  de  Burgo  mit  seiner  „Bumma  de 
Arithmetica  e Geometrie“,  — der  (s.  322)  ganx  besonders  auch  um  die  Astro- 
nomie hochverdiente  Johannes  Müller,  genannt  Regiomontan  oder  Kung- 
sperger  (Königsberg  in  Franken  1136  — Rom  1476)  mit  seiner  Bchrift  „De 
triangulis  planis  et  spbmricis  libri  qninque  (Venetiis  1533  in  fol.)“,  — etc., 
ganx  besonders  aber  auch  Christoph  Rudalff.  Dieser  merkwürdige  Mann,  der 
etwa  1499  xu  Jauer  in  Schlesien  geboren  wurde,  gab  1624  eine  „Coss“  in 
Druck,  — 1626,  wo  er  xu  Wien  lebte,  eine  „Künstlicbe  rechnnng  mit  der 
xiffer  und  mit  den  xalpfenningen,  sampt  der  WeUiechen  Practica,  und  allerley 
fortcyl  auf  die  Regel  de  Tri“,  — xwei  Schriften,  auf  welche  wir  noch  wieder- 
holt (x.  B.  13,  24,  25,  etc.)  surückkommen  werden;  von  LeUterer  erschien 
nachmals  1540  bei  Johann  Petreo  xu  Nürnberg  eine  xweite  Auflage,  — wkbrend 
von  Ersterer  der  damals  schon  durch  seine  „Arithmetica  Integra.  Norlmb.  1644 
in  4.“,  und  seine  „Deutsche  Arithmetica.  Inhaltend  die  Hauesreohnung,  deutsche 
Cosa,  Kirchrechnung.  Nürnberg  1644  in  4.“  selbst  rühmlich  bekannte  Michael 
8Hfel  (Esslingen  1487  — Jena  1667;  erst  Münch,  dann  protestantischer  Pfarrer, 
xuletxt  Professor  der  Mathematik  xu  Jena;  vergl.  Cantor  in  Schlömilch  II) 
eine  neue  Ausgabe  (Königsberg  1564  in  4.)  besorgte.  — Für  diese  älteste  Zeit 
sind  ausser  einigen  schon  genannten  und  den  unter  3 und  4 anfgeführten  all- 
gemeinen Werken,  z.  B.  folgende  Schriften  xu  berathen:  „Georg  Christoph 
Hamberger  (Fenchtwsngen  1726  — Göttingen  1773;  Professor  der  Literatur- 
geschichte SU  Göttingen),  ZuverlSssige  Nachrichten  von  den  vornehmsten 
Schriftstellem  vom  Anfänge  der  Welt  bis  1600.  Lemgo  1766 — 1764,  4 Bde.  in 
8.,  — Pietro  Coisali  (Verona  1748  — Padua  1816;  Professor  der  Mathe- 
matik und  Physik  zu  Parma  und  Padua),  Origine,  trasporto  in  Italia,  primi 
progressi  in  cssa  dell’  Algebra.  Parma  1796 — 1799,  2 Vol.  in  4.,  — Ludwig 
Luders  (Hannover  1776  — Altenburg?  1822;  KammersecreUir  in  Altenburg), 
Pythagoras  und  Hypatia.  Altenburg  1809  in  8.  (2.  A.  1811,  auch  unter  dem 
Titel : Geschichte  der  Mathematik  bei  den  alten  Völkern),  — Gnglielmo  Libri 
(Florenz  1803;  Professor  der  Mathematik  zu  Pisa  und  Paris,  Mitglied  der 
Aosdemie;  seit  1848  ÜDchtlg,  und  für  Diebstahl  von  Büchern  und  Handschriften 
im  Werihe  von  Vt  Million  verurtheilt) , Histoire  des  Sciences  mathörnatlques 
en  Italic.  Paria  1837—1841,  4 Vol.  in  8.,  — Georg  Heinrich  Ferdinand  IVessel- 
manii  (Fürstenau  1811 ; Professor  der  orientslisehen  Sprachen  in  Königsberg), 
Die  Algebra  der  Griechen.  Berlin  1842  ln  8.,  — Moritz  Cantor,  Mathematische 
Beitrüge  zum  Culturleben  der  Völker.  Halle  1863  in  8.,  — etc.“ 

8.  Di6  mittlere  Zeit.  Die  Entstehung  zahlreicher  hoher  Schulen, 
die  Erfindung  der  Buchdruckerkunst,  die  Entdeckung  von  Amerika 
und  des  Seeweges  nach  Indien , und  der  mit  dem  15.  Jahrhundert 
nach  allen  Richtungen  beginnende  Aufschwung  beförderten  auch  die 
Entwicklung  der  Mathematik  und  Physik : Vieta  und  Harriot  führten 
die  Buchstabenrechnung,  Stevin  und  Brouncker  die  Decimal-  und 
Kettenbrücke  ein,  — Tartaglia  und  Cardano  bearbeiteten  die  Lehre 
von  den  Gleichungen,  — Fermat  schuf  die  Zahlentbeorie,  — Napier, 
BUrgi  und  Briggs  erfanden  und  berechneten  die  Logarithmen,  — 
Nie.  Mcrcator  und  Wallis  erweiterten  die  Lehre  von  den  Reihen,  — 
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Hugens,  Jak.  Bemoulli  und  Moivre  studirten  die  Probabilitäten,  — 
etc.  Anderseits  gab  Descartes  der  Geometrie  durcli  Einführung  der 
Coordinaten  einen  neuen  Impuls,  und  veranlasste  dadurch  mittelbar 
die  Arbeiten  der  Pascal,  Rügens  und  Barrow  auf  dem  Gebiete  der 
Curvenlebre,  welche  hinwieder  der  Theorie  der  Functionen  die  Bahn 
brachen,  die  in  den  Händen  der  Newton,  Leibnitz  und  der  altern 
Bemoulli  sich  ra.sch  entwickelte,  und  zur  Lö-sung  der  schwierigsten 
Probleme  auf  dem  Gebiete  der  reinen  und  angewandten  Mathematik 
führte.  — Stevin  und  Varignon  erweiterten  durcli  Einführung  der 
Principien  der  schiefen  Ebene  und  des  Kräftenparallelograrames  die 
Statik,  während  Galilei  und  Rügens  durch  Feststellung  der  Gesetze 
des  freien  Falles,  der  Pendelschwingungen  und  der  Centralbewegung 
die  Dynamik  schufen;  Torricelli  erfand  den  Barometer,  während 
Ferdinand  R.  von  Toskana  dem  Luftthermometcr  Galilei's  ein  Wein- 
geisttherraometer  in  jetzt  gebräuchlicher  Form  substituirte,  — Roh. 
Boyle  stellte  das  den  Namen  Mariotte’s  tragende  Gesetz  auf,  — 
Otto  von  Guerike  construirte  die  Luftpumpe  und  eine  erste  Elektrisir- 
niaschine,  — die  Brillenmacher  Jansen  und  Lippershey  stellten  ein 
Mikroskop  und  das  holländische , Kepplcr  das  astronomische  Fern- 
rohr, Zucchius  das  Spiegelteleskop  her,  — Georg  Hartmann  fügte 
der  schon  vor  Colnmbus  bekannten  Declination  der  Magnetnadel 
die  Inclination  bei , — Snellius  bestimmte  das  Grundgesetz  der 
Dioptrik,  Barrow  die  Linsengesetze,  Römer  die  Geschwindigkeit  des 
Lichtes,  — Grimaldi  fand  die  Beugung,  Bartholinus  die  doppelte 
Brechung,  Newton  die  Farbenzerstreuung,  und  des  Letztem  mathe- 
matische Principien  der  Naturphilosophie  bildeten  den  würdigen 
Abschluss  dieser  langen  Reihe  ausgezeichneter  Forschungen  und 
Entdeckungen  [XX]. 

Auch  hier  im  Allgemeinen  für  historischen  Detail  auf  die  eineelnen  Ab- 
schnitte verweisend,  mag  Obigem  noch  Folgendes  beigefOgt  werden;  FUr 
Franfois  Viite  oder  Vleta  (Fontenaj'  1&40  — Paris  1603;  mattre  des  requStes 
am  Hofe  von  Henri  IV.)  sind  seine  durch  Vater  und  Sohn  Frans  van  Sebooten 
(Vater  1581—1046,  Sohn  16..— 1681;  beide  folgcweise  Professoren  der  Mathe- 
matik in  Leyden)  gesammelten  und  herausgegebenen  „Opera  mathematica. 
Lugd.  Batav.  1646  ln  fol.“,  so  wie  „Alldgret,  Eloge  de  Victe.  Poitlers  1867 
in  8.“  zu  vergleichen.  — Thomas  Harriot  (Oxford  1560  — London  1631) 
vermass  in  Diensten  von  Sir  Walter  Raleigh  die  Colonic  in  Virginien,  und 
lebte  splter  als  Pensionär  des  Grafen  von  Morthumbcrland  in  London.  Ausser 
auf  sein  Hauptwerk  „Artla  analytien  praxls  ad  mquatlones  algebraicas  resol- 
vendas.  Londini  1631  in  fol.“  ist  für  ihn  namentlich  auf  das  1833  erschienene 
Supplement  zu  den  „Miscellaneous  Works  and  Correspondenco  of  the  Rcv. 
James  Bradley.  Oxford  1832  in  4.'^  zu  verweisen.  — Simon  Stevin  (Brügge 
1548  — Haag  1620)  war  erst  Stenerverwalter  in  Brügge,  dann  Oberanfseher 
der  Land-  und  Wasserbauwerke  in  Holland.  Vergl.  für  ihn  „Stevin,  Oeuvres 
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mathimatiques  revuca  par  A.  Olrard;  Leyde  1634  in  fol.,  — Steiehan,  Via  et 
travaux  de  Simon  Stevlo.  Brnxallea  1846  in  S.**  — William  Brouneker  (Caatla 
Lyons  1620  — London  1684)  war  Kansler  Karl  IL  und  erster  Prlsldent  dar 
Royal  Society.  — Niccola  TaHaglla  (Brescia  1606  — Venedig  1669)  war 
ein  Autodidakt,  der  an  verschiedenen  Orten  Italiens  and  suletat  ln  Venedig 
Mathematik  lehrte.  Von  seinen  Werken  wird  ganx  besonders  der,  leider  durch 
seinen  frühen  Tod  unvollendet  gebliebene  „Trattato  de  numeri  e misure.  Venesia 
1666  — 1560  in  fol.“  hoebgesebktst.  — Oeronimo  Cardano  (Pavia  1601  — Rom 
1676)  war  Professor  der  Mathematik  in  Mailand,  sodann  der  Medixin  in  Pavia 
und  Bologna,  xuletzt  plpstlicher  Pensionkr  in  Rom.  Seine  lahlreichen,  jedoch 
grossentheils  medizinischen  Traktate  sind  in  den  „Opera  Cardani.  Lugd.  1668, 
10  Vol.  in  fol.“  gesammelt.  Vergl.  für  ihn  „Cardano,  De  vlta  propria.  Paris 
1643  in  8.  (Ital.  durch  V.  Hantovano,  Milano  1820  in  8.),  — Horley,  The  life 
of  0.  Cardano.  London  1864,  t Vol.“  — Pierre  Fermat  (Beaumont  de  Lo- 
magne  bei  Toulouse  1608  — Toulouse  1666)  war  Rath  am  Parlamente  su 
Toulouse.  Vergl.  für  ihn  die  von  seinem  Sohne  Samuel  (1630—1690)  publicirten 
„Varia  opera  mathematica  D.  P.  de  Fermat;  Toloszs  1679  (Friedllnder  1861) 
in  fol.“,  und  „E.  Brassine,  Pröcis  des  osuvres  mathdmatiquea  de  P.  Fermat  et 
de  Tarithm^tique  dcDinphante;  Paris  1863  in  8.“  — John  Kapier  oder  Neper 
wurde  1650  geboren,  — lebte,  abgesehen  von  einer  grOssem  Reise  nach  Deutsch- 
land, Frankreich  und  Italien,  fast  ununterbrochen,  und  starb  auch  1617,  auf  seinem 
Stammschlosse  Mercbiston-Castle  bei  Edinburgh.  Vergl.  die  von  Hark  Napier 
hcrausgegebenen  „Memoirs  of  John  Napier  of  Merchiston,  bis  lineage,  life  and 
times,  witb  a history  of  the  Invention  of  logarithms.  London  1884  in  4.“  — 
Joost  BOrgl  (Lichtensteig  1662  — Kassel  1632),  Er&nder  des  von  Oalilei’s 
(die  Form  eines  ZoUstabes  besitzenden)  Proportionalzirkel  wohl  zu  unter- 
scheidenden , ln  einem  Doppelzirkel  mit  beweglichem  Kopfe  bestehenden 
Reductionszirkels , war  Hofubrenmacher  und  Observator  Wilhelm  IV.  von 
Heesen  und  Kaiser  Rudolf  II.  Vergh  für  ihn  Bd.  1 meiner  „Biographien  zur 
Culturgeschichte  der  Schweiz;  Zürich  1858—1862,  4 Bde.  in  8.“  — Henry 
Briggs  (Warley  Wood  1666  — Oxford  1680)  war  Professor  der  Mathematik 
in  London  und  Oxford.  Seine  „Arithmetica  logarithmica.  London  1624  in  foi.“, 
welche  die  gemeinen  oder  eben  nach  ihm  sog.  Brlgg’schen  Logarithmen  (s.  14) 
für  alle  Zahlen  von  1 bis  20000  und  von  90000  bis  100000  auf  14  Dezimalen 
gibt,  war  die  erste  etwas  vollständige  Logarithmentafel.  — Nikolaus  Kaufmann 
oder  Merealor  (Holstein  16..  — Paris  1687)  hielt  sich  erst  lange  in  Kopen- 
hagen auf,  lebte  danu  als  Mitglied  der  Royal  Society  in  London,  und  half 
schliesslich  in  französischen  Diensten  bei  Anlage  der  Wasserwerke  ln  Ver- 
sailles. Von  seinen  Schriften  ist  die  „Logarithmotechnla.  London  1668  in  4.“ 
am  Bekanntesten.  — John  Wallis  (Asbford  in  Kent  1616  — Oxford  1703) 
war  erst  Prediger  in  London,  dann  Professor  der  Geometrie  zu  Oxford,  später 
Caplan  Karl  II.  und  Mitglied  der  Royal  Society.  Vergl.  seine  „Opera  mathe- 
matica et  grammatica.  Oxoniss  1696 — 1699,  3 Vol.  in  fol.“  — Christian  Huyghens 
oder  Hugens  (Häag  1629  — Haag  1696)  machte  nach  Abschluss  Juridischer 
Stadien  grosse  Reisen,  lebte  von  1666  bis  zur  Aufhebung  des  Edicts  von 
Nantes  im  Jahre  1681,  als  Mitglied  der  neu  gegründeten  Aesdemie  der  Wissen- 
schaften, in  Paris,  und  privatisirte  sodann  in  seiner  Vaterstadt.  Vergl.  seine 
„Opera  varia,  Lugd.  1683  in  4,  — Opuscnla  posthuma,  Lugd.  1703  in  4.,  — 
Opera  reliqua,  Amstel.  1728  in  4.,  — Exercitationea  mathematica  et  philo- 
sophica;  cd.  P.  J.  Uylenbrock;  Haga  1833  in  4.,  — P.  Harting,  Chr.  Hnygena 
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in  «ijn  leven  en  werken;  Oron.  1868  in  8.“  — Jakob  Bernaulll  (Basel  1654 
— Basel  1705),  Urnrenkel  eines  von  Antwerpen  wegen  Alba’s  Beligionsver- 
folgungen  nach  Frankfurt  geflSchteten,  und  Enkel  eines  von  da  nach  Basel 
flbergesiedelten  Kanfmannes  gleichen  Namens,  war  Professor  der  Mathematik 
in  Basel.  Er  erwarb  eich  durch  seine  Studien  Ober  die  Isoperimetrie,  die 
logarithmiscbe  Spirale,  — durch  seine  „Ars  conjectandi,  BasU.  1713  ln  4.“, 
welche  sein  Schüler  und  Neffe  Nikolaus  (Basel  1687  — Basel  1759;  Professor 
der  Mathematik  in  Padua  und  dann  der  Rechte  in  Basel)  sum  Drucke  be- 
sorgte, — und  Oberhaupt  durch  eine  Menge  tiefsinniger  Abhandlungen,  von 
denen  die  meisten  durch  Oabr.  Gramer  (s.  4)  in  den  „Jac.  Bemonlll  Opera. 
Qenevn  1744,  2 Vol.  in  4.“  gesammelt  wurden,  grossen  Ruhm;  auch  war  er 
der  Lehrer  seines  Bruders  Johannes  (Basel  1667  — Basel  1748 ; Professor  der 
Mathematik  in  OrOningen  und  Basel),  und  stand  wie  dieser  mit  Leibnits  In 
vielfachem  Verkehr.  Johannes  war  der  erste  Bearbeiter  der  Ezponentialgrüssen, 
der  Lehrer  von  Hospital,  Euler,  Gramer,  etc.,  und  vor  Allem  von  seinen  drei 
eigenen  SOhnen:  Nikolaus  II.  (Basel  1696  — Petersburg  1726;  Professor  der 
Rechte  in  Bern  und  dann  Academiker  in  Petersburg),  — Daniel  (OrBningen 
1700  — Basel  1782;  erst  Academiker  in  Petersburg,  dann  Professor  der  Ana- 
tomie und  Botanik,  suletst  der  Physik  in  Basel),  Freund  und  Rivale  von  Euler, 
Verfasser  der  Hydrodynamloa , und  einer  der  Gründer  der  mathematischen 
Physik,  — und  Johannes  II.  (Basel  1710  — Basel  1790;  Professor  der  Elo<)neni 
und  Mathematik  in  Basel),  der  wie  Vater,  Oheim  und  Bruder  Daniel  ans- 
würtiges  Mitglied  der  Pariser- Academle  war ; seine  zahlreichen  Abhandlungen 
wurden  durch  Oabr.  Gramer  (s.  4)  in  den  „Job.  BemonlUi  opera  omnia ; Lau- 
sannn  1742,  4 Vol.  in  4.“  gesammelt  Noch  bei  den  SBhnen  von  Johannes  II.: 
Johannes  HI.  (Basel  1744  — KBpnick  bei  Berlin  1807 ; Director  der  Sternwarte 
und  spiter  der  mathematischen  Classe  der  Berliner- Academie) , — Daniel  II. 
(Basel  1751  — Basel  1834 ; Professor  der  Eloquenz  und  spSter  Domschaffner 
in  Basel),  — und  Jakob  II.  (Basel  1759  — Petersburg  1789;  Academiker  in 
Petersburg),  — zeigte  sich  wissenschaftliches  Talent ; ja  sogar  der  vierte  Grad 
wurde  durch  einen  Sohn  Daniel  H.:  Ghristoph  (Basel  1782  — Basel  1863; 
Professor  der  Naturgeschichte  zu  Basel),  der  zur  Zeit  als  technologischer 
Schriftsteller  und  Mineraloge  grosse  Verdienste  hatte,  würdig  reprüsentirt,  und 
es  steht  diese  Familie,  für  deren  genauere  Kenntniss  ich  auf  sümmtliche  4 Bünde 
meiner  schon  oben  erw&hnten  Blograpblen , — auf  die  zum  4.  Jubilüum  der 
Basler  Hochschule  erschienene  Festschrift  „Pet.  Merlan,  Die  Mathematiker 
Bemoulli ; Basel  1860  in  4.“ , — und  auf  die  aendemisohen  Lobreden  der 
Fontenelle,  Formey,  Fouchy,  Ooldbach  und  Gondorcet  (M4m.  de  Par.  1705, 
1748,  1782;  M4m.  de  Berl.  1747;  Comm.  Acad.  Petr.  2;  Nova  Acta  Petr.  7)  zu 
verweisen  habe,  wohl  als  ein  Unicum  in  der  Oelehrtenwelt  da.  — Abraham 
de  ülolvre  (VKry  io  der  Ghampagne  1667  — London  1754)  Verliese  nach 
Aufhebung  des  Edicts  von  Nantes  als  Protestant  sein  Vaterland,  und  lebte 
als  Privatlehrer  der  Mathematik  in  London,  wo  er  in  die  Royal  Society  anf- 
genommen  wurde.  VergL  seine  „Miscellanea  analytica  de  seriebus  et  qnadra- 
tnris.  Londini  1730  in  4.“,  sowie  sein  Eloge  durch  Grandjean  de  Fouchy  in 
M4m.  de  Par.  1754.  — Rend  Deacartea  oder  Garteslus  (La  Baye  en  Tonraine 
1596  — Stockholm  1650)  brachte  seine  Jugend  auf  Reisen  und  ln  Kriegs- 
diensten zu,  privatisirte  von  1629  bis  1649  in  Holland,  und  folgte  zuletzt  einem 
Rufe  der  EBnigin  Christine  an  ihren  Hof.  Seine  Verdienste  um  die  Natur- 
philosophie im  Allgemeinen  sind  zweifelhaft,  dagegen  diejenigen  um  Geometrie 
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und  Optik  sehr  bedeutend,  und  von  seinen  zahlreiohen  Werken  (Opera;  Amstcl. 
1692—1701,  10  Vol.  in  4.,  — Oeuvres,  pnr  Cousin;  Paris  1831,  11  Vol.  in  8.) 
ist  unbedingt  sein  „Disoours  de  la  müthode  pour  bien  conduirc  sa  raison  et 
ebereber  la  vdritd  dans  les  Sciences;  plus  la  Dloptrique,  les  Metöores  ct  la 
Odomdtrie.  Leyde  1637  in  4 (Lat  durch  Fr.  a Schooten,  Lugd.  Bat.  1640)“  am 
wichtigsten.  VergL  auch  seine  „Lettres.  Paris  1687 — 16fi0,  2 Vol.  in  4.“,  und 
„iaoobi,  Ueber  Descartes  Leben.  Berlin  1846  ln  8.“  — Blai.se  Paaeai  (Cler- 
mont-Fcrrand  1628  — Paris  1662)  lebte  ohne  SfTentliches  Amt  abwechselnd 
in  Clermont,  Ronen  und  Paris.  VergL  seine  von  Charles  Boasiit  (Tartaros  im 
Ddp.  du  RhAne  1730  — Paris  1814;  Professor  der  Mathematik  und  Mitglied 
der  Academie  in  Paris)  herausgegebenen  malhematischen  und  philosophischen 
„Oeuvres.  Paris  1779,  6 Vol.  in  8.  (2  dd.  1819  in  6 Vol.)“,  — ferner  „Bossut, 
Disoours  sur  la  vie  et  les  ouvrages  de  Pascal.  Paris  1781  in  8.,  — Reymond, 
Eloge  de  Blaise  Pascal,  accompagnd  de  notes  hlstoriques  et  critiques.  Toulouse 
1816  in  8.  (Auch  Lyon  1817),  — Faugdre,  Genie  et  derits  de  Pascal.  Paris 
1847  in  8.,  — Vinet,  Etudes  sur  Blaise  Pascai.  Paris  1848  in  8.,  — etc.“  — 
Jsaac  Barrow  (London  1630  — London  1677)  war  Dr.  Tbeolog. , Professor 
der  Mathematik  su  London  und  spkter  zu  Cambridge,  — scbiiesslicb,  nachdem 
er  1669  letztere  Stelle  zu  Gunsten  von  Newton  niedergelegt  hatte,  Caplan 
Karl  n.  Am  Bekanntesten  sind  seine  schon  1669  und  1670  einzeln  publicirten 
„Lectlones  optiese  et  geometrien : In  quibns  phtenomenon  opticorum  genninie 
rationes  investigantur  ao  ezponuntur,  et  generalia  curvarum  linearum  sympto- 
mata  declarantnr.  Londini  1674  in  4.“  — Jsaac  IVewton  (Whoolstorpe  in 
Lincolnshire  1642  XII  28  a.  8t.  — London  1726  III  20  a.  St.  oder  1727  III  31 
n.  St)  bezog  1660  das  Trinity-College  in  Cambridge,  rllckte  1669  zum  Pro- 
fessor der  Mathematik  an  demselben  und  1699  zum  kSnigl.  Münzmeistcr  in 
London  vor,  und  bekleidete  fiberdiess  von  1703  hinweg  das  Pr&sidium  der 
Royal  Society.  Vergl.  für  ihn  theils  seine  „Opnscula  msthematica,  phiiosophica 
et  pbilologica,  coli.  J.  Castilioneus.  Lausannss  1744  , 3 Vol.  in  4.“,  und  seine 
„Opera  quss  eztant  omnia.  Comm.  Sam.  Horsley.  London  1779 — 1788,  8 Vol. 
in  4.“,  — theils  „Fontenellc,  Eloge  de  M.  Newton.  Paria  1728  in  4.  (Auch  M4m. 
de  Par.  1727,  und  engl,  durch  Pemberton,  London  1728)  , — Maclaurln,  An 
acconnt  of  Sir  Ja.  Newton's  philosopbical  discoveries.  London  1748  in  4.,  — 
Frisi,  Elogio  storico  del.  Caval.  Js.  Newton.  Milano  1778  ln  8.,  — Etliche 
merkwürdige  Umstünde  aus  Js.  Newton’s  Leben.  Frankfurt  1791  in  8.,  — 
Brewster,  Life  of  Js.  Newton.  London  1831  ln  4.  (Deutsch  durch  Goldberg, 
Leipzig  1833  in  8.),  — Sncll,  Newton  und  die  mechanische  Naturwissenschaft. 
Dresden  1843  in  8.,  — Brewster,  Memoirs  of  the  life,  writings  and  discoveries 
of  Sir  Js.  Newton.  Edinburgh  1858,  2 Vol.  in  8.  (2  ed.  1860),  — etc.“  — 
Gottfried  Wilhelm  Leibnltz  (Leipzig  1646  — Hannover  1716),  Rath,  Bihlio- 
thekar  und  Historiograph  des  Herzogs  von  Hannover,  wurde  1673  Mitglied 
der  Royal  Society,  1699  (gleichzeitig  mit  Newton,  Jakob  und  Johann  Bemoulli, 
Guglielmini,  Hartsoecker,  Tschlmhauscn  und  Römer)  auswürtiges  Mitglied  der 
damals  erst  mit  dieser  Classe  versehenen  Parisei-Academic,  und  1700  Präsident 
der  auf  seine  Veranlassung  ln  Berlin  gegründeten  Academie  der  Wissenschaften. 
Vergl.  für  ihn  theils  seine  „Mathematischen  Schriften  (und  Correspondenzen), 
herausgegeben  von  Carl  Immanuel  Gerhardt  (Herzberg  1816;  Oberlehrer  zu 
Salzwedel,  Berlin  und  Eisleben),  Berlin  1849  — Halle  1863,  .7  Bde.  in  8.“,  — 
theils  „Fontenelle,  Eloge  de  Leibnitz  (M4m.  de  Par.  1716),  — Bailly,  Eloge 
de  Leibnitz.  Paris  1769  in  4.,  — Gnhrauer,  Gottfried  Wilhelm  von  Loibnitz. 
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Breslnu  1845,  2 Vol.  in  8.,  — etc.“  — Pierre  VarignoB  (Caen  1664  — Paris 
1782)  war  erst  Theologe,  dann  Professor  der  Mathematik  und  Mitglied  der 
Academie  in  Paris.  Vergl.  sein  Eloge  durch  Fontenelle  in  M4m.  de  Par.  1722. 

— Oalileo  Galilei  (Pisa  1564  — Villa  Giojello  bei  Arcetri  1642)  war  von 
1589  bis  1592  Professor  der  Mathematik  su  Pisa,  von  1593  bis  1609  zu  Padua, 
und  von  1610  an  grossberzoglich  toscaniscber  Mathematicus.  Vergl.  fOr  ihn 
theils  seine  „Opere.  Firenze  1842—1856,  16  Vol.  in  8.“,  theils  „Frisi,  Eloglo  del 
Oalileo.  Livorno  1775  in  8.,  — Jagemann,  Oeschicbte  des  Lebens  nnd  der 
Schriften  des  Oalileo  OalUei.  Weimar  1783  in  8.  (2.  A.  1787),  — NeUl,  Vita 
e eommercio  letterario  di  Oalileo  Oalilel.  Losanna  1793,  2 Vol.  io  4.,  — Venturi, 
Memorie  e letterc  di  Oalileo  Oalilei , inedlte  flnora  o disperse.  Modena  1818 
bis  1821,  2 VoL  in  4.,  — Philar6te  Chasles,  Oalileo  Galilei,  sa  vie,  son  proc5s 
et  ses  contemporains.  Paris  1862  in  8.,  — etc.“  — Evangelista  Torrleelll 
(Piancaldoli  1608  — Florenz  1647)  war  ein  Schiller  von  Castelli  in  Rom,  welcher 
durch  diesen  1641  dem  erblindeten  Oalilei  als  Oebttlfe  empfohlen  wurde,  und 
dann  sptter  die  Nachfolge  des  Letztem  erhielt.  — FerdinaDd  II.  von  Tos- 
kana (1610 — 1670)  wurde  durch  Oalilei,  welchen  ihm  sein  Vater  Cosimo  II. 
(1590—1621)  zum  Lehrer  gegeben  hatte,  fOr  die  Physik  gewonnen,  arbeitete 
selbst  mit  Erfolg  auf  diesem  Gebiete,  nnd  gründete  1657  unter  dem  Prkeidlum 
seines  Bmders  Leopold  (1617—1675)  die  Aeadcmia  del  Cimento,  welche, 
vergl.  „Saggio  di  naturali  esperienze  fstte  nell’  Academia  del  Cimento ; Firenze 
1691  in  fol.“,  ln  kurzer  Zeit  so  Grosses  leistete,  dass  die  Einwilligung  zu  ihrer 
AnflSsung  (1667)  ihrem  Präsidenten  einen  Cardinalshut  eingetragen  haben  soll. 

— Robert  Bojrle  (Lismore  in  Irland  1627  — London  1691)  war  ein  reicher 
Privatmann  und  später  Präsident  der  Royal  Society.  Seine  zahlreichen,  meist 
physikalischen  Schriften  worden  durch  Thomas  BIreh  (1705—1766;  Secretär 
der  Roy.  Soc.),  der  auch  „Life  and  writings  of  Rob.  Boyle;  London  1741  in  8.“ 
heraosgab,  in  5 Foliobänden  (London  1744)  gesammelt;  von  Sammlungen  aus- 
gewäblter  Schriften  mögen  z.  B.  die  „Opera  varia;  Oenevss  1680,  2 Vol.  ln  4.“ 
citirt  werden.  — Edme  ülariotte  (Bourgogne  16..  — Paris  1684)  war  erst 
Prior  von  St  Martln-sous-Beaune  bei  Dijon,  dann  Mitglied  der  Pariser-Aca- 
demle.  Vergl.  seine  „Oeuvres.  Leyde  1717,  2 Vol.  ln  4.  (Nouv.  4d.,  A la  Haye 
1740)“.  — Otto  von  Guerike  (Magdeburg  1602  — Hamburg  1686)  war 
Mathematiker  und  Jurist,  stand  längere  Zeit  als  Ingenieur  in  schwedischen 
Diensten,  und  bekleidete  dann  von  1646  bis  1681  das  Amt  eines  Bürgermeisters 
von  Magdeburg.  Vergl.  „Fr.  Dies,  Otto  von  Onerike  und  sein  Verdienst  Magde- 
burg 1862  in  8.“  — Zacharias  Jansen  oder  Jnhnssohn  lebte  um  1560  als 
Glasschleifer  und  Brillenmacher  in  Middelburg.  — Johannes  Lippershejr  oder 
Laprey  (Wesel  15..  — Middelburg  1619)  lebte  ebenfalls  als  Glasschleifer  nnd 
Brillenmacher  in  Middelburg.  — Durch  Michael  Mästlln  oder  MSstlin  (05p- 
pingen  1650  — Tübingen  1631;  Professor  der  Mathematik  in  Tübingen),  nach 
voransgegangenen  philosophischen  nnd  theologischen  Stadien  in  Maulbronn  nnd 
Tübingen,  in  die  Mathematik  und  Astronomie  eingefOhrt,  stand  Johannes 
Keppler  (Magstatt  bei  Weil  1571  — Regensbarg  1630)  von  1593  bis  1598 
als  Professor  der  Mathematik  und  Moral  am  Oymnaslnm  zu  Oratz,  — ging 
dann  als  Oehülfe  Tycho’s  nach  Prag,  wurde  nach  dessen  Tode  1601  kaiserl. 
Mathematikus , und  versah  nebenbei  von  1614  bis  1627  eine  Professur  am 
Gymnasium  zu  Linz,  — lebte  nachher  einige  Zeit  zu  Sagan  bei  Walienstain, 
auf  den  er  für  rückständige  Besoldung  angewiesen  war,  und  starb  zu  Regens- 
burg, wo  er  beim  Reichstage  seine  Ansprüche  geltend  machen  wollte,  — nicht 
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in  Folge  Hungere,  sondern  in  Folge  der  für  ihn  zu  znstrengenden  Reise.  Vergl. 
ntr  ihn  theils  seine  von  ChrisUzn  Frisch  (Stuttgsrt  1807 ; Lehrer  in  Stnttgsrt) 
hersnsgegobenen  „Opern  omnin.  Francof.  1858 — 1869,  8 VoL  in  8.“  und  die 
von  Michael  Oottlieb  Hanech  (MOggenbahl  bei  Danzig  1688  — Wien  1762?; 
als  Literat  in  Leipzig,  Dresden,  Wien,  etc.  lebend)  zum  Drucke  besorgten 
„Jo.  Keppleri  aliorumque  epietolm  mutua;.  Lipsln  1718  in  fol.“,  — theils 
„ROmelin,  Dissert  de  vlta  Jo.  Kepler!.  Tnbing.  1770  in  4.,  — Breitschwert, 
Joh.  Keppler’s  Leben  und  Wirken.  Stuttgart  1831  in  8.,  — Johann  Keppler, 
kaiserlicher  Mathematiker.  Denkschrift  des  historischen  Vereins  der  Oberpfalz 
und  von  Regensburg.  Regeneburg  1842  ln  4„  — E.  Reitllnger,  Johannes  Kepler. 
Thell  1.  Stuttgart  1868  in  8.,  — etc.“  — NIcolo  Zueebi  oder  Zuechlns  (Parma 
1586  — Rom  1670),  ein  Jesuit,  war  Ho^rediger  von  Papst  Alexander  VII., 
und  einige  Zeit  Lehrer  der  Mathematik  am  Collegio  Romano  ln  Rom.  — Georg 
Hartmann  (Eckoltsheim  bei  Bamberg  1489  — Nürnberg  1564)  lebte  als 
Mechaniker,  spüter  als  Vicar  an  der  Sebaldns-Kirche , in  Nürnberg.  Vergl. 
seinen  Briefwechsel  mit  dem  Herzog  Älbrecht  von  Preussen  (Dove’s  Repert 
n.  129).  — Willebrord  SDelllos  (Leyden  1691  — Leyden  1626)  war  Professor 
der  Mathematik  an  der  Universitkt  zu  Leyden.  Vergl.  „Jachsras,  Oratio  in 
Will.  Snellii  obitum.  Lugd.  Bat.  1626  in  4.“  — Oie  Römer  (Aarhuus  1644 

— Kopenhagen  1710)  lebte  von  1671  bis  1681  als  Lehrer  des  Dauphins  nnd 
Mitglied  der  Aoademie  in  Paris,  wurde  dann  Professor  der  Mathematik  in 
Kopenhagen,  und  zuletzt  Bürgermeister  daeelbst.  Vergl.  die  von  seinem  Schüler 
und  Nachfolger  Peter  Horrebow  (Lögstör  auf  Jütland  1679  — Kopenhagen 
1764;  Professor  der  Mathematik  in  Kopenhagen)  herausgegebene  „Basis  Astro- 
nomim.  Hafnin  1735  in  4“.  — Francesco  Maria  Grimaldii  (Bologna  1618  — 
Bologna  1663)  war  Lehrer  der  Mathematik  am  Jesultencollegium  zu  Bologna, 
und  hatte  vielen  Antheil  an  den  Arbeiten  Riccioli’s.  — Erasmns  Bartbollnna 
(Roeskilde  1625  — Kopenhagen  1698)  war  Professor  der  Mathematik  und 
Medizin  zu  Kopenhagen.  — Für  diese  mittlere  Zeit  sind  ausser  einigen  schon 
genannten  nnd  den  unter  4 aufgeführten  allgemeinen  Werken,  z.  B.  folgende 
Schriften  zu  berathen:  „Conrad  Geaaner  (Zürich  1516  — Zürich  1565;  erst 
Professor  der  griechischen  Sprache  in  Lausanne,  sp&ter  Stadtarzt  nnd  Lector 
der  Physik  in  Zürich;  vergl.  Bd.  1 meiner  Btographieen) , Bibliotheca  uni- 
versalls.  Tiguri  1645 — 1549,  2 Vol.  in  fol , — Conrad  Daaypodlua  (Frauen- 
feld 1631?  — Strassburg  1600;  Professor  der  Mathematik  zu  Straoebnrg;  vergl. 
Bd.  3 meiner  Biographieen) , Dictionarium  mathemattenm.  Argent.  1573  in  8., 

— Joh.  Gerhard  Voss  (Heidelberg  1577  — Amsterdam  1649;  Professor  der 
Eloquenz  und  Geschichte  zu  Leyden  nnd  Amsterdam),  De  nniversa  matheseos 
natura  et  constitutione  Uber , qui  snbjungitur  chronologia  mathematicomm. 
Amstelodami  1650  in  4.,  — Geronimo  Vitale  oder  Vitalis  (Capna  16..  — Rom 
1698;  Theatiner-Mönch),  Lexicon  mathematicum  astronomienm  geometrienm. 
Parisiis  1668  in  8.,  — Claude-Franqois  MilUet  Desetaalea  (Chambdry  1621  — 
Turin  1678;  Jesuit , Professor  der  Hydrographie  nnd  Mathematik  in  Marseille 
und  Lyon),  Cursus  seu  mundus  mathematicus.  Lugd.  1674,  8 Vol.  in  fol.  (2  ed. 
1690,  4 Vol.),  — Jacques  Oznnam  (Boullgneox  1640  — Paris  1717;  Lehrer 
der  Mathematik  und  Mitglied  der  Aeademie  in  Paris;  Eloge  d.  Fontenelle  in 
Mdm.  de  Par.  1717),  Dictionnaire  mathdmatique.  Paris  1690  in  4„  — Bernardino 
Bald!  (Urbino  1558  — Urbino  1617;  Abt  von  Guastalla),  Cronloa  de  mate- 
matiei  overn  epitome  dell’  istoria  delle  vite  loro.  Urbino  1707  in  4.,  — Christian 
Wolf  (Breslau  1679  — Halle  1764;  Professor  der  Mathematik  nnd  Physik  zu 
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Halle;  Eloge  durch  Fouchy  in  Mto.  de  Par.  11&4),  Mathematisohee  Lexikon. 
Leipiig  1716  in  8.  (3.  A.  1732),  — Chr.  WoU.  AnfangsgrOnde  aller  matbe- 
matiaohen  WUaenschaften.  Halle  1710,  4 Bde.  in  8.  (Noch  17S5;  Ausxng  daraus 
1717  nnd  in  10  A.  1773),  — Chr.  Wolf.  Elements  matheseos  universm.  Hals 
1713-1741,  5 Vol.  in  4.  (Auch  Qenevs  1743),  — etc.“ 

4.  Die  nenere  Zeit.  Sie  wurde  allseitig  durch  Euler  eingeleitet, 
indem  er  nicht  nur  die  mathematischen  Kenntnisse  seiner  Vorgänger 
eu  einem  organischen  Ganzen  umschmolz  und  weiterführte,  sondern 
auch  die  ersten  Lehrbücher  der  analytischen  Mechanik  nnd  Dioptrik 
schrieb,  die  von  Rügens  angedeutete  Undulationstheorie  und  die 
Möglichkeit  des  Achromatismus  verfocht,  und  mit  seinem  Freunde 
Dan.  Bemoulli  die  mathematische  Physik  überhaupt  zu  einer  frucht- 
baren Disciplin  erhob.  Auf  der  so  gelegten  Basis  gelang  es  sodann 
den  d’Alembert,  Clairault,  Gramer,  Lagrange,  Laplace,  Legendre, 
Ganss,  Fourier,  Poisson,  Abel,  Cauchy,  Sturm,  Jacobi,  Dirichlet, 
Riemann,  etc.  die  Analysis  zu  ihrer  jetzigen  hohen  Blüthe  zu  bringen, 
während  Monge,  Camot,  Poncelet,  Steiner,  etc.,  die  darstellende  und 
die  sog.  nenere  Geometrie  schufen.  Nicht  weniger  entwickelte  sich 
auch  die  Physik:  Yoong’s  Entdeckung  der  Interferenz  und  die  ver- 
wandten Arbeiten  von  Fresnel  verhelfen  der  Undulationstheorie  zur 
unbedingten  Herrschaft,  — Lavoisier  schuf  die  neuere  Chemie, 
Lambert  mit  Bouguer  die  Photometrie,  mit  Lesage  aber  die  seither 
durch  Fonrier,  Poisson  und  die:  Mayer,  Joule,  Clausius,  etc.  gelungene 
Einführung  der  sog.  mechanischen  Theorie,  der  Rechnung  zugäng- 
lich gewordene  Wärmelehre,  — Chladni  entdeckte  die  Klangtiguren, 
Montgolfier  die  Aerostaten,  Malus  die  Polarisation  des  Lichtes,  — 
Wollaston,  Fraunhofer,  Daguerre,  Kirchhoif,  etc.,  bereicherten  und 
verbesserten  die  optischen  Instrumente,  erfanden  die  Lichtbilder  und 
die  Spectralanalyse,  etc.,  — Watt,  Fulton,  Söguin,  Stephenson,  etc. 
construirten  auf  Grundlage  der  Ideen  Papin’s  brauchbare  Dampf- 
maschinen und  Locomotiven,  — Ganss  bildete  die  Theorie  des  Erd- 
magnetismus ans,  — Galvani  und  Volta  aber  gaben  durch  ihre 
Entdeckungen  der  schon  von  Gray,  Dufay  und  Franklin  gepflegten 
Electricitätslehre  eine  früher  nicht  geahnte  Bedeutung,  welche,  seit 
Oersted,  Faradey  und  Steinheil  die  Ablenkung  der  Magnetnadel 
durch  den  galvanischen  Strom,  die  Inductionsströme  nnd  die  Leitungs- 
fähigkeit der  Erde  auffanden,  und  für  Telegraphie,  Chronographie, 
etc.  nutzbar  machten,  noch  mehr  gesteigert  wurde  [XX]. 

Für  weitem  historischen  DeUU  nochmals  auf  die  einseinen  Abschnitte  ver- 
weisend, mag  Obigem  vorlln&g  Folgendes  beigefUgt  werden:  Iiconhard  Ealer 
(Basel  1707  — Fetersbnrg  1783)  war  vielleicht  der  grOsste,  jedenfalls  aber 
der  fruchtbarste  Mathematiker  des  vorigen  Jahrhunderts;  obschon  er  1736  an 
einem,  1766  auch  am  iweiten  Auge  erblindete,  wOrde  eine  Oeeammtausgabe 
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seiner  Werke  nnd  Abh«ndlnngen  etws  16000  Qosrtseiten  fUlen,  und  die 
Sammelwerke  „Opusoula  varll  argumenti,  Berol.  1746—1761,  3 Vol.  in  4^  — 
Opuscula  analytica,  Petrop.  1783— 1786,  2 Vol.  in  4.,  — Commentationes  arith- 
meticn,  Petrop.  1849,  2 Vol.  in  4.,  — Opera  poetuma  mathemattca  et  physica 
A.  1844  detecta.  Ed.  P.  H.  et  N.  Fuss.  Petrop.  1862,  2 Vol.  in  4.“  enthalten 
nur  einen  sehr  kleinen  Thell  der  Letztem.  Euler  stand  von  1727  bis  1741  als 
Academiker  und  Professor  der  Mathematik  in  Petersburg,  folgte  dann  einem 
Rufe  in  entsprechende  Stellung  nach  Berlin,  kehrte  1766  nach  Petersburg 
zurück,  und  starb  dort  mit  Hinterlassung  dreier,  ebenfalls  um  die  mathemati- 
schen Wissenschaften  ganz  verdienter  Söhne : Job.  Albrecht  (Petersburg  1734 

— Petersburg  1800;  SecreUr  der  Petersburger-Academie),  — Carl  (Petersburg 
1740  — Petersburg  1790;  kaiserl.  Leibarzt),  — Christoph  (Berlin  1743  — 71812; 
General  der  Artillerie),  — so  wio  des  von  ihm  als  OehOUen  von  Basel  be- 
zogenen, nnd  dann  durch  Verhelrathung  mit  Joh.  Albrechts  Tochter  Albertine 
tu  seinem  Enkel  gewordenen  Nikolaus  Fum  (Basel  176&  — Petersburg  1826; 
Professor  der  Mathematik  und  spkter  Secretk  der  Academle  in  Petersburg). 
Vergl.  für  ihn  und  die  Söhne  „Fuss,  Eloges  de  M.  Löon.  et  Jean  Alb.  Euler 
(Nov.  Aot  Petr.  1 u.  15),  — Condorcet,  Eloge  de  Löon.  Euler  (M4m.  de  Par. 
1783),  — Fuss,  Lobrede  auf  Euler.  Basel  1786  in  8.“,  sowie  Bd.  4 meiner 
Blographieen ; ferner  die  von  Paul  Heinrich  Fuss  (Petersburg  1797  — Peters- 
burg 1856 ; Sohn  von  Nikolaus , und  Nachfolger  desselben  als  Secretk  der 
Academie)  herausgegebene  „Correspondance  mathömatique  et  physique  de 
quelques  cöl^bres  g4omötres  du  18»  siöcle.  Pötersbourg  1843,  2 Vol.  in  8.“  — 
Jean-le-Rond  d'Alemberl  (Paris  1717  — Paris  1783),  ein  von  den  Stufen 
der  Kirche  Jean-Ie-Rond  in  Paris  aufgehobenes,  und  von  der  Frau  eines 
Glasers  Alembert  erzogenes  Findelkind,  schwang  sich  zum  MitgUede  der  Aca- 
demleen  in  Paris  und  Berlin,  sowie  zum  SecreUr  der  Erstem  und  zum  Pen- 
sionär Friedrichs  des  Grossen  auf.  Seine  Werke,  von  welchen  hier  vorläufig 
nur  die  „Opnscules  mathömatiques.  Paris  1761 — 1780,  8 Vol.  in  4.“  zu  nennen 
sind,  haben  die  mathematiscbeu  Wissenschaften  allseitig  ungemein  befördert, 
und  durch  die  mit  Denis  Diderot  (Langres  1713  — Paris  1784;  Literat  nnd 
Pensionär  Katharina  U.  von  Russland)  herausgegebene  „Encyclopödle  ou  Dic- 
tionnaire  raisonnö  des  Sciences,  des  arts  et  des  mötiers.  Paris  1761 — 1780, 
33  Vol.  in  fol.“  Ist  er  auch  in  den  weitesten  Kreisen  bekannt  geworden.  Vergl. 
„Condorcet,  Eloge  de  Mr.  d’Alembert  (M^m.  de  Par.  1783),  Paris  1784  in  8.“ 

— Alexis-Claude  Clairault  (Paris  1713  — Paris  1766)  publicirte  schon  ln 
seinem  18.  Jahre  seine  berühmten  „Recherebes  sur  les  courbes  ä double 
conrbure.  Paris  1731  in  4.“,  und  wurde  darauf  hin  sofort  Mitglied  der  Pariser- 
Academie.  Vergl.  sein  Eloge  durch  Grandjean  de  Fonchy  in  Möm.  de  Par. 
1766.  — Gabriel  Crnnier  (Genf  1704  — Bagnols  bei  Nismes  1762}  war 
Professor  der  Mathematik  und  Philosophie  an  der  Academie  zu  Genf.  Vergl. 
für  ihn  Bd.  3 meiner  Blographieen.  — Joseph-Louis  Lagrange  (Turin  1736 

— Paris  1813)  war  erst  Professor  der  Mathematik  zu  Turin,  dann  Director 
der  mathematischen  Classe  der  Berllner-Academie,  zuletzt  Professor  der  Mathe- 
matik an  der  Ecole  normale  nnd  Ecole  polytechnique  zu  Paris,  sowie  Mitglied 
der  Academie  und  des  Bureau  des  longitudes.  Vergl.  seine  von  August  Leopold 
Crelle  (Eichwerder  1780  — Berlin  1855;  Oberbaurath  und  Academiker  in 
Berlin)  herausgegebenen  „Mathematischen  Werke.  Berlin  1823—1824  , 3 Vol. 
in  8.“,  seine  von  Joseph-Alfröde  Serret  (Paris  1819;  Professor  der  Mathe- 
matik und  Academiker  in  Paris)  besorgten  „Oeuvres.  Vol.  1 — 2.  Paris  1807 
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in  4.“;  ferner  „Virey  et  Potel,  Pr4cle  bletorique  eur  la  vie  et  la  mort  de  J.  C. 
Lagraoge.  Paria  1813  in  4.,  — Coaaali,  Elogio  de  Gins.  Luigi  Lagrangia.  Paris 
1813  in  8.“  — Pierre-Simon  Laplaee  (Beaumont-en-Ango  1749  — Paris 
1827)  war  erst  Lebrer  der  Matbematik  an  der  Militirsebuie  seiner  Vaterstadt, 
dann  in  Paris  Examinator  beim  k.  ArtUleriecorps , und  sp&ter  Professor  der 
Mathematik  an  der  Ecole  normale,  — daneben  Mitglied  der  Academie  und  des 
Bnreau  des  longitndes,  anch  unter  der  Consularregiening  kurze  Zeit  Minister 
des  Innern.  Vergl.  seine  „Oeuvres.  Paris  1843—1847,  7 Vol.  in  4.“  und  sein 
Eloge  durch  Fourier  im  Jahrgang  1829  der  Revue  encyclopddique.  — Adrlen- 
Morie  Legendre  (Paris  1752  — Paris  1833)  war  Professor  der  Mathematik 
an  der  Milit&rachnle  und  Normalschule  in  Paris,  Examinator  an  der  polytech- 
nischen Schale  und  Mitglied  der  Academie.  — Karl  Friedrich  Gauna  (Brann- 
schweig  1777  — Göttingen  1855)  studirte  in  Braunschweig  und  GOttingen, 
privatisirte  dann  mit  Unterstützung  seines  Herzogs  Karl  Wilhelm  Ferdinand 
in  Braunschweig,  bis  er  1807  einen  Ruf  als  Professor  der  Mathematik  und 
Directer  der  Sternwarte  nach  Göttingen  annahm.  Vergl.  seine  seit  1863  von  der 
Göttinger- Academie  herausgegebenen,  auf  7 Quartb&nde  berechneten  „Werke 
(bis  jetit  Bd.  1,  2,  3,  5 vollendet)“,  — ferner  „Sartorius,  Gaues  zum  Gedüchtniss. 
Leipzig  1856  in  8.“,  — und  endlich  den  von  Christian  August  Friedrich 
Petera  (Hamburg  1806;  erst  Observator  in  Hamburg  und  Pulkowa,  dann  Prof, 
der  Astronomie  in  Königsberg,  jetzt  Director  der  Sternwarte  in  Altona)  her- 
ausgegebenen  „Briefwechsel  zwischen  K.  F.  Oauss  und  H.  C.  Schumacher. 
Altona  1860—1862,  6 Bde.  in  8.“  — Jean-Baptiste-Joseph  Ftturler  (Anxerre 
1768  — Paris  1830)  war  Professor  der  Matbematik  an  der  polytechnischen 
Schule  in  Paris , folgte  Bonaparte  nach  Egypten , wurde  dann  Pr&fekt  des 
Isöre-Departements,  und  zuletzt  SecreUr  der  Poriser-Academie.  Vergl.  sein 
Eloge  in  Arago  Oeuvres  I.  — Simöon-Denis  Poiason  (Pithiviers  1781 — Paris 
1840)  war  erst  Schüler,  dann  Lebrer  an  der  Ecole  polytechnique , überdiess 
Professor  der  Mechanik  an  der  Sorbonne,  Mitglied  der  Academie  und  des 
Bureau  des  longitudee.  Vergl.  sein  Eloge  in  Arago  Oeuvres  II.  — Niels  Henrik 
Abel  (Findoö  1802  — Froland  1820)  lebte  von  1825  bis  1827  auf  Kosten  der 
norwegischen  Regierung  im  Anslande,  meist  in  Berlin  und  Paris,  — vicarisirte 
1328  für  Banstcen  in  Christiania,  und  hatte  eben  einen  Ruf  nach  Berlin  in 
Aussicht,  als  ihn  der  Tod  ereilte.  Vergl.  seine  „Oeuvres  complötes,  par  Holm- 
boe.  Christiania  1836,  2 Vol.  in  4.“  — Augustin-Louis  Caneby  (Paris  1789 

— Scesux  1857)  war  erst  Zögling,  dann  Professor  der  Mathematik  an  der 
polytechnischen  Schale  in  Paris,  Mitglied  des  Instituts  und  Ingönleur-en-chef 
des  ponts-et-chansBÖes.  Nach  der  Juli-Revolution  lebte  er  längere  Zeit  als 
Erzieher  des  Herzogs  von  Bordeaux  in  Oesterreich,  kehrte  dann  nach  Paris 
zurück,  und  lehrte  daselbst  im  Ordenshause  der  Jesuiten  Mathematik.  Vergl. 
„Valson,  Vie  et  catalogue  des  ouvrages  d’A.  Canchy.  Paris  1868,  2 Vol.  in  8.“ 

— Charles-Franqois  Sturm  (Genöve  1803  — Paris  1855)  war  Professor  der 
Mathematik  und  Mitglied  der  Academie  in  Paris.  Vergl.  für  ihn  Bd.  4 meiner 
Biographien.  — Karl  Gustav  Jakob  Jaeobl  (Potsdam  1804  — Berlin  1851) 
war  erst  Professor  der  Mathematik  zu  Königsberg,  und  lebte  dann  später  als 
Mitglied  der  Academie  und  königl.  Pensionär  zu  Berlin.  Vergl.  für  ihn  seine 
„Opuscula  mathcmatica.  Berolini  1846—1851,  2 Vol.  in  4.“,  und  Dirichlet's 
Lobrede  in  Berl.  Abbandl.  1852.  — Peter  Gustav  Lejeune  Dfrlehlel  (Düren 
hei  Aachen  1805  — Göttingen  1859)  war  folgeweise  Professor  der  Mathematik 
und  Mitglied  der  Academieen  in  Berlin  und  Göttingen,  auch  auswärtiges 
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Mitglied  der  Pariser-Actdeinie.  Vergl.  fUr  ihn  die  1869  ln  den  GOtUnger- 
Nnehrichten  und  Berliner-Monatsberichten  erschienenen  Nekrologe.  — Georg 
Friedrich  Bernhard  RIemann  (Brestelena  in  Bannover  1826  — Intra  am  Lago 
maggiore  1866)  war  Professor  der  Mathematik  in  Göttingen.  Vergl.  den  in 
den  OötUnger-Nachrichten  erschienenen  Nekrolog.  — Gaspard  Monge  (Beaune 
1746  — Paris  1618)  war  Professor  der  Mathematik  und  Physik  In  Lyon, 
tiiiikn»  und  Paris,  — wUirend  der  Republik  Marine-Minister  und  Direotor 
der  Gewehrfabriken , — spkter  Professor  der  Mathematik  an  der  von  ihm 
mitbegrttndeton  Ecolo  polytechnique  und  Mitglied  der  Academie.  Vergl.  fOr  ihn 
„Dupin,  Essai  historique  sor  les  Services  et  les  travanx  scientiflques  de  G. 
Monge.  Paris  1819  in  8.“,  und  Arago  Oeuvres  II.  — Lazare-Nicolas-Marguörite 
Carnot  (Nolay  en  Bourgogne  1753  — Magdeburg  1823)  war  erst  Ingenleur- 
Capitin,  dann  Mitglied  des  Convents  und  Directoriums , später  Kriegsminister 
und  Academiker,  snletst  durch  die  Bourbonen  verbannt.  Vergl.  für  ihn  „Serieys: 
Carnot,  sa  vie  politique  et  privöe.  Paris  1816  in  12.,  — Körte,  Leben  Carnot’s- 
Leipsig  1820  in  8.,  — Tissot,  Mömoires  blstoriques  et  mllitaires  sur  Camot. 
Paris  1824  in  8.“,  auch  Arago  Oeuvres  I.  — Jean-Victor  Poncelet  (Meta 
1788  — Paris  1868)  war  SchUer  der  polyteohnlschen  Schule  in  Paris,  maohte 
den  russischen  Feldang  mit,  stieg  bis  aum  Brigadegeneral,  und  lebte  später 
als  Professor  der  mechanischen  Physik,  Mitglied  der  Academie  und  Comman- 
dant  der  polytechnischen  Schule  in  Paris.  — Jakob  Steiner  (Utaistorf  im 
Kanton  Bern  1796  — Bern  1863),  ein  bei  Pestaloaal  vorgebildeter  Banemknabe, 
schwang  sich  zum  Professor  der  Mathematik  und  Mitglied  der  Academie  in 
Berlin  auf.  Vergl.  Berliner-Monatsbericht  1863.  — Thomas  Young  (Milverton 
1773  — London  1820)  lebte  als  praktischer  Arzt  und  Professor  der  Physik 
in  London,  war  auch  Secretär  der  Royal  Society  und  auswärtiges  Mitglied 
der  Pariser-Academie.  Vergl.  die  von  George  Peaeoeb  (Thomton  1791  — 
Ely?  1868;  Professor  der  Mathematik  zu  Cambridge)  berausgegebenen  „Mis- 
celianeous  wotks  of  the  late  Thom.  Young.  London  1866,  8 Voh  ln  8.,  — Life 
of  Thom.  Young.  London  1866  in  8.“,  und  Arago  Oeuvres  I.  — Augustin-Jean 
Fresnel  (Broglie  im  Döp.  de  l’Eure  1788  — VUle-d’Avray  bei  Paris  1827) 
war  SchOler  der  polytechnischen  Schule  ln  Paris,  und  stieg  bis  zum  Ingönieur- 
en-chef  des  ponts-et-chaussöes.  Vergl.  seine  durch  Henri  Bureau  de  ft^nar- 
mont  (Brouö  1808;  Professor  der  Mineralogie  und  Mitglied  der  Academie  in 
Paris)  auf  Staatskosten  herausgegebenen  „Oeuvres  complötes.  Paris  1866 — 1868, 
2 Vol.  in  4.“,  und  Arago  Oeuvres  I.  — Antoine-Laurent  Larolaler  (Paris 
1743  — Paris  1794)  war  Mitglied  der  Pariser-Academie,  daneben  einer  der 
Generalpächter  der  Steuern,  später  Verwalter  der  k.  Pulverfabriken,  zuletzt 
ein  Opfer  der  Schreckensregierung.  Vergl.  fOr  Ihn  seine  „Oeuvres.  Tom.  1—4. 
Paris  1862—1868  in  4.“,  und  „Kiröevsky,  Histoire  des  lögislateurs  chimlstes: 
l<avoisier-Bertholet-Humphry  Davy.  Francfort  1846  in  8.“  — Joh.  Heinrich 
Lambert  (M&hlhauien  1728  — Berlin  1777)  arbeitete  sich  vom  Schneider- 
lehrjungen  zum  Academiker  und  Oberbaurath  in  Berlin  empor.  Vergl.  seine 
„Beiträge  zur  Mathematik  und  deren  Anwendung.  Berlin  1766—1772,  8 Vol. 
in  8.“,  — seinen  von  Johannes  HL  Bernonlli  herausgegebenen  „Deutschen 
gelehrten  Briefwechsel.  Berlin  1782-1784,  5 Bde.  in  8.“,  — ferner  „Formey, 
Eloge  de  Lambert  (Möm.  de  Bert.  1778),  — Dan.  Huber:  J.  H.  Lambert  nach 
seinem  Leben  und  Wirken.  Basel  1829  ln  8.“,  sowie  Bd.  8 meiner  Biographien. 
— Pierre  Bouguer  (Crolelc  1698  — Paris  1758)  war  Professor  der  Hydro- 
graphie und  Mitglied  der  Academie  in  Paris-  Vergl.  sein  Eloge  durch  Grandjean 
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de  Fonchy  in  de  P&r.  1768.  — Oeorge-Lnuie  Leaafe  (Oen^ve  1724  — 
Oen6ve  1808)  lebte  als  Privatgclehrtor  in  Genf.  Vergl.  fUr  ihn  „Prevost,  Qeorge- 
Lonis  Lesage  de  Gen6vc.  GenAve  1805  in  8.“  und  Bd.  4 melner-Biügnphieen. 
— Julius  Robert  Mayer  (Heilbronn  1814)  machte  ErQher  als  SchifTsarat  eine 
Reise  nach  Java,  und  lebt  Jetst  als  Btadtarzt  in  Heilbronn.  — James  Prescott 
Jaule  (Manchester  1818)  lebt  als  Grauer  in  Salford  bei  Manchester.  — Rudolf 
Julius  Emmanuel  Clausius  (Cöslin  in  Pommern  1822)  war  Professor  der 
Physik  in  ZOrleh,  und  ist  es  jetst  in  WOrzburg.  — Erust  Florens  Friedrich 
Cfaladnl  (Wittenberg  1756  — Breslau  1827)  war  fast  beständig  auf  Reisen, 
aus  dem  Ertrage  seiner  Werke  und  akustischen  Vorlesungen  lebend.  Vergl. 
für  ihn  seine,  eine  Autobiographie  enthaltende  „Akustik.  Leipzig  1802  in  4.“, 
nnd  „W.  Bernhardt,  Chladni  der  Akustiker.  Wittenberg  1856  in  8.“.  — Joseph- 
Michel  Mont^lfler  (Vidalon-les-Annonay  1740  — Balaruc  1810)  war,  wie 
sein,  an  allen  seinen  Arbeiten  tbeilnehmender  Bruder  Jacques-Etienne  (1745 
bis  1709)  Papierfabrikant  zu  Annonay,  und  lebte  dann  später  als  Administrator 
des  Conservatoire  des  arts-ct-mdtiors  und  Mitglied  des  Instituts  zu  Paris. 
Vergl.  sein  Eloge  durch  Delambre  in  Mdm.  de  l’InsL  IX.  — Etienne-Louis 
Malus  (Paris  1775  — Paris  1812)  war  Sch&ler  der  polytechnischen  Schule, 
machte  als  Genieoffizier  den  Feldzug  nach  Egypten  mit,  wurde  später  Exami- 
nator der  polytechnischen  Schule  und  auch  Mitglied  des  Instituts.  Vorgl.  Arago 
Oeuvres  III.  — William  Hyde  Wollaston  (East-Oercham  in  Norfolkshire 
1766  — London  1828)  lebte  in  London,  erst  als  praktischer  Arzt,  dann  als 
Privatmann  aus  den!  reichen  Ertrage  seiner  Erfindung  der  Scbmiedbarmachung 
des  Platins;  er  war  auch  Mitglied  der  Roy.  Society  nnd  der  Astron.  Booicty. 
Vergl.  fQr  Ihn  Bd.  4 der  Mem.  of  the  Astron.  Soc.  — Joseph  Fraunhofer 
(Straubing  1787  — Manchen  1826)  schwang  sich  vom  Glaserlehrling  zu  einem 
der  berfihmtesten  Optiker  und  zum  Chef  des  optischen  Instituts  in  München 
auf.  Vergl.  fDr  ihn  „Utascheeider,  Lebcnsgesehichte  J.  v.  Fraunhofers.  Manchen 
1826  ln  8.,  — Jolly,  Das  Loben  Fraunhofers.  Manchen  1865  in  8.“.  — Lonis- 
Jacqnes-Mandi  Da^erre  (Cormeilles  im  Ddp.  Seine-et-Oise  1787  — Bry- 
snr-Hame  1851)  lebte  als  Decorationsmalor  in  Paris,  und  erstellte  auch  ein 
erstes  Diorama.  — Gustav  Robert  Kirebhoff  (Königsberg  1824)  war  frOher 
Professor  der  Physik  zu  Breslau,  und  ist  es  jetzt  zu  Heidelberg.  — James 
'Mfatt  (Greenock  in  Schottland  1736  — Heathfleld  bei  Birmingham  1819)  war 
erst  Universitäts-Instrumentenmacher  in  Glasgow,  — dann  Civilingenieur  zu 
Soho  bei  Birmingham,  — auch  auswärtiges  Mitglied  der  Pariser-Academie. 
Vergl.  fOr  ihn  „Muirhead,  The  origin  and  progress  of  the  mechanical  inven- 
tions  of  James  Watt.  London  1854,  3 Vol.  in  8,  — Muirhead,  Correspondance 
of  James  Watt  on  bis  discovery  of  the  composition  of  water.  London  1856 
ln  8 , — Williamson,  Memorials  of  the  lineage,  early  life,  education  and 
development  of  the  genins  of  James  Watt  London  1856  in  4.,  — Muirhead, 
The  life  of  James  Watt  London  1868  in  8.“,  — auch  Arago  Oeuvres  I.  — 
Robert  Fulton  (LIttle  Britain  in  Pennsylvanien  1765  — New-York  1815)  war 
erst  Goldschmied,  dann  Maler,  zuletzt  Mechaniker.  Vergl.  „Golden,  Life  of 
Rob.  Fulton  oomprlsing  some  account  of  the  Invention,  progress  and  etablish- 
ment  of  Steam-Boots.  Rew-York  1817  in  8.,  — Montgöry,  Notice  sur  la  vie 
et  les  travaux  de  Rob.  Fulton.  Paris  1825  in  8.“  — Mark  S^goin  aind 
(Montbard  Cöte  d'or  1794?),  ein  Neffe  von  Montgolfier,  lebt  als  Ingenieur 
in  Montbard  und  ist  Correspondent  der  mechanischen  Section  der  Pariser- 
Academie.  — George  Stephenson  (Wylam  1781  — Tapton-House  bei  Chestcr- 
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Seid  1846)  eehwang  sich  vom  Dampfmaschinenheizer  zu  einem  der  bertUuntesten 
Civil-Ingenieure  auf.  Vergl.  „Smllcs,  Life  of  George  Stephenson.  London  18Ö7 
in  8.“  — Denis  Papin  (Blois  1G47  — Marburg  1714?)  war  erst  Oehülfe  von 
Hugens  in  Paris  und  von  Boyle  in  London,  und  stand  sodann  längere  Zeit  als 
Professor  der  Mathematik  und  Physik  in  Marburg.  Vergl.  „Bannistre:  Papin, 
sa  vie  et  ses  dorits.  Blois  1847  in  8.“  — Lnigi  Galvaal  (Bologna  1737  bis 
Bologna  1798)  war  Professor  der  Medizin  und  Anatomie  in  Bologna.  Vergl. 
seine  „Operc  odito  ed  inedite.  Bologna  1841  in  4 (Aggiunta  1842)“,  sowie 
„Allbert,  Eloges  de  Spallanzani,  de  Oalvani,  de  Roossel  et  de  Bichat  Paris 
1806  in  8.“  — Alessandro  Volta  (Como  1745  — Como  1827)  war  Professor 
der  Physik  in  Como  und  Pavia,  später  Director  der  philosophischen  Facoltät 
zu  Padua.  Beine  meisten  Schriften  finden  sich  in  der  von  V.  Antinorl  be- 
sorgten „Collezione  dell’  operc  dcl  Caval.  A.  Volta.  Firenze  1810,  3 Vol.  ln  8.“ 
Vergl.  „Üio.  Znocala,  Elogio  storico  di  Aless.  Volta.  Bergamo  1827  in  8-,  — 
A.  Seebeck,  Oedächtnissrede  auf  A.  Volta.  Dresden  1845  in  8.“  — Stephen 
Gray  (16..  — London  1736)  lebte  in  London  und  war  Mitglied  der  Roy. 
Society.  — Charles-Francois  Dnfay  (Paris  1698  — Paris  1739)  war  Capltän 
und  Mitglied  der  Pariser-Academic.  Vergl.  sein  Eloge  io  Mäm.  de  Par.  1730. 

. — Benjamin  Fraaklln  (Oovemore-Island  bei  Boston  1706  — Philadelphia 
1790)  war  successivo  Buchdrucker,  General-Postmeister  der  englisch-amerikani- 
schen Colonleen,  Vertreter  seines  nach  Unabhängigkeit  ringenden  Vaterlandes 
io  Paris,  Hituntcrzcichner  der  Friedenspräliminarien,  und  Präsident  des  Con- 
gresses  von  Pennsylvanien.  Vergl.  seine  durch  Jared  Sparka  herausgegebonen 
„Works.  Boston  1840,  10  Vol.  in  8.“,  die  von  seinem  Enkel  William  Temple 
Franklin  publicirten  „Memoirs  of  tho  live  and  writlngs  of  Benjamin  Franklin. 
London  1817 — 1818,  3 Vol.  ln  4.“,  und  „Laboulaye,  Oirrespondance  de  Benj. 
Franklin.  Paris  1866,  2 Vo).  in  8.“  — Hans  Christian  Oerated  (Rudkjöbing 
auf  Langcland  1777  — Kopenhagen  1851)  war  Phamiacent,  dann  Professor 
der  Physik  zu  Kopenhagen,  auch  Secretär  der  k.  dänischen  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  und  auswärtiges  Mitglied  der  Pariser-Academie.  Vergl.  sein 
Leben  von  Hauch  und  Forchhammer  (Deutsch  von  Bebold,  Spandau  1853).  — 
Michael  Faradey  (Newington  bei  London  1791  — London  1867)  sebwang 
sich  vom  Buchbinderlehrling  turn  Professor  der  Chemie  an  der  Royal  Institution 
ln  London  und  zum  auswärtigen  Mitglieds  der  Pariser-Academie  auf.  Vergl. 
„De  la  Rive,  Notice  sur  Michel  Faradey,  sa  vie  et  scs  travaux  (Bibi.  univ. 
1867  X),  Gen^ve  1867  in  8.“  — Karl  August  Sleinbeii  (Rappoltsweiler  im 
Elsass  1801)  war  Professor  der  Mathematik  und  Physik  in  Manchen,  und  ist 
jetzt  künigl.  Ministorialrath  und  Conservator  der  mathematisch-physikalischen 
Sammlungen.  — Von  theils  Im  Allgemeinen,  theils  speciell  fOr  diese  neuste 
Zeit  zu  berathenden  Schriften  und  Sammelwerken  mSgen  noch  folgende  Er- 
wähnung finden:  „Job.  Christoph  Heilbronner  (Ulm  1706  — Leipzig  1747; 
Privatlchrer  der  Mathematik  in  Leipzig),  Versuch  einer  Geschichte  der  Mathe- 
matik. Frankfurt  1739  in  8.,  — J.  Chr.  Heilbronner,  Historia  matbeseos 
nniversas  a mundo  condito  ad  seeeulum  post  Chr.  nat.  XVI.  Lipsiss  1742  in  4., 

— Alexandre  8arerien  (Arles  1730  — Paris  1805;  Marine-Ingenieur  in 
Marseille  und  später  Literat  in  Paris),  DioUonnaire  universal  de  mathämati- 
qnes  et  de  physique.  Paris  1753,  2 Vol.  ln  4.,  — Jean-Etienne  Montueln 
(Lyon  1725  — Versailles  1799;  Mitglied  der  Pariser-Academie),  Histoire  des 
mathämatiques.  Paris  1758,  2 Vol.  ln  4.  (2  4d.  par  Lalande  1799—1602,  4 Vol.), 

— Abraham  Qotthelf  Hästner  (Leipiig  1719  — ■ Qöttingen  1800;  Professor 
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der  Hathemntik  und  Physik  an  Leipiig  und  Güttingen;  Eloginm  durch  Heyne 
in  Cooun.  Gotting.  15),  Hathematiacho  AnfangegrOnde.  Güttingen  1766 — 1791, 

10  Bde.  in  8.,  — A.  SaT^rien«  Hiatoire  dea  progrüs  de  I’caprit  humain  dana 
lea  acicncca  exactea.  Paria  1766  in  8.,  — Joh.  Ephraim  Seheibel  (Breslau 
1736  — Biealau  1809;  Professor  der  Mathematik  nnd  Physik  au  Breslau), 
Einleitung  zur  mathematischen  Bllcherkenntniss.  Breslau  1769 — 1798,  19  StOcke 
in  8.,  — Franfoia  Roaler  (Lyon  1734  — Lyon  1793;  erat  Dircctor  der  künigl. 
Veterinürschule,  dann  Pfarrer  au  Lyon),  Journal  de  physique.  Paris  1773—1823, 
96  Vol.  in  4.  (Spkter  von  La  Mütherie,  Blainville,  etc.  besorgt),  — Joh.  Samuel 
Traugott  Gehler  (Görlits  17&1  — Lieipalg  1795;  Dozent  nnd  Rathsherr  in 
Leipzig),  Physikalisches  Wörterbuch.  Leipzig  1785  — 1796,  üBdc.  in  8.  (Neue  Be- 
arbeitung von  Brandes,  Omelin,  Horner,  Littrow,  Munckc  und  Pfaif  1825 — 1845, 

11  Bde.),  — Antoine-Fran(ols  de  Fourerey  (Paris  1755  — Paris  1809;  Pro- 
fessor der  Chemie  und  Academiker  in  Paris ; vergl.  Cuvicr  Eloges  I),  Annales 
de  chlmie  et  de  physique.  Paris  1789 — 1868,  253  Vol.  in  8.  (Später  von  Arago, 
Gay-Lussac,  etc.  besorgt),  — Friedrich  Albert  Karl  Gren  (Bernburg  1760  — 
Halle  1798;  Professor  der  Chemie  und  Medizin  zu  Halle),  Journal  der  Physik. 
Halle  1790—1797,  12  Tb.  in  8.,  — Karl  Friedrich  HlDdenburg  (Dresden 
1741  — Leipzig  1808;  Professor  der  Philosophie  und  Physik  zu  Leipzig), 
Archiv  der  Mathematik.  Leipzig  1795 — 1800,  11  Hefte  in  8.,  — Journal  de 
l’Aoole  polytechniqno.  Paris  1795—1867,  42  Hefte  ln  4 , — Charles  Hulton 
(New-Castlc  1737  — London  1826;  Professor  der  Mathematik  zu  Woolwich; 
vergl.  seine  Tracts  of  many  interesting  parts  of  matbcmatical  and  philosopbical 
Sciences,  London  1812,  3 Vol.  in  8 ),  Matbcmatical  and  philosophical  Dictionary. 
London  1796,  2 VoL  in  4.  (2.  cd.  1815),  — A.  0.  Kästner«  Geschichte  der 
Mathematik  seit  der  Wiederherstellung  der  Wissenschaften.  Güttingen  1796 
bis  1800,  4 Bde.  in  8.,  — Friedrich  Wilhelm  August  IMurfaard  (Cassel  1779 

— Cassel  1853;  wurde  nach  grossen  Reisen  in  den  Orient  Bibliothekar  in 
Cassel),  Bibliotheca  mathematica.  Leipzig  1797—1805,  5 Bde.  in  8.,  — Job. 
Karl  Fischer  (Altst&dt  1760  — Greifswaldc  1833;  Professor  der  Physik  und 
Mathematik  zu  Dortmund  und  Greifswalde) , Physikalisches  Wörterbuch. 
Güttingen  1798 — 1805,  7 Bde.  in  8.  (3  Snppl.  1823 — 1827),  — Ludwig  Wilhelm 
dilbert  (Berlin  1769  — Leipzig  1824;  Professor  der  Physik  zu  Halle  nnd 
Leipzig),  Annalen  der  Physik  nnd  Chemie.  Halle  1799  — Leipzig  1868,  210 
Bde.  in  8.  (Seit  1824  durch  Poggendorf  redigirt),  — J.  K.  Fischer«  Geschichte 
der  Physik  seit  Wiederherstellung  der  Künste  und  WissenscÜafteu.  Güttingen 
1801  — 1808  , 8 Bde.  ln  8.,  — Jeremias  David  Reuss  (Rendsburg  1750  — 
Güttingen  1837;  Bibliothekar  in  Güttingen),  Repertorium  Commentationum  a 
Bocietatibus  literariis  editarum.  Gottingss  1801—1821,  16  Vol.  in  4.,  — Ch. 
Bossnt«  Essai  sur  l'histoire  günürale  des  mathümstiques.  Paris  1802  , 2 Vol. 
in  8.  (2  üd.  1810;  deutsch  von  Reimer,  Hamborg  1804;  ital.  von  G.  Fontana, 
Milano  1802;  engl,  von  Bonnycastle,  London  1803),  — Georg  Bimon  KIQgel 
(Hamborg  1739  — Holle  1812;  Professor  der  Mathematik  zu  Helmstädt  und 
Halle),  Mathematisches  Würterbuch.  Leipzig  1803—1831,  5 Bde.  in  8.  (Beendigt 
durch  Mollweide  und  Grunert;  Supplement  von  Grunert  1833-1836  , 2 Bde.; 
Supplement  für  angewandte  Mathematik  von  Jahn  1855,  2 Bde.),  — Joseph- 
Dioz  Gergonne  (Nancy  1771  — Montpellier  1859;  Professor  der  Mathematik 
in  Montpellier),  Annales  des  Mathümatiques.  Paris  1810—1830,  20  Vol.  in  4., 

— Job.  Wolfgang  Müller  (Nürnberg  1765  — ?;  Lehrer  der  Mathematik  und 
des  Französischen  zu  Nürnberg),  Mathematische  Bibliothek,  Nürnberg  1820  in  8. 
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(Als  Fortsetzung;  Repertorium  der  msthematischen  Literatur,  Augsburg  1822 
bis  1825,  3 Bde.  in  8 ),  — .lean-Ouillaume  fiaraier  (Waslgny  eu  Picardie 
1766  — Izelles  bei  BrUssel  1810;  Professor  der  Mathematik  zu  Colmar,  St.-Cyr 
und  Gent)  et  Lambcrt-Adolphc-Jacqnes  Qnetelet  (Gent  1796;  erst  Professor 
der  Mathematik  in  Gent,  dann  Professor  der  Astronomie  und  Director  der 
Sternwarte  zu  Brüssel,  sowie  Secretär  der  dortigen  Academie),  Correspondance 
mathömatique  et  pbysique.  Bruxelles  1825 — 1839,  11  Vol.  ln  8.,  — Andreas 
von  Baumgartner  (Kriedberg  in  Böhmen  1793;  erst  Professor  der  Physik 
zu  Ollmütz  und  Wien,  später  Minister  und  Präsident  der  Academie)  und 
Andreas  von  Ettingahauaen  (Heidelberg  1796;  Professor  der  Mathematik 
und  Physik  zu  Wien),  Zeitschrift  für  Physik  und  Mathematik.  Wien  1826  bis 
1832,  10  Bde.  in  8.,  — A.  L.  Crelle,  Journal  für  reine  und  angewandte 
Mathematik.  Berlin  1826—1868,  69  Bde.  in  4.  (Fortgesetzt  von  Borchardt,  ete.), 

— Jgnaz  Rogg  (Röthenbach  in  Würtemberg  1796;  Professor  der  Mathematik 
zu  Ebingen),  Handbuch  der  mathematischen  Literatur  I.  Tübingen  1830  in  8., 

— Sir  David  Brewater  (Sedbnrgh  in  Schottland  1781  — Edinburgh  1868; 
erst  Pharmaccut,  später  Professor  der  Physik  zu  8t.-Andrews),  Pbilosopbical 
Magazine.  London  18.32—1868,  73  Vol.  io  8.,  — Wilhelm  Rngelmaniit 
Bibliotheca  mccbanica-technologica.  Leipzig  1834—1839,  2 Bde.  in  8.  (2.  A. 
1844 — 1850),  — Alexandre-Victor  de  IHontferrier  (Paris  1792),  Diotionnairc 
des  Sciences  mathematiques  pures  et  appHqnöes.  Paris  1834 — 1840,  3 Vol.  in  4. 
(2  öd.  1845),  — Joseph  Liouvllle  (St.-Omer  1809;  Professor  der  Mathematik 
und  Mitglied  der  Academie  in  Paris) , Journal  de  mathömatlquee  pures  et 
nppliquöes.  Paris  1836 — 1868,  33  Vol.  in  4.,  — William  Whewell  (Lancaster 
1794  — Cambridge  1866;  Dr.  Theo!.,  Professor  der  Mineralogie  und  Theologie, 
sowie  Vicckanzler  der  Universität  Cambridge;  veigl.  Vol.  16  der  Proceed.  of 
tbe  Roy.  Soc.),  History  cf  the  inducUve  Sciences.  London  1837 — 1838,  3 Vol. 
in  8.  (3  öd.  1847;  deutsch  von  Littrow,  Stuttgart  1840—1841),  — Heinrich 
Wilhelm  Dotc  (Llegnitz  1803 ; Professor  der  Physik  und  Academiker  ln 
Berlin)  und  Ludwig  Ferdinand  Moser  (Berlin  1805 ; Professor  der  Physik  in 
Königsberg),  Repertorium  der  Physik.  Berlin  1837 — 1816,  7 Bde.  in  8.,  — 
Robert  Leslie  Ellis  (Bath  1817?  — Cambridge  1859;  Fellow  des  Trinity- 
College  in  Cambridge)  and  W.  Thompson  t Cambridge  (später  Cambridge 
and  Dublin,  — zuletzt  Oxford,  Cambridge  and  Dublin),  Mathematical  Journal. 
Cambridge  1837 — 1863,  15  Vol.  in  8.,  — Job.  August  Grunert  (Halle  1797; 
Professor  der  Mathematik  zu  Torgau,  Brandenburg  und  Greifswalde),  Lehr- 
buch der  Mathematik  und  Physik.  Leipzig  1841—1850,  5 Bde.  in  8.,  — J.  A. 
Grnnert«  Archiv  der  Mathematik  und  Physik.  Greifewalde  1841 — 1868,  48 
Bde.  in  8.,  — Olry  Terqoem  (Metz  1782  — Paris  1862;  erst  Professor  der 
Mathematik  zu  Mainz,  epäter  Bibliothekar  in  Paris)  et  GerODOi  Nouvelles 
Annales  de  mathematiques.  Paris  1842-1868,  27  Vol.  in  8.  (Seit  1851  mit 
einem  Bulletin  de  bibliographie,  d’histoire  et  de  biographie  mathömatique  ver- 
bunden), — Carlo  Matteucei  (Forli  1811  — Pisa  1868;  Professor  der  Physik 
in  Bologna,  Ravenna  und  Pisa)  e Plrla«  Nuovo  Cimento.  Pisa  1844—1868, 
27  Vol.  in  8 , — Gustav  Karsten  (Berlin  1820;  Professor  der  Physik  zu 
Kiel),  Die  Fortschritte  der  Physik  in  den  Jahren  1845  — 1866.  Berlin  1847  bis 
1867,  21  Bde.  in  8.  (Seit  1853  von  Beetz,  Krönig,  etc.  fortgesetzt),  — Ernst 
Zucbold,  Bibliotbecn  histnrico-natnralls,  pbysico-chemica  et  mathematica. 
Oottingic  1851-1868,  18  Vol.  in  8.  (Fortgesetzt  von  Qnthe),  — A.  Gabba, 
Mathematica  pura  cd  applicata.  Pavia  1851—1862  , 3 Vol.  in  8 , — Franqois- 
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Ordenahaase  der  Jeau4ten  an  Paris,  seither  Literat),  Cosmos.  Revue  cncyclo- 
p^dique  des  Sciences.  Paris  1852—1868,  32  Vul.  in  8.  (Seit  1863  von  Meunier, 
etc.  redigirt),  — Ludwig  Adolph  Stobneke  (Königsberg  1807  — Halle  1853; 
Professor  der  Mathematik  zu  Halle),  Bibliothrca  mathemntica.  Lipsim  1854  in 
8.,  — Ernst  Ludwig  Sehubarth  (Merseburg  1707;  Professor  und  Kegierungs- 
rath  zu  Berlin),  Repertorium  der  technischen  Literatur  von  1823  bis  1854. 
Berlin  1854—1856  in  8.,  — Oscar  SeblÖDiilcb  (Weimar  1823;  Professor  der 
Mathematik  in  Jena  und  Dresden),  Zeitschrift  fUr  Mathematik  und  Physik. 
Leipzig  1856 — 1868,  13  Bde.  in  8.,  — Barnaba  Tortolini  (Rom  18U8;  Pro- 
fessor der  Mathematik  und  Physik  zu  Rom),  Annali  dl  mathcmatica  pura  ed 
appllcata.  Roma  1858 — 1865,  7 Vol.  in  4.  (Seit  1867  geben  Brioschi  und  Cremona 
zu  Mailand  eine  2.  Serie  heraus),  — Joh.  Christian  PoKgendorf  (Hamburg 
1796;  Professor  der  Physik  und  Mitglied  der  Academie  in  Berlin),  Biographisch- 
literarisches  Handwörterbuch  zur  Oeschichtc  der  exacten  Wissenschaften. 
Leipzig  1863  , 2 Bde.  in  8.,  — F.  N.  M.  MoignOi  Lee  Mondes.  Revue  heb- 
domadaire  des  Sciences.  Paris  1863—1868,  18  Vol.  in  8.,  — Louis  Paateiir 
(DAle  1822  ; erst  Prdparateur,  Jetzt  Dircotcur  des  ötndes  an  der  Nicole  normale 
Bupörieure  zu  Paris),  Annales  scientiflques  de  l'Acole  normale  supörieure.  Paris 
1864 — 1868,  5 Vol.  in  4.,  — A.  J.  Quetclet,  Hlstoire  des  Sciences  mathö- 
matiques  et  pbysiqncs  chez  les  Beiges.  Bruxelles  1864—1866,  2 Vol.  in  8.,  — 
Philipp  Carl.  Repertorium  fQr  physikalische  Technik.  München  1866—1868, 
4 Bde.  in  8.,  — Hippolyte  Sanoet  (1800;  Repetitor  der  Mechanik  an  der 
£cole  centrale  des  arts-et-manufacturcs  in  Paris),  Dictionnaire  des  mathöma- 
tiquea  appliquöes.  Paria  1867  ln  8.,  — Balthasar  BoneompagnI  (Rom  1821; 
Privatgelehrter),  Bulletlno  di  bibliografia  e dl  storia  delle  scienze  matcmaticho 
e fisiche.  Roma  1868  ln  4.,  — etc.“ 

II.  Die  arithmetischen  Operationen. 

B,  Torbegriffe.  Kann  man  sich  von  zwei  gleichartigen  Qrüssen 
die  eine  durch  Wiederholung  der  andern  entstanden  denken,  eo  heisst 
die  erstere  Vielbelt  oder  Ganzes«  je  nachdem  man  sich  die  letztere 
als  Einheit  oder  Tbell  denkt.  Hat  man,  um  die  Eine  zweier  Orüssen 
zu  bilden,  eine  Einheit  oder  einen  Theil  gleich  oft,  öfter  oder  weniger 
oft  zu  wiederholen  als  zur  Bildung  der  Andern,  so  heisst  die  erstere 
vergleichnngsweise  gleich  (=),  gritsser  (>)  oder  kleiner  (<). 
Begleitet  man  die  Operation  des  Wiederholens  mit  Nennen  einer 
bestimmten  Folge  von  Namen,  so  heisst  diese  combinirte  Operation 
zählen«  und  der  letzte  Name:  Zahl«  wenn  man  sich  eine  Einheit, 
— Zähler«  wenn  man  sich  einen  Theil,  — IVenner«  wenn  man 
sich  einen  Theil  bis  zum  Entstehen  des  Ganzen  wiederholt  denkt. 
Zähler  und  Nenner  zusammen  bilden  einen  Broch«  und  zwar  einen 
ächten«  onächten  oder  Scbeinbroch«  je  nachdem  der  Zähler 
kleiner  als  der  Nenner,  gp^sser  als  der  Nenner,  oder  ein  Vielfaches 
des  Nenners  ist  Als  Zahlzeichen  bedient  man  sich  bald  eigener 
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Zeichen,  sog.  Ziffern«  bald  der  gewöhtilicben  Buchstaben,  je  nach- 
dem man  eine  bestimmte  oder  irgend  eine  Zahl  notiren  will. 

Das  Oleicbhoitszeichen  scheint  sich  zuerst  im  zweiten  Theile  des  von 
Robert  Reeorde  (Wales  lü..  — London  1668;  erst  Lehrer  der  Mathematik 
in  Oxford,  dann  Arzt  in  London)  heranagegebenen , und  vielfach  (noch  1623) 
aufgelegten  Werkes  „The  ground  of  arta,  teaching  the  perfect  work  and 
practice  of  arithmetickc.  London  1640—1667,  2 Vol.  in  4.“  zu  finden;  die 
Ungleichheitszeichen  sollen  dagegen  zuerst  bei  Barrlot  (vergl.  3)  Vorkommen. 

— Zur  Bezeichnung  bestimmter  Zahlen  werden  jetzt  ausschliesslich  (vergl.  12) 
Ziffern  gebraucht,  während  die  von  den  Griechen  und  andern  alten  Völkern 
ebenso  verwendeten  Buchstaben  jetzt  nur  noch,  nach  dem  Vorgänge  von 
Vleta  (vergl.  8),  Anwendung  finden,  wenn  man  irgend  eine  Zahl  durch  ein 
Zeichen  darstellcn  will.  So  bezeichnen  7,  6,  0,...  immer  genau  dieselben 
Anzahlen  von  Binheiten,  während  z.  B.  b,  o,  x,...  in  verschiedenen  Rech- 
nungen ganz  verschiedene  Werthe  haben  können ; nur  werden  gewöhnlich  die 
ersten  Buchstaben  des  Alphabets  zur  Bezeichnung  von  Bekannten  oder  Con- 
stanten,  die  Letztem  znr  Bezeichnung  von  Unbekannten  oder  Variabein  an- 
gewandt — Die  Griechen  unterschieden  AHtbmetlk  (*j4ß<#^ijTur^,  Zablen- 
lehre)  und  Logistik  (ytofuntni,  praktische  Rechenkunst),  während  wir  jetzt 
unter  Arithmetik  Beides  verstehen.  Vieta  setzte  sodann  der  als  Ars  mlnor 
betrachteten  gemeinen  Arithmetik  oder  Aritbmettea  nnmerosa  (durch  die 
eben  besprochene  Einfflhmng  der  Buchstaben  als  allgemeine  Zahlzeichen)  als 
Ars  major  die  sog.  Buchstabenrechnung  oder  Arltbmetlea  speelosa  (such 
universalis)  gegenüber ; später  wurde  für  Letztere  häufig  der  ursprünglich  nur 
auf  die  Umgestaltung  der  Gleichungen  bezügliche  Name  Algebra  (Al-jebr) 
gebraucht,  wohl  auch  Arltbmetlea  aaal^lea  oder  ABaijrsis.  — Für  reine 
Mathematik  überhaupt,  und  speciell  für  Arithmetik,  können  neben  den  schon 
genannten  und  namentlich  noch  in  45  zu  erwähnenden,  z.  B.  folgende  Schriften 
verglichen  werden;  „Rainer  Gemma-Frlsius  (Dockum  in  Friesland  1608  bis 
Löwen  1666 ; Professor  der  Medizin  zu  Löwen),  Arithmeticte  practicm  methodue 
faciUs.  Antwerpen  1640  In  4.  (Auch  Viteb.  1643),  — Adam  Riese  (Staffelstein 
bei  Bamberg  1488?  — Annabcrg  1659;  Rechenmeister  zu  Annaberg),  Rcche- 
nung  nach  der  Lenge,  auf  der  Liniben  und  Feder,  dazu  forteil  und  behendigkeit 
durch  die  Proportioncs , Practica  genennt  St.  Annenbcrg  1650  in  8.  (Auch 
später,  z.  B.  1595),  — Pierre  de  la  Ramöe  oder  Ramus  (Cuth  bei  Soissons 
1516  — Paris  1672 ; Professor  der  Philosophie  ln  Paris,  ln  der  Bartholomäns- 
naebt  als  Hugonott  ermordet),  Soholamm  mathematicarum  libri  XXXI.  Basi- 
lesD  1569  in  4.,  — Ludolph  van  Colen  oder  Ceulen  (Hildesheim  1539  — 
Leyden  1610;  Professor  der  Mathematik  und  Kriegsbauknnst  in  Leyden;  vergl. 
Notice  Bur  Ludolpho  van  Colen,  par  G.  A.  Vorsterman  van  Oijen  in  Bon- 
compagni's  Bnlletino,  Maggio  1868),  De  arithmetische  en  geometrische  fonda- 
menten.  I^eyden  1696  (Anch  1616;  lat  durch  Will.  Snellius,  Lugd.  Bat  1616 
in  4.,  auch  Amstel.  1617),  — William  Oughtred  (Eaton  1674  — Albnry 
1660;  Pfarrer  in  Albnry  ln  Snrrcy),  Arithmeticm  in  numeris  et  speciebos  in- 
stitntio,  qnee  tum  logistiese,  tum  analytiem,  atque  totlus  mathematicm  clavia 
est  Londlni  1631  in  8.  (Die : Londini  1648,  Oxonim  1662,  etc.  unter  dem  Titel 
Clavis  mathematica  erschienenen  Werke  sind  wahrscheinlich  neue  Ausgaben), 

— Caspar  Schott  (Königshofen  bei  Würzburg  1608  — Würzbnrg  1666 ; Jesuit, 
Professor  der  Mathematik  zu  Palermo  und  Würzburg),  Cursus  mathematiens. 


Digitized  by  Google 


— Die  •rithmetisoben  Operationen.  — 


23 


Herbipoli  1661  in  fol.  (Auch  rrankfnrt  1674,  Bamberg  1677),  — John  Walll*. 
Treatise  of  Algebra  both  faiatorical  and  practlcal.  London  1686  ln  fol.,  — Jacq. 
Ozuiaili»  Conrs  de  matb^matiquee.  Paris  1693,  7 Vol.  in  8.,  — Jacq.  Oaanam. 
Recrdations  matb^matlqnes.  Paris  1694,  2 Vol.  in  8.  (Nonv.  ddit  1724,  4 Vol.; 
ferner  1736,  — umgearbeitct  dnroh  Montucia  1778,  — engl,  darcb  Cb.  Hntton, 
London  1803),  — Leonb.  Ealer»  Klnleltong  aur  Recheaknnst  Petersbarg 
1788 — 1740  , 2 Bde.  ln  8.,  — Thomas  Sinipaon  (Marlcet-Boaarorth  1710  — 
Market-Boawortb  1761;  erst  Weber  und  Schulmeister  in  Derby,  snletat  Pro- 
fessor der  Mathematik  an  der  Militkrechule  an  Woolwlcb),  A Treatlae  of 
Algebra.  London  1746  in  8.,  — Wenaeslaus  Johann  Gustav  Karsten  (Nen- 
Brandenbnrg  1732  — Halle  1787;  erst  Professor  der  Logik  an  Rostock,  dann 
der  Mathematik  nnd  Physik  zu  Halle;  Orossofaeim  des  in  4 Erwthnten),  Ha- 
tbesls  theoretica  clementaris  atqne  sablimior.  Rostochii  1760  in  8.,  — Etienne 
Beaont  (Nemour  1730  — Qatinois  1788;  Examinator  und  Academiker  in 
Paris;  vergl.  Eloge  in  Mdm.  de  Par.  1783),  Cours  de  mathdmatiqnes.  Paria 
1770,  4 Vol.  in  8.  (2  6d.  1800),  — Leonh.  Enier.  VoUst&ndige  Anleitung  aur 
Algebra.  Petersburg  1771,  2 Bde.  in  8.  (hoUknd.,  Amsterdam  1773;  franz.  mit 
Anmerkungen  von  Lagrange,  Lyon  1794;  engl,  durch  Francis  Homer,  London 
1828),  — Georg  von  Vega  (Sagoritza  1756  — Wien  1802;  ArtUlerieoberst 
nnd  Professor  der  Mathematik  in  Wien),  Vorlesungen  Ober  die  Mathematik. 
Wien  1782—1800,  4 Bde.  in  8.  (Spktere  Au6.  von  W.  Matzka),  — Job.  Georg 
PriUidel  (München  1760  — MOnchen  1816;  Professor  der  Mathematik  und 
Physik  SU  Mthichen),  Algebra  nebst  ihrer  litterkrisehen  Geschichte.  München 
1796  in  8.,  — Sylveatre-Franfois  Laerotx  (Parts  1766  — Paris  1843;  Professor 
der  Mathematik  nnd  Mitglied  der  Academie  in  Paris),  Eltoonts  d’algdbre. 
Paris  1799  in  8.  (17  dd.  1842),  — Simon-Antoine-Jean  Lbailler  (Genf  1760 

— Genf  1840;  erst  Informator  zn  Warschau,  dann  Privatgelehrter 'zu  Tübingen, 
zuletzt  Professor  der  Mathematik  zu  Genf;  vergl.  Bd.  1 meiner  Biographieen), 
Anleitung  zur  Eiementar-Algebra.  Tübingen  1799 — 1801,  2 Bde.  in  8.,  — Bern- 
hard Friedrich  Thibant  (Harburg  1776  — Güttingen  1882;  Profbasor  der 
Mathematik  in  GOttingen),  Grundriss  der  reinen  Mathematik.  GOtUngen  1801 
in  8.  (6.  A.  1831),  — Bim.  Lbnlller«  Eldmens  raisonnds  d’algdbre.  Oendve 
1804,  2 Vol.  in  8.,  — Meyer  Hlracb  (Friesack  in  Mittelmark  1766  — Berlin 
1861;  Privatlehrer  der  Mathematik  in  Berlin),  Sammlung  von  Aufgaben  ans  der 
Buchstabenrechnung.  Berlin  1804  in  8.  (8.  A.  1863),  — Louis-Benjamin  Frau» 
c«nr  (Poris  1778  — Paris  1849 ; Professor  der  Mathematik  und  Mitglied  der 
Academie  ln  Paris),  Cours  complet  de  mathdmatiqnes  pures.  Paria  1809,  2 Vol. 
in  8.  (4  dd.  1837;  deutsch  von  Külp,  Bern  1842 — 1846),  — AL.  Caneby« 
Conrs  d’analyse,  Paris  1621  ln  8.,  — Lonis-Etienne  LefdbDrc  de  Fourey 
(Paris  1786;  Professor  der  Mathematik  in  Paris),  Leqons  d'algdbre.  Paris  1826 
in  8.  (6  dd.  1844),  — Joseph  Johann  von  Liltrow  (Bischof-Teinitz  in  Böh- 
men 1781  — Wien  1840;  erst  Professor  der  Astronomie  zu  Krakau  nnd  Kasan, 
dann  Co-Director  der  Sternwarte  zn  (Ken,  zuletzt  Professor  der  Astronomie 
nnd  Director  der  Sternwarte  zu  Wien;  vergl.  seine,  von  seinem  Sohne  und 
Nachfolger  Karl  Ludwig,  geboren  zn  Kasan  1811,  berausgegebenen  und  mit 
einer  Biographie  versehenen:  Vermischten  Schriften,  Stuttgart  1846,  3 Bde.  in 
8.),  Elemente  der  Algebra  und  Geometrie.  Wien  1827  in  8.,  — A.  v.  Etting*- 
banaea.  Vorlesungen  Ober  die  hübere  Mathematik.  Wien  1827,  2 Bde.  in  8., 

— Ferdinand  RndoK  Banaler  (Aarau  1770  — Boston  1843;  Professor  der 
MathemaUk  sn  Weat-Point  nnd  Superintendent  der  amerikanischen  Küsten- 
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venneBanDg ; vcrgl.  Bd.  3 meiner  Biagr>phleea)i  Elemente  of  ArlUimatic  theore- 
tical  and  pracUcal.  New-Yurk  1827  in  &.  (Stereot. ; deutsch  Aarau  1834),  — 
Mathias  Mayer-Dalmbert  (1786 — 1843;  Chef  einer  Vorbereitungsachule  auf 
die  ^colo  polytecbniquc)  et  Choquet.  Traiti  eldmentalrc  d’algibre.  Paris 
1832  in  8.  (5  cd.  1849),  — J.  J.  v.  Llttrow.  Anleitung  aur  hShern  Mathe- 
matik. Wien  1836  in  8.,  — Eduard  Hele  (Cöln  1806;  Professor  der  Mathe- 
matik, Physik  und  Astronomie  in  C31n,  Aachen  und  Münster),  Sammlung  von 
Beispielen  und  Aufgaben  aus  der  allgemeinen  Arithmetik  und  Algebra.  K6In 
1837  in  8.  (20.  A.  1868),  — J.  J.  v.  i<lttrow«  Kurse  Anleitung  sur  gesammten 
Mathematik.  Wien  1838  in  12.,  — Johann  Heinrich  TrangoU  Mfliler  (Sorau 
in  der  Niederlausits  1707 ; erst  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  lu  Naum- 
burg, dann  Dircctor  der  Realgymnasien  su  Gotha  und  Wiesbaden),  Lehrbuch 
der  Mathematik.  Halle  1838—1844,  2 Bde.  in  8.,  — Fr.  X.  PolUk,  Professor 
der  Mathematik  und  Naturgeschichte  lu  Dilingen;  Sammlung  mathematischer 
Aufgaben.  Augsburg  1840—1847,  8 Bde.  in  8.,  — Job.  Karl  Tobiieh  (Meserits 
ln  Böhmen  1703  — Breslau  1850;  Professor  der  Mathematik  su  Breslau), 
Beitrüge  sur  Vergleichung  der  Algebra  Im  16.  Jahrhundert  mit  der  in  unsem 
Tagen.  Breslau  1846  in  4.,  — August  Christian  Wilhelm  Hermann  SchelTIer 
(Draunschweig  1820  ; früher  braunschw.  Bauconducteur,  jetst  Baurath),  lieber 
das  Verbältniss  der  Arithmetik  sur  Geometrie,  insbesondere  Ober  die  geo- 
metrische Bedeutung  der  imaginüren  Zahlen.  Braunschweig  1846  in  8.,  — 
F.  £.  Feiler  und  Carl  Gustav  OdermaDn»  Director  der  Handelslehranstalt 
SU  Leipsig:  Das  Ganse  der  kaufmünnischen  Arithmetik.  Lelpslg  1851  in  8. 
(10.  A.  1866),  — David  CülTborii.  Lehrer  der  Mathematik  su  Braunschweig : 
Sammlung  deqenigen  elementar  mathematischen  Aufgaben,  welche  auf  den 
preussisohen  Gymnasien  in  den  letzten  Jahren  als  Maturitäteanfgaben  den 
Abiturienten  gestellt  sind.  Braunschweig  1862  in  — H.  B.  Lfibsen,  Lehr- 
buch der  Analysis.  Leipzig  1853  in  8.  (4.  A.  1868),  — M.  Cnnter,  Elementar- 
Aritbmctik.  Heidelberg  1865  in  8.,  — Johannes  Orelll  (Mettmenstetten  1832 ; 
Professor  der  Mathematik  am  Schweizerischen  Polytechnikum),  Algebra.  Zürich 
1866  in  8.,  — Charl.  Sturm.  Cours  d’analyse.  Paris  1857—1859,  2 Vol.  in  8. 
(3  Od.  1868),  — Jacques  Babinet  (Lusignan  1704;  Professor  der  Physik  und 
Mitglied  der  Acadcmic  zu  Paris)  et  Honsel.  Calculs  pratiques  appliquds  aus 
Sciences  d’observation.  Paris  1857  in  8.,  — Richard  Baltzer,  Professor  der 
Mathematik  zu  Dresden:  Die  Elemente  der  Mathematik.  Leipsig  1860 — 1862, 
2 Bde.  in  8.  (2.  A.  1865 — 1867;  ital.  durch  Cremonn,  Genua  1868),  — Moritz 
Stern  (Frankfurt  1807 ; Professor  der  Mathematik  zu  GOttingen) , Lehrbuch 
der  algebraischen  Analysis.  Leipzig  1860  in  8.,  — J.  L.  A.  Lecoinie.  Solu- 
tions ddveloppdes  de  300  probl6mcs  proposds  pour  l’admission  au  grade  de 
Bachelier.  Paria  1865  in  8.,  — etc.“ 

6.  idditlOD  nnd  Sabtraction.  Eine  Zahl,  welche  entsteht,  indem 
man  zu  einer  Zahl  so  Einheiten  zählt,  wie  die  Einheit  gezählt 
werden  musste,  um  eine  andere  Zahl  zu  bilden,  heisst  Summe 
dieser  Zahlen,  ihrer  Summanden  (Posten)  oder  Glieder,  — die 
Operation  des  Summirena  Addition.  Wenn  man  dagegen  Einheiten 
abzählt  (rückwärts  zählt),  so  nennt  man  die  Operation  Subtraetlon, 
ihr  Resultat  Differenz  (Rest),  — die  Zahl,  von  der  man  abzählt, 
Minuend,  — diejenige,  welche  man  abzählt,  Sublrabend.  — Sind 
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swei  Operationen,  wie  Addition  nnd  Subtraction,  so  beschaffen,  dass 
es  gleichgültig  ist,  ob  man  beide  von  ihnen  in  gleichem  Maasse, 
oder  keine  von  Urnen  vornimmt,  so  heissen  sie  Im  Gegensätze 
stehend,  und  es  kann  dieser  Gegensatz  auch  auf  die  Grössen  über- 
getragen werden,  mit  denen  sie  vorzunebmen  sind:  So  gehen  aus 
additiven  und  subtractiven  Zahlen  die  positiven  und  negativen 
Zahlen  oder  die  Zahlen  mit  Vorzeichen  hervor,  und  Summe  und 
Differenz  vereinigen  sich  zur  Summe  mit  Rücksicht  auf  das  Vor- 
zeichen oder  zur  sog.  algebraischen  Somme.  Für  Addition 
und  positive  Zahl  hat  man  das  gemeinschaftliche  Zeichen  (-|-),  für 
Subtraction  und  negative  Zahl  ( — ) gewählt,  und  es  erklärt  sieh 
hieraus  leicht  die  Bedeutung  von  a-f-b  = c,  oder  c — a = b,  — 
von  a-f-(b  — c)  — (d  — e)  = a-f-b  — c — d-j-e,  — etc. 

Ans  den  Einheiten  von  8 = 1 -f  1 -|-  1 folgt  durch  sncceuivee 

Zoalhlen  in  6... 6 7 8 = 6-|-3 

Abilhlen  von  8 1 3 3x=8  — 3 

Da  ferner  5 + 8 = l-|-l-M-t-l-|-l-fl-fl-ht 

6 3 

“ ^ ^ ^ g I r. 

3 5 

und  entsprechend  immer 

a4-b  = h + n 

so  ist  die  Grosse  einer  Summe  von  der  Anordnung  der  Summanden  unab- 
hängig. — Nach  Cantor  und  Baltzer  wurden  in  Italien  und  Frankreich  nach 
dem  Vorgänge  von  Paeiolf  (vergl.  3)  Addition  und  Subtraction  früher  durch 
p (piu  oder  plus)  und  m (meno  oder  minus)  angedeutet,  — in  Deutschland 
dagegen  (wofür  sich  Letzterer  auf  „M.  W.  Drobisch,  De  Widmannl  compendio 
aritbmetica  mercatorum  A.  1489  edito.  Llpsin  1840“  beruft)  splteatens  nach 
der  Mitte  des  10.  Jahrhunderts  (also  etwa  zu  derselben  Zeit,  wo  sie  nach  Llbil 
auch  in  den  Schriften  von  Leonardo  da  Vinci  erscheinen  sollen),  und  jedenfalls 
allerspütestens  durch  Rudolff  mit  den  Zeichen  -|-  und  — , die  vielleicht  aber 
nur  Deformationen  jener  Buchstaben  p nnd  m sein  mochten.  Wie  langsam  sich 
jedoch  der  Gebrauch  dieser  Zeichen  verbreitete,  geht  z.  B.  daraus  hervor,  dass 
noch  Rudolf  von  Graffenrled  (Bnrgdorf  1584  — Dalmatien  1048;  liandvogt  in 
Unterseen;  vergl.  Bd.  1 meiner  Biographieen)  in  seiner  „Arithmetica  logistica.  Bern 
1610  in  4“  als  Subtractionszeicben  nicht  — , sondern  -4-  brauchte,  auch  das 
Gleichheitszeichen  noch  nicht  kannte.  — Das  Einscbliessen  von  mebrthclligen 
Grossen  (sog.  Binomen,  Trinomen  oder  Polynomen)  in  Klammem,  um  dadurch 
anzuzeigen,  dass  man  sie  wenigstens  momentan  als  eintheilige  betrachten  solle, 
wurde  nach  Cantor  zuerst  von  Albert  GIrard  (10..— 1633,  ein  als  Stevin’s 
Schüler  betrachteter  flam&ndischer  Mathematiker)  in  der  Schrift  „Ihvention  nou- 
velle  dans  l'algObre  tant  pour  la  solntlon  des  dqnations  qne  pour  recoignoistre 
le  nombre  des  Solutions  qu’elles  reqoivent  avec  plusieurs  choses  qni  sont 
nOcessaiies  k la  perfection  de  cette  divine  Science.  Amsterdam  1620“  practlcirt. 

t»  Hnltiplic&tiOD  nod  Division.  Eine  Zahl,  welche  entsteht,  indem 
man  eine  Zahl,  den  sog.  HfalllplleaDd,  so  als  Summand  setzt,  wie 
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eine  andere  Zahl,  der  IMalllpllcafory  ans  der  Einheit  entstanden  ist, 
nennt  man  Prodact  dieser  beiden  Zahlen  oder  Facforray  — die 
Operation  IMuIlipllcatlony  und  ihren  Gegensatz  Dlvlalon,  — den 
Gegensatz  eines  Factors  Divisor  oder  Reciproket  die  Operations- 
zeichen sind  (X  oder  .)  und  (:  oder  auch  ein  sog.  Bruchstrich),  so  dass 


c 1 

aXb  = a.b  = c und  c : a = — = b sich  entsprechen,  und  — 

A & 


8=1 


ist.  Die  Zahl,  welche  zählt,  wie  oft  man  einen  Divisor  von  einer 
Zahl,  dem  Dividend,  abzählen  kann,  heisst  Quotient,  — ein  all- 
falliger  Ueberschuss  der  Division  Rest,  so  dass,  wenn  a . b -f-  c = d 

und  c -<  b,  a der  Quotient  und  c = Dit^sion 

von  d durch  b ist.  Bezeichnet  man  unendlich  klein  und  gross  mit  0 
und  oo,  so  ist  l:0  = r^  und  l:oo>=0,  dagegen  0:0  unbestimmt, 
wenn  auch  (62)  zuweilen  bestimmbar.  Ein  Product  aus  zwei  (a.a  = a^), 
drei  (a.a.a  = a*),  etc.  gleichen  Factoren  heisst  Quadrat,  Cubus, 
etc.  Lässt  ein  Divisor  keinen  Rest,  so  heisst  er  Tiieiier,  — eine 
Zahl,  welche  keinen  Theiler  hat,  Primzabi,  während  zwei  Zahlen, 
die  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  besitzen,  Prlmzablen  unter 

sieb,  — zwei  Zalilen  a und  ß aber,  für  welche  con- 

gruent  in  Beziehung  auf  den  ülodulns  y {a~ß{y)  nach  Gauss) 
genannt  werden.  — Haben  die  Factoren  Vorzeichen,  so  hat  das 
Product  mit  dem  Multiplicand  gleiches  oder  verschiedenes  Zeichen, 
je  nachdem  der  Multiplicator  positiv  (durch  Wiederholung  der  Ein- 
heit entstanden)  oder  negativ  (durch  Wiederholung  des  Gegensatzes 
der  Einheit  entstanden)  ist,  d.  h. ; Gleiche  Zeichen  geben  ein  posi- 
tives, ungleiche  ein  negatives  Product. 

Nach  der  gegebenen  Deflnitlon  dee  Productee  folgt  i.  B.  aue 
5z=l  + 1 + 14-1 -fl  sofort  7x6  = 7 + 7 + 7 + 7 + 7 = 35 
Da  ferner 

39  — 9 — 9 — 9 — 9 = 3 oder  39  — 9X4  = 3 oder  39  = 9 x 4 -f  3 
so  gibt  die  Division  von  39  durch  9 den  QuoUenten  4 und  l&sst  den  Rest  3; 
es  ist  somit 

HM  H 

und 


ü_4  + l_4./ 


Analog  findet  man 


^ = 2 + 1 = 2./. 


und 


[”]- 


also  ist  auch  39  = 21(9).  — In  dem  Schema 
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ist  jede  Horisontalreihe  axb,  also,  da  c solcher  Horizontalreihen, sind,  das 
Ganse  (axb)xc;  anderseits  aber  ist  jede  Verticaireihe  axe,  also,  da  b 
Boicher  Vertlcalreihen  sind,  das  Ganze  auch  (axc)xb,  also  muss 
’ (a  X b)  X c = (a  X c)  X b und  (Hra=l  bxc  = cxb 

sein.  Letztere  Gleichheit  sagt  ans,  dass  Mnltlplicator  und  Mnltlplioand  ver- 
wechselt werden  dürfen,  — und  da  in  obigem  Schema  die  Grösse  a offenbar 
b X c mal  erscheint,  also  der  Werth  des  Ganzen  auch  a X (b  x c)  =a  (b  x c) 
Xa  ist,  so  besteht  fiberdiesa  auch  die  Doppelgleichheit 
(a  X b)  X c = (a  X c)  X b = (b  X c)  X » 
welche  aassagt,  dass  ein  Prodnet  aus  drei  Factoren  erhalten  werde,  wenn 
man  das  Product  irgend  zweier  derselben  mit  dem  dritten  multiplicire,  — etc. 
— Da  + b = +l  + l + l + ...  + l,  so  ist  bei  Multiplication  mit  -J* ^1* 
zu  multiplicirende  Grösse  selbst,  bei  Mnltiplication  mit  — b aber  ihr  Gegen- 
satz zu  wiederholen,  also  ist 

(+a)X(4-b)=±a±a±...±a=±o  oder  (+)x(+)=+,  (-)X(+)=- 
(±“)X(-*>)  = + »+a4....4.a=  + o (+)x(— ) = -,  (— )x(— )=+ 

oder  es  besteht  die  erwähnte  Zeichenregel.  — Das  MultlplicationsselcheD  (X) 
kömmt  ausnahmsweise  schon  bei  Rudolff  vor  (vergl.  13),  aber  in  regel- 
mässigen Gebrauch  scheint  es  erst  um  1631  durch  Ou|(btred  (vergl.  ö)  ge- 
kommen zu  sein.  Die  Zeichen  (.  und  :)  wurden  nach  Baltzer  in  ihrer  jetzigen 
Bedeutung  kaum  vor  Lclbnita  flblich,  während  dagegen  der  Bruchstrich 
muthmasslich  gleichseitig  mit  den  indischen  Zahlzeichen  eingeführt  wurde,  und 
jedenfalls  schon  bol  Fibonacci  (vergl.  3)  vorkömmt.  In  der  von  Joh.  Heinrich 
Rahn  (Zürich  1622  — Zürich  1676;  Landvogt  ln  Kybnrg,  Zeugherr  und 
Beckrlmeister  von  Zürich;  vergl.  Bd.  4 meiner  Biographieen)  bearbeiteten 
„Teutsehen  Algebra.  Zürich  16Ö9  in  4.  (Engl,  dnreh  Tb.  Bracker,  London  1668 
in  4)“  erscheinen  für  Multipllciren  und  Dividlren  noch  die  Zeichen  (.jf  und  -f-). 
In  diesem  überhaupt  merkwürdigen  Werke  (für  dessen,  früher  falsch  dar- 
gestellte, Geschichte  ich  auf  erwähnten  Bd.  4 verweise)  ffndet  sich  anch  die 
erste  etwas  ausgedehnte,  nämlich  eine  bis  24000  gehende  (in  der  engl.  A.  bis 
100000  fortgesetzte)  Factorentafel.  Jetzt  besitat  man  allerdings  durch  Joh.  Karl 
Burckhardt  (Leipzig  1773  — Paris  1835;  Nachfolger  von  Lalande  in  Dircction 
der  Sternwarte  auf  der  ficole  mllitaire  und  Mitglied  der  Academle  in  Paris) 
„Tables  des  diviseurs  pour  tons  les  nombres  du  1 , 2 , 3 Million.  Paris  1814 
bis  1817  in  4.“;  ferner  von  Joh.  Martin  Zacharias  Daae  (Hamburg  1824  — 
Hamburg  1861;  Scbnellrechner)  „Factoren-Tafeln  für  alle  Zahlen  der  7,  8,  9 
Million.  Hamburg  1863—1865  in  4“,  — und  die  Factoren  der  4,  5,  6 Million 
finden  sich  wenigstens,  wie  Gauss  im  Vorwort  zu  Dass  mtttheilt,  in  einem  von 
Crelle  der  Berliner-Academie  zur  Anfbewahrung  übergebenen  Manuscripte. 

S,  Tenchiedene  betreffende  Regeln.  Eine  Summe  wird  multipli- 
cirt,  indem  man  jedes  Glied  mnltiplicirt ; so  z.  B.  ist 

(a-f  b)X(a  — b)  = a2  — b»  (a  ± b)*  = a*  ± 2ab -4- b*  1 

a*  b = (a  -f-  x)*  wenn  angenähert  x = S 

Werden  zwei  Factoren  und  ihr  Product,  oder  Dividend  und  Divisor, 
nach  derselben  Regel  (z.  B.  lexicographisch)  geordnet,  so  ist  das 
erste  Glied  des  Prodnetes  oder  Quotienten  gleich  dem  Producte  oder 
Quotienten  der  ersten  Glieder  der  Factoren  oder  des  Dividende  und 
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Divisor’s.  — Ein  Product  wird  multiplicirt,  indem  man  Einen  Factor 
multiplicirt.  Ein  Bruch  (Quotient)  bleibt  unverändert,  wenn  man 
Zähler  und  Nenner  mit  derselben  Zahl  multiplicirt  oder  erweitert« 
— wird  dagegen  multiplicirt,  indem  man  den  Zähler  multiplicirt 
oder  den  Nenner  dividirt.  — Die  kleinste  Zahl,  in  welcher  sämmt- 
liche  Nenner  mehrerer  Brüche  als  Factoren  enthalten  sind,  nennt 
man  kleinsten  cemelnseliartllcben  IVenner. 


Hat  man  nach  der  im  Texte  gef];ebenen,  fBr  eich  klaren  Regel  das  erste 
Glied  des  Quotienten  gefunden,  so  zieht  man  sein  Product  mit  dem  Divisor 
von  dem  Dividend  ab,  sucht  aus  dem  Reste  ln  gleicher  Weise  das  zweite 
Glied  des  Quotienten,  etc.  So  findet  man  i.  B.  dass 
7aab  — ( */,abb  — 4bb  — 1 6aaa)  + Sab  82a»  + 1 4a»b  -I-  16ab  — ab»  + Sb« 

Saa  + 4b  — ‘ ,ab  ' 16a»  — ab  + Sb 

=i2a4-b 


Entsprechend  findet  man 


h» 


b» 


b»+i 


a«  a»  ' ' ' ' a»  ' ‘ ’ a»  (a  -f-  b) 

wo  dem  (n-f-l}*'*°  Oliede  des  Quotienten  zur  nothwendigen  Ergknznng  ein  ans 
Rest  nnd  Divisor  gebildeter  Bruch  beigefOgt  wurde;  bitten  wir  diese  ver- 
gessen, so  würden  wir  daraus  für  a =s  1 o b 


-i-=i-i  + i - i + i-i  + ....  = 0+0+04--... 


und  dadurch  mit  Guido  Grandl  (Cremona  1671  — Pisa  1742;  Professor  der 
Mathematik  zu  Pisa)  eine  Schein-Erklärung  dafür  gefunden  haben,  wie  QoU 
die  Welt  ans  Nichts  erschaffen  konnte.  — Da  ferner 


a a , a , , a 

.^XC=-  + -+...+-: 


_a-f-a+-...-t-a a.o 


so  wird  ein  Bruch  multiplicirt,  indem  man  den  Zähler  multiplicirt,  — ein 
Product  dividirt,  indem  man  Einen  Faotor  dividirt  — Aus 

a = b . q folgen  ao  = beq  a : c = (b  : c)  q 
Es  sind  somit  als  Werthe  von  q 

a ac  a : c 

b bc  b : c 

oder  es  wird  der  Werth  eines  Bruches  nicht  verändert,  wenn  man  Zähler  und 
Nenner  mit  derselben  Zahl  multiplicirt  (erweitert)  oder  dividirt  (abkOrzt).  — 
Nach  dem  Vorhergehenden  ist  a:bd  eine  Zahl,  welche  d mal  gesetzt  a;b 
ergibt,  also  ist 

a c O-*  

T ^ d “ bT  + 'bd' bd  ~ "bd" 


oder  es  wird  ein  Bruch  mit  einem  Bruche  multiplicirt,  indem  man  Zähler  mit 
Zähler  und  Nenner  mit  Nenner  multiplicirt  Hieraus  folgt  hinwieder 

c d cd  cd  

d ^ 0 ™ de  cd 

d.  h.  es  stehen  c : d und  d : c als  Factoren  im  Gegensätze , oder  es  entspricht 
dem  Factor  c : d der  Divisor  oder  die  Reciproke  d : c und  umgekehrt  Es  ist 
daher 

a _ c a d ad 

b'd  b^c  bo 

oder  es  wird  ein  Bruch  durch  einen  Bruch  dividirt,  indem  man  Um  mit  dem 
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umgeatDnten  Brache  (d.  h.  seinen  Kihler  mit  dem  Nenner  und  seinen  Nenner 
mit  dem  Zahler)  multipllcirt.  — Um  so  einer  Reihe  von  Brüchen,  s.  B.  sn 

^ £ JL  i. 

6 4 12  g 10  8 

wir  wollen  tnnehmen  behufls  ihrer  Addition,  den  kleinsten  gcmeinschefUichen 
Nenner  g so  finden,  lerlegt  man  ihre  Nenner  n in  die  Primfsctoren  p,  nimmt 
von  dem  ersten  alle,  von  jedem  folgenden  nur  die  neuen  Faetoren,  und  multi- 
plicirt  sie,  — wie  diess  beifolgendes  Schema  aaigt; 


z 

n 

P 

c 

z' 

1 

6 

«.S 

60 

60 

3 

4 

2 . • 

90 

270 

5 

12 

2.2.3 

30 

150 

4 

9 

3 .S 

40 

160 

7 

10 

2 .C 

86 

252 

3 

8 

2.2.« 

45 

135 

g = 

: 2* . 8* . ö = 360  : 
2 

1027 

807 

Erweitert  man  sodann  jeden  Bruch  mit  dem  Products  e der  seinem  Nenner 


fehlenden  Faetoren,  und  addirt  die  so  erhaltenen  neuen  Zahler  s',  sn  erhalt 
man  als  Summe  aller  Brüche 


1027 

360 


— 2 »01' 


Da  nach  dem  Vorhergehenden 

a a — c a (b  — c)  (n  — c)  b c (b  — a) 

b b — o ^ b (b  — c)  (b  — o)  b b {b  — c) 

so  wird  ein  Bruch,  wenn  man  seinen  Zahler  und  Nenner  um  gleich  viel  ver- 
mindert, selbst  kleiner  oder  grSsser,  je  nachdem  er  acht  oder  uoacht  ist  — Da 


m* -f- n’ 2mn  -[-(m  — n)' 


= 2-f 


(m  — n)» 


n m mn  mn  mn 

so  ist  die  Summe  einer  Zahl  und  ihrer  Rcoiproken  immer  grüsser  als  Zwei.  — 
Soll  man  eine  Zahl  suchen,  deren  Quadrat  mit  einer  gegebenen  Zahl  überein- 
stimmt, d.  b.  eine  sog.  Quadratwurzel  aussiehen,  so  lasst  sich  nach  2 (unter 
Voraussetsung  vorläufiger  Kenntniss  der  in  12  eingefübrten  Decimalbrüche) 
eine  dafür  gemachte  Annahme  leicht  nach  und  nach  verbessern.  Ist  s.  B. 


a*-i-b  . . .= 

17 

so  bat  man  für 

a 

= 4 

a* 

16 

b 

1 

folglich  X = b : 2a  = 0,1  und 

a' 

= 4.1 

2ox  -f-  **  • • 

0,81 

b' 

0,19 

X'  =b‘  :2a'  =0,02 

a" 

= 4,12 

2a'x'+x'«  . 

0,1644 

b» 

0,0256 

x"  = b'':2a"  = 0,003 

a" 

'=  4,123 

2a''x*'-|-x‘'*  . 

0,024729 

0,000871  etc. 

Ist  eine  Orüsse,  wie  s.  B.  diese  Qnadratwursel  von  17,  weder  durch  die 
Einheit  noch  durch  ihre  Unterabtheilungen  genau  ausdrückbar,  so  heisst  sie 
Incommensuraliel  (irrational,  surdlscb);  da  sie  aber  immer  mit  jeder  be- 
liebigen Annaberung  durch  eine  commensurable  Zahl  ersetzt  werden  kann,  so 
darf  man  von  der  besondern  Behandlung  inoommensurabler  Orüssen  ganz  gut 
Umgang  nehmen.  — Ist 
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m = a . 100  Y n = . 100  -f-  y , 100  -f-  * 

80  hat  man  ofTenbar 

am  = (aa  + 1)  100  + 1 an  = (Aß  <J)  100  + 1 

d.  h.  die  Oleichvielfacheo  zweier  Dccimalzahlen  (vergl.  12],  deren  zwei  letzte 
Stellen  Obereinstimmen,  stimmen  in  diesen  beiden  Stellen  ebenfalls  noch  mit 
einander  Oberein,  — oder  nach  der  An sdracks weise  in  7;  Wenn 

m=n(100)  so  ist  ancb  am  = an  (100)  4 

Diese  Eigensehaft  hat  Crclle  bei  Anlage  seiner  „Rechentafeln,  welche  alles 
Multipliciren  und  Dividiren  mit  Zahlen  unter  Tausend  ganz  ersparen,  bei 
grossem  Zahlen  aber  die  Rechnung  erleichtern  und  sicherer  machen.  Berlin 
1820  , 2 Vol.  in  8.  (2.  Stercotypausgabe  von  Bremiker  1864  in  fol.)“,  welche 
namentlich  in  FUlcn,  wo  ganze  Zahlenreihen  mit  derselben  Zahl  zu  multi- 
pliciren sind,  eine  ausserordentliche  Zeiterspamiss  gewähren,  — in  sehr  ge- 
schickter Weise  benutzt.  — Wenn  ferner 

a = my  + T fl=Dy-{-T  d=py-)-«  ‘ = Ry  8 

so  hat  man  offenbar  auch 

a-fJ=(m4-p))'-t-e  + 8 u -S  = (mpy  -f“  ™8  -f  pr)  y + rs 

^+r  = (n  +q)y  + r-t-8  ß . , = (üqy  + ns  -f  qr)  y + rs 

und  es  bestehen  somit  die  Lchrsttze:  Wenn 
a = ß(y)  i = t(y)  so  ist  auch  o d = /? -f- » (y)  « . J = /J . s (y)  • 

folglich  auch 

po  = p^(y)  oi'=^(y)  8 

Es  sind  diese  in  13  zur  Verwendung  kommenden  Sätze,  in  deren  einem  4 als 
specieller  Fall  enthalten  ist,  einige  kleine  Proben  aus  den  ersten  Elementen 
der  sog.  Zableitlebre»  für  welche  auf  „Lcfenilre»  Essai  sur  la  thOorie 
des  nombres.  Paris  1768  in  4.  (3  ^d.  1830,  2 Vol.),  — Gauss«  Disqnisitiones 
arithmeticte.  Lipsim  1801  in  8.  (Franz,  von  Poulet-Delislc , Paris  1807  in  4.), 
— <lacobl<  Canon  arithmeticus,  Berolini  1836  ln  4 , — H.  Sebwarc.  Professor 
der  Hatbematik  in  Halle,  Elemente  der  Zahlenthcorie.  Halle  180&  in  8.,  — 
etc.“,  und  ganz  besonders  auch  auf  das  von  Julius  Wilhelm  Richard  Dede- 
klnd  (Braunschweig  1831;  Professor  der  Mathematik  erst  am  Schweizerischen 
Polytechnikum , jetzt  in  Braunsohweig)  aus  dem  Nachlasse  seines  Lehrers 
herausgegebene  Werk  „Lcjeune-Dlriebleti  Vorlesungen  Ober  Zahlentheorie. 
Braunschweig  1868  ln  8.“  zu  verweisen  ist 

9.  Elevation  and  Extraction.  Setzt  man  eine  Zahl,  die  80g. 
Basis y so  als  Factor  zur  Einheit,  wie  eine  andere  Zahl,  der  Ex- 
ponent f aus  dieser  Einheit  ent.4tanden  ist , so  erhält  man  eine 
Potenz  der  erstem  Zahl,  oder  hat  eine  Elevation  vollzogen,  den 
Gegensatz  einer  Extraction«  Bezeichnen  a,  b,  c der  Beihe  nach 
Basis,  Exponent  und  Potenz,  so  schreibt  man 

- *■/- 

88  = c oder  a = c '’  = 

wo  das  die  Extraction  andeutende  Zeichen  (mit  Index  bib“,  ohne 
Index:  zweite)  Wurzel  genannt  wird,  und  es  ist  nach  Definition 

a®  = l a~”  = l:a"  a*’”  = ( V^)"  = Va" 

Gerade  Potenzen  sind  positiv,  — ungerade  haben  das  Zeichen  der 
Basis.  Eine  gerade  Wurzel  aus  einer  negativen  Zahl  kann  daher 
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nicht  auf  die  gewöhnliche  Einheit  reducirt  werden,  sondern  erfordert 
die  neue  Einheit  i — 1 , so  dass 

!<•=  + ! i4"+i=-i-i  i4-+s  = _l  i4"+3  = _i 


und  a-f-hi  eine  unmögliche,  sog.  complexe  Zahl  ist.  Aus  a-f-b.i 
= c d . i folgt  a — c = (d  — b)  i , was  nur  für  a = c und  b = d 
möglich  ist. 


Die  früher  allgemein  und  jetzt  noch  vielfach  gebrauchte  Definition  „Potenz 
ist  ein  Prodnct  aua  zwei  oder  mehreren  gleichen  Fsctoren“  pasat  unmittel- 
bar nur  für  ganze  und  positive  Exponenten,  und  ist  daher  zu  enge,  — wah- 
rend die  oben  gegebene  alle  Fülle  umfasst;  Da  z.  B.  3 durch  eine  gewisse 
Wiederholung  der  Einheit,  dagegen  — 3 durch  entsprechende  Wiederholung 
des  Gegensatzes  der  Einheit,  und  *|^  durch  ebensolche  Wiederholung  einer 
Zahl  entsteht,  welche  selbst  4 mal  gesetzt  werden  muss,  um  die  Einheit 
hervorzubringen,  — da  ferner  der  Gegensatz  des  Factors  16  der  Divisor  Vit> 
2 aber  eine  Zahl  ist,  welche  4 mal  als  Factor  zu  1 gesetzt  16  gibt,  — und 
endlich  0 andentet,  dass  die  Einheit  gar  nicht  gesetzt  werden  soll,  so  hat  man 
nach  Deßnition 


16>=:1. 16.16.16  = 4006 
— 24  . 2<  . 2<  =2» 
= 2>.2>.2».2»  = 84 


1 6 -3  = 1 

16  10  16  4006 

16°  =1 

16*/*  = 1.2.2.2  = 8 = 


Das  Zeichen  i,  sowie  den  allgemeinen  Gebrauch  der  complexen  Zahlen  führte 
dansa  ein,  und  nannte  das  Product 

(a  -f-  bi)  (a  — bi)  = a*  b’ 

der  beiden  eonjngirten  Zahlen  a-)-bl  und  a — bi  ihre  IVorm,  wahrend  dagegen 
Cauehy  die  posiUve  Quadratwurzel  aus  jenem  Products  ihren  Modulaa  hiess. 
— wahrend  oben  erst  die  aus  zwei  unvereinbaren  Theilen  a und  bi  be- 
stehende Zahl  unmöglich  genannt  wurde,  so  bezeichnen  Manche  schon  den 
zweiten  Theil  für  sich  als  eine  Imaglnöre  Zahl , — ja  noch  Andere  haben 
sich  sogar  bemOssigt  gefunden , auch  ans  14  = — 1 eine  Einheit  abzuleiten, 
deren  Vielfache  sie  dann  wahnsinnige  Zahlen  zu  nennen  vorschlugen.  — 
Schon  Dlophant  und  seine  frühesten  Nachfolger  nannten  eine  Rechnungszahl 
res,  coss,  radix,  — ihr  Quadrat  Svraftu;,  potentia,  potestas,  census, 
censo^  — ihre  dritte  Potenz  *vßat,  cubus,  — etc.;  bei  RndollT  heisst  die 
Einheit,  zu  der  die  Basis  als  Factor  gesetzt  wird,  Dragma  (^),  die  erste 
Potenz  Radix  (2ü),  die  zweite  Census  (j),  die  dritte  Cubus  (<t),  die  vierte 
Zensdezens  ()j),  etc.;  nach  Baltser  brauchte  der  aua  Bologna  gebürtige  Ingenieur 
Rafaello  Bombelli  ln  seinem  Werke  „L’AIgebra  parte  maggiore  dell’  Arit- 
metica  divlsa  ln  tre  libri.  Bologna  1672  in  4.“  schon  in  allgemeiner  Bedeutung 
den  Namen  dignitas,  wahrend  potestas  durch  Vleta  üblich  wurde.  Die  erste 
Spur  von  Zahlenexponenten  Bndet  sich  nach  Cantor  in  dem  Werke  „Estienne 
de  IfU  Roche.  ArismdUqne  et  gdomdtrie.  Lyon  1520“,  indem  La  Roche 
wenigstens  die  Exponenten  1,  2,  3 brauche,  wahrend  er  die  zweite  Wurzel 
mit  R,  die  dritte  mit  R°,  etc.  bezeichne.  Steuln  schrieb  ln  seiner  Algebra 
von  1585  für  die  auf  einander  folgenden  Potenzen  einer  GrSsse  (D, 
etc.;  für  die  einer  2.,  3.,  etc.  GrSsse  setzte  er  ftiesen  Zeichen  sec.,  ter.,  etc. 
vor;  zweite  Wurzeln  bezelchnete  er  mit  V , dritte  mit  etc.,  so  dass 
z.  B.  seine  Gleichungen 
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@ = — ö(D  + 6(I)  — 9 mit  X»  = — 6x‘  + 6x  — 0 
sec  = 4 sec  Q[)  + 7 J/ y"  = 4y  + 7 

etc.,  gieiclibedeutend  wkren.  Pierre  Herigone  (1...  — 10..;  Mathematiker 
in  Paria)  schlug  etwas  sp&tcr  in  seinem  „Conrs  math^mstique  demonstrd  dhine 
nouvelle,  briefvc  et  claire  mcthode,  psr  notes  reelles  et  universelles,  qui 
peovent  estre  entendQes  facilement  sans  l'ustgc  d'ancnne  langne.  Paris  1634, 
6 Vol.  in  8.“  die  jetzt  gebrSucblicbe  Bezeichnung  vor,  und  diese  wurde  sodann 
durch  Deseartea  definitiv  eingefOhrt.  Immerhin  braucht  Rahn  in  seiner 
Algebra  (vergl.  7)  neben  solchen  Exponenten  fOr  Involviren  (Potenziren)  und 
Evolviren  (Extrabiren)  noch  die  besondern  Eeiebcn  @ und  H-O,  so  dass  z.  B. 
bei  ihm  1©2  und  4|<4>3  bedeuten,  ca  solle  der  erste  Ausdruck  in's  Quadrat 
erhoben,  und  aus  dem  vierten  die  dritte  Wurzel  ausgezogen  werden. 

lO.  Tenchiedene  betreffende  Regeln.  Aus  (9)  folgen  die  Regeln 
a“* . a'  = a'’+’  a' : a”  = a*^“  (a‘‘)‘  = a‘  ” 1 


Ferner  ergibt  sich  durch  beidseitiges  Quadriren,  dass  die  Gleich- 
heiten 

)/a  + Kb  ± y&  — Vh  = y2a±2V'ä*^  » 

Va±/'b  = ± 4 

bestehen. 

Die  Regeln  1 und  2 gehen  unmittelbar  ans  dem  BegrifTe  der  Potenz  hervor, 
und  lassen  sich  ohne  Schwierigkeit  in  Worte  umsetzen.  Ferner  findet  man 
successive 

yT+F? ± Va-Kb'  = |/[  l'a’+Vr+VT^Ff]^ 

xsl/a+l^r-f  a — V'  b'±2V(a-|-Fb')(a-l/F) 
= y 2 a 2 

womit  3 erwiesen  ist.  Ersetzt  man  endlich  in  3 : a durch  ‘/,a  und  b durch 
'/^(a'  — b),  so  ergibt  sich  4,  ffir  deren  Anwendung  z.  B.  412  verglichen 
werden  kann. 

RI«  Die  LogerithmeD.  Ist  eine  Folge  von  Zahlen  einer  Folge 
von  Potenzen  einer  gewissen  Zahl,  oder  Basis,  gleich,  so  heissen 
die  Exponenten  Logarithmen  der  Zahlen  in  Beziehung  auf  jene 
Basis,  und  anstatt  , 

a*"  = c schreibt  man  b = log  c 
HiefOr  geben  aber  die  Potenzregeln  (10 : 1) 

lg(a.b)  = lga-f-lgb,  lgY  = lga  — lg^>  lg(a‘)  = b.lga  t 

und  nennt  man  die  halbe  Summe  zweier  Zahlen  ihr  arlthmetl- 
achesy  die  zweite  Wurzel  aus  ihrem  Producte  ihr  geometrisches 
MIttely  so  ist  der  Logarithmus  des  geometrischen  Mittels  zweier 
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Zahlen  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  ihrer  Logarithmen.  — Setzt 
man  a : b = x , so  ist 

lg(a+b)  = lga-f lg^l+Y)>  lg(a  — h)  = Iga  — Ig^-^  » 
und  man  kann  somit  aus  Tafeln , welche  für  das  Argument  log  x 
die  Werthe  von  log  log  ^ geben,  zu  den  Loga- 

rithmen zweier  Zahlen  die  Logarithmen  ihrer  Summe  und  Differenz 
finden  [TV]. 

In  dM  Verdienst  der  Erfindung  der  Logsrithmcn,  durch  welche  nach  1 
gewissermassen  jede  hShere  Rechnnngsoperation  auf  die  n&chst  niedrigere 
reducirt  wird,  theilen  sich  IVapier,  vergL  dessen  „Miriflci  iogarithmorum 
canonis  descriptio.  Edinburgi  1614  in  4.“,  — und  BSrgii  vcrgl.  dessen 
„Arithmetische  und  geometrische  Progrcss-Tabnlen.  Prag  1620  ln  4.“;  ja  Letz- 
terer wSre  nach  Keppier’s  Zeugniss  Erstcrem  lange  zuvorgekommen,  wenn 
er  nicht  mit  der  Publication  seiner  Tafeln  so  Ober  OebOhr  gezaudert  hätte. 
Vergl.  die  in  3 cltirten  Schriften,  sowie  „Gehler«  Historin  Iogarithmorum 
naturallnm  primordia.  Lipsis)  1776  in  4.“  — Fttr  die  wirkliche  Berechnung 
der  Logarithmen  nach  der  erwähnten  Beziehnng 

logl/äb  = -ilog(a.b)  = y(loga-|-logb)  S 

sowie  fUr  die  Anbählung  der  wichtigsten  Logarithmentafeln  vergl.  14,  — ffir 
die  Berechnung  durch  Reihen  47  und  48.  — Die  durch  2 bestimmten  Summen- 
nnd  Differenz-IiOgarithmcn  werden  auch  häufig  nach  ihrem  Erfinder  Gaass 
benannt;  sie  sind  ln  verschiedene  der  neuern  Logarithmentafeln  aufgenommen, 
und  auch  extra  publiclrt  worden,  — vergl.  z.  B.  „Theodor  Ludwig  Wittstein 
(Mfinden  1816;  Professor  der  Mathematik  in  Hannover),  Siebenstellige  Oaussische 
Logarithmen.  Hannover  1866  ln  8.“ 

IX»  Die  Zahlsyiteine.  Jede  ganze  oder  gebrochene  Zahl  N lässt 
sich  durch  Potenzen  irgend  einer  Zahl  k ansdrücken,  so  dass  (wenn 
0 , /9, . • . kleiner  als  k) 

N = 0 . k"  . k*~*  -|-...-l-Ä.k*-l-^-|-v.  k“'  -f- . . . 
oder,  wenn  die  Potenzen  von  k nicht  geschrieben,  sondern  der  Stelle 
zngetheilt  werden  (wobei  rechts  vom  Komma  die  negativen  Potenzen 
beginnen),  N = 0/J. . . A »r . . . . 

und  es  ergibt  sich  hieraus  die  Möglichkeit,  jede  Zald  in  Beziehung 
auf  eine  Grundzahl  k durch  (k  — 1)  mit  Stellenwerth  versehene 
Zeichen  oder  sog.  Ziffern  und  das  Stellenzeichen  0 auszudrücken. 
Die  meisten  Völker  haben  sich  für  die  Grundzahl  Zehn  oder  das 
Decimalsystem  entschieden. 

So  (.  B.  findet  man  anccessive 

284  = 47 . 6 -f  2 -f  (-|1 . 6) -i  = (7 . 6 4- 5)  6 -1- 2 -f  (4 -^ ) i 

AA  1 t 

= [(1 . 6 -1- 1)  6 + 6]  6 4- 2 -I- [4 -f  . 6) 

Wolf,  BtallKKlL  L 3 
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284-^  = 1.6a  + 1.6*-f  5.6>  + 2.6»  + 4.6->4-3.6-*  + ... 

= 1162,43...  (Grundsahl  6) 

Die  Dyadik  (k  = 2)  sollen  die  alten  Chinesen,  die  Tctraktik  (k  = 4)  ein 
thracischea  Volk,  die  Pentadik  (k  = 5)  die  GrhnliLndGr  und  ein  senegambischer 
Stamm  gebraucht  haben,  — sonst  scheint  Qberall,  und,  wie  schon  AristOtele* 
betonte,  im  Zusammenhänge  mit  unsern  swei  Paaren  fDnristiger  Organe,  die 
Dekadik  (k  = 10)  geherrscht  zu  haben,  und  nur  bei  Eintheilungen  In  früherer 
Zeit  die  duodecimalcn  oder  sogar  sexagesimalen  den  decimalcn  vorgezogen 
worden  zu  sein.  — Der  Vorzug  unsers  gegenwirtigen  Decimalsystemes  beruht 
Übrigens  nicht  auf  der  Grundzahl  desselben,  sondern  auf  der  von  den  alten 
Indiern  durch  Vermittlung  der  Araber  auf  uns  gekommenen  Uebnng,  Zahl- 
zeichen anzuwenden,  welche  neben  absolutem  auch  Stellen-W'erth  haben,  — 
ja  wir  wurden  uns,  wenn  vor  alten  Zeiten  in  eben  dieser  Weise  noch  zwei 
Zahlzeichen  mehr  und  damit  das  Dnodccimalsystcm  cingofUhrt  worden  wären, 
dabei  wegen  den  vermehrten  Theilem  noch  viel  besser  befinden ; aber  es  jetzt 
noch  einzufUhren,  wie  diess  z.  B.  in  dem  Werke  „Job.  Friedrich  Christian 
Werneborg  (Eisenach  1777  — Jena  1831;  Professor  der  Mathematik  in 
Weimar  und  Jena),  Teliosadik  oder  das  allein  vollkommene  unter  allen  Zahlen- 
systemen, ln  welchem  jede  höhere  Einheit  aus  taun  (zwölf)  nächst  niedern 
Einheiten  besteht  Leipzig  1800  in  8.“  befürwortet  wurde,  dürfte  kaum  mehr 
tbunlioh  sein,  und  wäre  wohl  höchstens  der  französischen  Schrcckcnsrcgicrung 
möglich  gewesen.  — Im  Abendlande  trat  nach  Cantor  die  indische  Zahl- 
bezeichnnng  oder,  wie  man  gewöhnlich  kfirzer  aber  auch  unrichtiger  sagt,  das 
Docimalaystem,  zuerst  in  einer  um  1134  von  einem  gelehrten  Juden,  Abraham 
SsTaeorda  aus  Barcelona,  gemachten  Uebertragung  einer  arabischen  Schrift 
in’s  Lateinische  auf;  dann  aber  verbreitete  sie  sich  ziemlich  rasch  Uber  das 
Abendland,  — ja  es  erschien  die  Rechnung  mit  decadischen  Zahlen,  der  sog. 
Al^orlihmus,  bald  als  besonderer  Lchrgegenstand.  Georg  von  Pcurbach 
oder  Piirbaeh  (Pencrbach  in  Oberösterreich  1423  — Wien  1461;  Professor  der 
Mathematik  zu  Wien)  soll  eine  Schrift  „Algorithmus  de  numeris  integris, 
fractis,  regulis  communibus  et  de  proportionibus“  hinterlassen,  und  sein  SchOICr 
Regiomonfan  die  von  den  Griechen  her  gebräuchlichen  SexagesimalbrOchc 
um  1464  mit  DecimalbrUchcn  vertauscht  haben.  In  allgemeinem  Gebrauch 
kamen  Letztere  jedoch  erst  etwa  ein  Jahrhundert  später,  — namentlich  durch 
Slevln,  der  1683  unter  dem  Titel  „La  disme  enscignant  facilement  expödier 
par  nombres  entiers  Sans  rompuz  tous  comptes  sc  rencontrans  anx  affaires 
des  hommes“  auf  7 Folioseiten  eine  Anleitung  zu  ihrem  Gebrauche  gab. 

IS«  Das  Decimalsjstem.  Theilt  man  eine  Dccimalzahl  a-|-b.lO 
c . 10* -f- . . . Glied  für  Glied  durch  eine  Zahl,  und  addirt  die 
Reste,  so  ist  die  erste  Zahl  durch  die  zweite  theilbar,  wenn  die 
Summe  der  Reste  es  ist.  Hierauf  beruhen  die  sog.  Tlieiiregeln 
durch  3,  9,  11,  etc.  — Ist  A>B  und  A = Bqi-(-r],  B = riq2-f-rj, 
>■1  = >"2  93  + f3 ) • • • ft- 1 = ft  • qt+i , so  muss  der  geraelo« 

flcbaftlicbe  Tbeiler  von  A und  B auch  rj,  also  auch  r^,...  also 
auch  rs  theilen ; folglich  ist  er  rs.  Wird  rh  = 1 , so  sind  A und  B 
prim  unter  sich.  — Wiederholt  sich  bei  einem  Decimalbruche  eine 
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Folge  von  n Ziffern,  eine  sog.  Periode,  ohne  Aufliören,  so  be- 
rechnet man , um  ihn  in  einen  gemeinen  Bruch  zu  verwandeln, 
zuerst  den  (10°  — 1)  fachen  Werth. 

Schon  RndoIlT  braucht  in  seiner  ^.Kllnstllchen  Rechnung“  von  1526  (ver- 
gleiche 2)  für  „tauscntmaltauscnt“  oder  10‘  den  Ausdruck  Million;  dagegen 
scheinen  Milliarde,  Billion,  etc.  erst  in  weit  späterer  Zeit  gebräuchlich  ge- 
worden an  sein,  nnd  dabei  laufen  noch  bei  verschiedenen  Völkern  verschiedene 
Uebnngen  neben  einander,  wie  folgendes  Schema  zeigt: 

7 Million .....  10*  . . . Million 

1 1 Milliarde ...  10*  ...  BiUion 

Billion  ....  10“  . . . Trillion 
Billiarde  ...  10“  ...  Quadrillion 
g I Trillion  . . . 10“  . . . Quintillion 
etc.  etc. 

Nach  8 hat  man  z.  B.  in  Beziehung  auf  Modulus  8 oder  9 

1 = 1 10  = 1 also  auch  10»  = 1 10>  = 1 etc. 

also  für  beide  Moduln 

a-|-b.lO-fc.lO‘-|-d.lO»  + ...  = o-f-b  + c-fd  + ... 

Ferner  ln  Beziehung  auf  den  Modulus  11 

1 = 1 10  = — 1 also  10*  = 1 10»  = — 1 etc. 

also  fOr  diesen  letztem  Modul 

a + b . 10 -f  c . 10  ‘ -f  d . 1 0 • -f . . . = a — b -f  0 — d + . . . 
etc.,  woraus  die  Regeln:  Eine  Zahl  ist  durch  8 oder  9 theilbar,  wenn  die 
Bnmme  ihrer  Ziifera  (Quersumme)  dadurch  theilbar  ist,  — durch  11,  wenn 
die  Summe  ihrer  ZilTera  gerader  Ordnung  von  derjenigen  der  ungeraden  um 
ein  Vielfaches  von  11  verschieden  ist,  — etc.,  hervorgehen.  — Auf  der  be- 
quemen Theilregel  Rlr  9 bemhen  dio  sog.  IVeunerprobeii  für  Addition, 
HnltipUcatlon,  etc.,  welche  bekanntlich  darauf  basiren,  dass  Summe,  Product, 
etc.  für  9 (wie  übrigens  für  jede  andere  Zahl  nicht  weniger)  denselben  Rest 
lassen  müssen,  wie  Summe,  Product,  etc.  der  Reste  der  einzelnen  Zahlen. 
Sie  werden  bereits  durch  RudoilT  in  dem  angeführten  Werke  mitgetheiit, 
nnd  er  gibt  z.  B.  für  Mnltiplication : 

„Exempel  5678  

65_ 2 

28390 

34068 

Facit  369070  7 7 Prob.“ 

so  dass  also  (vergl.  7)  hier  wirklich  schon  das  Multiplicationszcichen  X er- 
scheint. — Auch  das  im  Texte  angegebene  Verfahren , den  grössten  gemein- 
schaftlichen Theiler  zu  finden,  kemit  unser  Rndolff.  Bei  diesem  Verfahren 
kann  man  sich  übrigens  offenbar  entweder  immer  an  positive  Reste  halten, 
oder  auch,  wenn  negative  Reste  kleiner  werden  sollten,  diese  wähien,  um 
schneller  zu  kleinem  Divisoren  zu  kommen,  also  auch  wenigerer  Divisionen 
zn  bedürfen;  so  kann  man  z.  B.  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  54 
der  beiden  Zahlen  1026  und  756  nach  jedem  der  beiden  Schemen 


1026  756  1 

1026  756  1 

270  216  1 

3 270  -54  ö 

54  0 

0 
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finden.  — Hat  man  z.  B.  den  periodischen  Decimalbruch 

X =z  0,762  762  762  

BO  folgt  1000  X = 782,762  762  762  


also 


900  x=  762  oder  x 


762  _ 264 
999  “ 333 


Ist  M eine  m-aiAIge,  N eine  n-zilTrige  Zahl,  so  hat  man  olTenhar 
M > 10--1  M < 10» 

N > 10—1  N < 10» 

— also 

M . N > 10»+»-»  M . N < 10»+» 

also  kann  M . N nicht  weniger  als  m n — 1 , aber  auch  nicht  mehr  als 
m + n Ziffern  enthalten.  — Der  Hauptvortheil  in  der  Anwendung  von  Deci- 
malzahlen  besteht  darin,  dass  man  sie  bei  allen  Operationen  wie  ganze  Zahlen 
behandeln,  und  am  Ende  nach  einfachen  Regeln  das  Rcchnung»resultat  durch 
Anbringen  des  Komma’s  berichtigen  kann.  Haben  z.  B.  zwei  Factoren  a und  b 
je  m und  n Decimalstcilen , so  multiplicirt  man  a.lO“  mit  b.lO»,  erhilt  so 
a.b.lO»+»,  und  daraus  durch  Absebneiden  von  m-{-n  Stellen  das  richtige 
Product  a . b.  Braucht  man  ein  solches  Product  nur  auf  eine  gewisse  Anzahl 
Stellen  zu  kennen,  so  kann  man  die  sog^  abgekiircte  Multiplicatioa 
(welche,  beiläufig  bemerkt,  Kej>pler  1623  durch  Pzätorius  kennen  gelernt 
haben  soll)  anwenden,  d.  b.  die  einzelnen  Producte  nur  so  weit  berechnen, 
als  sie  auf  diese  Stellen  noch  influiren  können;  Vortheil  und  praktisches  Ver- 
fahren bei  derselben  zeigt  t.  B.  die  Vergleichung  der  beiden  Operationen : 


364,24675 

854,24675 

19,26341 

143  5291 

364  2467 

5 

354  2467 . i 

318  8220 

75 

318  8220.7 

7 0849 

350 

7 0849 . 3 

1 7712 

3375 

1 7712.8 

1062 

74025 

1062.7 

141 

698700 

141.7 

3 

5424675 

3.6 

6820,457 

9189175 

6820,458 

bei  deren  ersterer  die  Multiplication  ganz  ansgefOhrt  ist,  während  bei  der 
zweiten  nur  auf  drei  Deoimalen  gerechnet,  und  die  Ziffern  des  Multiplicators 
in  umgekehrter  Ordnung  so  unter  den  Hultiplicand  gesetzt  wurden,  dass  die 
Stelle  der  Einer  unter  die  dritte  Decimalc,  und  damit  jede  Stelle  unter  die 
letzte  des  Multiplicands  zu  stehen  kömmt,  mit  welcher  sie  noch  voll  zu 
mnltipliciren  ist.  In  ähnlicher  Weise  kann  auch  die  Division  bewerkstelligt 
und  abgekürzt  werden,  — etc.  — Als  Beispiele  von  sog.  ReebDUDgSTOr* 
thelten  mögen  folgende  Multiplicationen  und  Divisionen  Platz  finden: 

3417X299  (=300  — 1)  896  Xl5(=10-|-^) 

102  6100  4475  ^ 

X = 102  1683  X = 13425 


a 765  846  x 911 646  (=  91 . 10‘-j- 10*  + 91 . 6) 


b....  696  919  86  a(100  — 9) 

418  161  916. b.6 

x = 698  103  867  916 
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63xST  = (60  + 8)(60  — 3) 
x=  3591  =(3600  — 0) 

a. .. 8766424:  72 (=9x8) 

b. ..  973936...  a;  9 


21264 : 25  (=X4: 100) 


X = 850,56 

6028 :125(=X8: 1000) 


X = 48,224 


eto. 


x=  121742. ..b:8 
Der  Mutaen  wird  jedocb  meistens  flberschätat  — Zum  Schlüsse  noch  folgendes 
Cnriosnm:  Die  Summe  der  0 ZUfem  ist  45;  wird,  stait  jede  einzeln  zu  scbreiben, 
eine  derselben  (b)  einer  andern  (a)  vorgesetzt,  so  gewinnt  man  a-f-b.lO  — 
(a-f-b)  = b.9  oder  ein  Vielfaches  von  9,  — also  sicher  nie  55;  cs  Ist  daher 
unmöglich,  100  so  in  Posten  zu  zerlegen,  dass  jede  Ziffer  Einmal,  aber  auch 
nicht  mehr  als  Einmal,  zur  Verwendung  kommt 


14»  Die  gemeioen  LogarithmeD.  Logarithmen  der  Basis  zehn 
heissen  gemeine  oder  Brigg’sche,  und  haben  den  Vorzug,  dass 
sich  dieselben  fUr  gleiche  Ziffernfolgen  nur  in  den  Ganzen,  der 
sog.  Kennziffer  oder  Charakteristik  unterscheiden,  nicht  aber  im 
Decimalbruche,  der  lllanlisse»  Steht  das  Komma  nach  der  ersten 
Ziffer,  so  ist  die  Charakteristik  Null,  — für  jede  Stelle,  um  welche 
es  rechts  oder  links  rückt,  nimmt  sie  um  eine  Einheit  zu  oder  ab. 
Statt  einer  negativen  Charakteristik  setzt  man  gewöhnlich  ihre  Er- 
gänzung zu  zehn  und  streicht  diese;  statt  einen  Logarithmus  zu 
subtrahiren,  addirt  man  oft  seine  (sog.  decadische)  Ergänzung  zu 
log  1 = 0 = 16. 


Die  im  Texte  erwähnte  Eigenschaft  der  häufig  nach  ihrem  ersten  Berechner 
Brigg!  (vergl.  3)  benannten  Logarithmen  der  Basis  10,  beruht  darauf,  dass 
jede  zwei  sich  nur  durch  die  Stellung  der  Komma’s  unterscheidende  Decimal- 
zahlen  a und  b eine  Gleichheit 

a = b . 10"  oder  log  a = log  b -(-  n log  10  = n -f-  log  b 

elngehen,  wo  n eine  ganze  Zahl  ist Sie  können  durch  Verbindung  von  11:3 

mit  einer  Näherungsregel  fDr  das  Ausziehen  der  Quadratwurzel  (8  oder  44) 
leicht  näberungsweise  berechnet  werden.  So  hat  man  z.  B. , von  log  1=0 
und  log  10  = 1 ausgehend , successlve 

logylS  = ^^  oder  log  3,162  = 0,5 

logV3;;i62  = ^^^  log  1,778  = 0,26 

log  Vl,778x  3,162  = log  2,37 1 = 0,376 


etc.  etc. 

In  dem  Folgenden  wird  zuweilen  eine  Zahl  durch  ihren  Logarithmus  in  der 
Weise  gegeben,  dass  Ober  den  Logarithmus  ein  Strich  gesetzt  wird;  so  wOrde 
also  z.  B.  0,375  die  Zahl  2,371  bezeichnen.  — Von  den  zahlreichen  Tafeln 
gemeiner  Logarithmen,  welche  im  Laufe  der  Zeiten  erschienen  sind,  mögen 
angefObrt  werden:  Die  zehnstelligen  „O.  v.  Vega,  Thesaurus  logaritbmomm 
compleius.  Lipsim  1764  in  fol.“,  — die  siebenstelligen  „Vega,  Logarithmisch- 
trigonometrische  Tafeln.  Wien  1783  in  8.  (Zahlreiche  spätere,  grössere  und 
kleinere  Ausgaben,  erst  durch  ihn  selbst,  dann  durch  HBlsse  und  Bremiker), 
— Fransois  Callet  (Versailles  1744  — Paris  1798;  Professor  der  Hydro- 
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graphie  au  Vannes  and  DOnnkirchen,  dann  Privatlehrer  der  Mathematik  au 
Paris),  Tablea  portatives  de  logarithmes.  Paris  1795  ln  8.  (StereoL) , — 
Heinrich  Ludwig  Friedrich  Sebrön  (Weimar  1799;  Director  der  Sternwarte 
in  Jena),  Siebenstellige  Logarithmen  der  Zahlen,  Sinus,  etc.  Braunschweig 
1859  in  8.,  — etc.“,  — die  sechsstelligen  „Carl  Brcmiber  (Hagen  in  der 
Mark  1804;  astronomischer  Rechner  und  Inspcctor  der  Plankammer  des 
Handelsministeriums  in  Berlin) , Logarithmorum  VI  decimalium  nova  tabula 
Berolinensis.  Berol.  1852  in  8.,  — Frana  Muenik,  k.  k.  Schulrath:  Logarith- 
misch-trigonomctrische  Tafeln.  Wien  1858  in  8.,  — etc.“,  — die  fünfstelligen 
„Joseph-Jdrome  Le  Francis  de  La  Lande  (Bourg-en-Bresse  1732  — Paria 
1807;  Professor  der  Astronomie  und  Mitglied  der  Äcademie  in  Paris;  vergl. 
Delambre,  Eloge  in  M^m.  de  ITnstit  1807),  Tablcs  de  logarithmes  poor  lea 
uombres  et  pour  les  Sinus.  Paris  1802  in  16.  (Stereot. ; viele  spitere  Aus- 
gaben von  Marie,  Köhler,  etc.),  — Wlttateln,  Fünfstellige  logarithmisch- 
Irigonometrische  Tafeln.  Hannover  1859  in  8.,  — etc.“  — Ale  geschichtliche 
Notia  ist  beiaufagen,  dass  sich  Adriaan  Vlaeq.  BnchhUcdlcr  au  Oouda  in 
Holland,  das  Verdienst  erwarh,  die  bei  Briggs  (vergl.  3)  bestehende  Ltlcke 
awischen  20000  und  90000  ausaufQUen , und  hierauf  gestutzt  unter  dem  be- 
scheideuen  Titel  einer  zweiten  Ausgabe  der  Arithmctica  logarithmica  zu  Gouda 
1628  in  fol.  eine  vollständige  Tafel  lOstelliger  Logarithmen  herausaugeben, 
welche  die  Grundlage  aller  spätem  Tafeln,  und  so  namentlich  auch  von  Vega’s 
Thesaurus  bildete.  Zum  gewöhnlichen  Gebrauche  waren  jedoch  diese  Tafeln 
nur  zu  ausgedehnt,  und  so  war  es  wieder  ein  Verdienst,  als  Nathaniel  Roe» 
Pfarrer  zu  Bcnacre  in  Suffolk,  daraus  handliche  siebenstellige  Logarithmen 
zusammcnstellte,  welche  sodann  Edmund  Wlngate  (Bedford  1593  — London 
1656;  Richter  io  London  und  Parlamentsmitglied  fUr  Bedford)  unter  dem 
Titel  „Tahulffi  logarithmicas.  London  1633  in  8.“  herausgab,  und  von  welchen 
eigentlich  alle  die  spätem  Tafeln  von  Sherwin,  Gardiner,  Vega,  Gallet,  etc. 
nur  neue,  aber  allerdings  revidirte  Auflagen  sind.  Die  etwas  später  durch 
Abraham  Sharp  (Little-Horton  bei  Bradford  1651  — Little-Horton  1742; 
folgeweise  Handelslchrling,  Schulmeister,  Accisebeamter , GehUlfe  von  Flam- 
steed,  und  Privatastronom  in  Little-Horton)  fUr  alle  Primzahlen  bis  IKK)  anf 
61  Decimaleo  berechneten  und  in  seiner  Schrift  „Geometry  Improved.  London 
1717  in  4.“  publicirtcn  Logarithmen  sind  ebenfalls  io  die  Tafeln  von  Sherwin, 
Callet,  etc.  aufgenommen  worden,  — die  ven  Wolfram«  einem  holländischen 
Artillerieoffizier,  auf  48  Stellen  berechneten  natllrlichen  Logarithmen  aller 
Primzahlen  bis  auf  10009  zunächst  in  die  von  Joh.  Karl  Sehiilxe  (Berlin 
1749  — Berlin  1790;  Schiller  von  Lambert,  später  Professor  der  Mathematik 
und  Mitglied  der  Äcademie  in  Berlin)  herausgegebene  „Nene  Sammlung  loga- 
rithmischer,  trigonometrischer  und  anderer  zum  Gebrauche  der  Mathematik 
unentbehrlicher  Tafeln.  Berlin  1778  in  2 Th.  8.“,  und  aus  dieser  in  Vega  und 
Callet.  Die  in  den  Jahren  1792  bis  1794  unter  der  Leitung  von  Gaspard-Clair- 
Fran^ois-Marle-Ricbe  de  Prony  (Chamlot  im  Döp.  du  RhOne  1755  — Asniiros 
bei  Paris  1839;  Ingönicur-cn-chef  des  ponts-et-chauBsöes , Director  der  £cole 
des  ponts-ct-chnu.s.':öes,  Mitglied  der  Äcademie  und  des  Bureau  des  longitudes) 
durch  7 bis  8 Mathematiker  und  60  bis  80  RechnungsgchSIfon  berechneten 
grossartigen  lognrithmisch-trigonomctrischcn  Tafeln  (Logarithmen  der  Zahlen 
1 — 10000  auf  19,  10000 — 200000  auf  14  Decimalcn;  natürliche  Sinns  für  jedes 
Zehntanscndtheilchen  des  Quadranten  auf  25,  Logarithmen  der  Sinns  für  jedes 
Bunderttausendtheilchen  des  Quadranten  auf  14  Dccimalen)  enRich,  die  hn 
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Mannscripte  17  Folianten  ftUlcn,  nnd  deren  bereits  begonnener,  dann  aber 
wegen  Entwerthung  der  Assignaten  wieder  aufgegebener  Druck  auf  1200  Folio- 
selten  berechnet  war,  sind  nur  durch  Prony’s  „Notice  sur  les  grandes  tables 
logarlthmiqnes  et  trigonom^triques  adapt^cs  au  nouveau  eystt^me  m6trique 
ddcinnal.  Paris  1824  ln  4.“  allgemeiner'  bekannt  geworden.  — Aus  den  Loga- 
rithmentafeln geht  hervor,  dass  Ihr  eine  Einheit  in  der  5.  Stelle  die  sieben- 
stelUge  Mantisse  bei  10000  um  434,  bei  50000  um  87,  bei  OüOOe  um  43,  also 
durchschnittlich  etwa  um  100  Einheiten  zunimmt.  Es  wird  also  durchschnitt- 
lich eiine  Einheit  in  einer  gewissen  Stelle  der  Zahl  gerade  auch  einer  Einheit 
in  der  cbcnsovielten  Stelle  der  Mantisse  entsprechen,  — oder  man  wird  Im 
AUgomeinen  immer  mit  soviel-stelligen  Ijogarithmen  zu  rechnen  haben,  als 
man  Zahlstellen  berUcksichtlgen  muss.  — Wenn,  wie  cs  für  praktische  Zwecke 
oft  der  Fall  ist,  drei  Stellen  genügen,  so  sind  die  von  Edmund  Gunter 
(Herefordshire  1581  — London  1620;  Professor  der 
Astronomie  in  London)  etwa  1624  erfundenen,  nnd 
sodann  von  Wingate,  Sehclfelt,  Lenoir,  etc.  nach 
und  nach  in  ihre  gegenwärtige  Form  gebraehten 
Beebenaehieber  (Sliding  Rule,  lUgle  k calcul) 
sehr  bequem : Trägt  man  nämlich  auf  zwei  Stäbe 
I und  II,  von  denen  man  II  in  einer  Coulissc  längs 
I verschieben  kann,  je  die  Logarithmen  von  1 bis 
100  in  einer  beliebigen  Einheit  auf,  schreibt  zu  den 
erhaltenen  Thcilstrichen  die  Zahlen  1 bis  100,  und 
bringt  II 1 oder  b zu  I a oder  c,  so  stellt  sich  noth- 
wendig  II b oder  1 zu  Ic  oder  a,  wo  c = axb  ist, 
— man  kann  also  an  I b X b oder  c : b , d.  h.  das 
Product  oder  den  Quotienten  zweier  Zahlen  ablesen. 
Trägt  man  auf  I'  ebenso,  aber  in  doppelter  Einheit 
die  Logarithmen  von  1 bis  10  auf,  und  steht  a'  auf 
I'  neben  a auf  I,  so  ist  a'*  = a oder  a'  = y'a,  und 
wenn  II  so  gestellt  wird,  dass  sein  1 neben  a'  auf 
I'  steht,  so  steht  sein  a'  neben  a‘*  auf  I;  man  kann 
somit  zur  2.  und  3.  Potenz  erheben,  und  umgekehrt 
auch  2.  nnd  3.  Wurzeln  ausziehen.  Trägt  man  auf 
II',  der  Rückseite  von  II,  in  derselben  Einheit  wie 
auf  I'  die  Zahlen  von  0 bis  10  rückwärts,  und  so 
auf,  dass,  wenn  das  1 von  II  neben  dem  1 von  I'  steht,  beim  Umwenden 
gerade  das  0 erscheint,  so  steht,  wenn  1 von  II  neben  a'  auf  I'  gestellt  wird, 
beim  Um  wenden  der  log  a'  da;  man  kann  also  Logarithmen  nnd  Zahlen  auf- 
scblagen,  mit  Hülfe  hievon  höhere  Potenzen  und  Wurzeln  berechnen,  etc. 
Gewöhnlich  sind  auf  II'  auch  noch  die  Log.  Sin.  von  0 bis  00°  und  Log.  Tang, 
von  0 bis  45°  aufgetragen,  wodurch  trigonometrische  Ueberschlagsrechnungen 
ebenfalls  ermöglicht  werden,  etc.  Vcrgl.  für  die  Rechenschieber  „Ph.  Monzln> 
Instruction  sur  la  maniöre  de  se  servir  de  la  R^gle  k calcul.  3 öd.  Paris  1837, 
in  8.,  — Leopold  Carl  Schals  von  Strassnitzky  (Krakau  1803  — Vöslan 
1852 ; Professor  der  Mathematik  in  Wien),  Anleitung  zum  Gebrauche  des  eng- 
lischen Rechenschiebers.  Wien  1843  ln  8.,  — Quintino  Sella  (Mosso  1827; 
Professor  der  Geometrie  und  Director  des  mineralogischen  Museums  zu  Turin), 
Tcorlea  e pratica  del  regolo  calcolatore.  Torino  1850  ln  12.,  — Charles  Hoare» 
Step  by  Step,  or  new  ud  easy  lessons  on  the  Sliding  Rule.  London  (1868?) 
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in  12.“,  nad  vor  Allein  Calmann  (Bei^enbem  1821;  Frofeuor  der 

Ingenlearwissanechafton  un  Schweiler.  Polytechnikum),  Der  Rechenscbieher 
und  sein  Qehrsnch  (DQi  kclhcrg’s  Culturingenieur  1868).“ 

III.  Die  Gleicliangeii  and  Proportionen. 

15.  Gleichheit  und  Gleichaog.  Sind  zwei  Ausdrücke  nur  der 
Form  nach  verschieden,  so  bilden  sie  eine  deichlieit | sind  sie 
dagegen  nicht  wirklich  gleich,  sondern  soll  durch  Bestimmung  einer 
oder  mehrerer  der  in  ihnen  enthaltenen  Gh-össen,  der  gewöhnlich  mit 
den  letztem  Buchstaben  des  Alphabetes  bezeichneten  ÜRbekann> 
teiiy  ihre  Gleichheit  erst  herbeigeführt  werden,  so  bilden  sie  eine 
GleicboDg,  und  jede  Genüge  leistenden  Werthe  der  Unbekannten 
heissen  Wurzeln  derselben.  — Gleichheiten  und  Gleichungen 
werden  nicht  gestört,  wenn  auf  beiden  Seiten  dieselbe  Zahl  addirt, 
mit  derselben  Zahl  multiplicirt  oder  potenzirt,  oder  von  jeder  Seite 
der  Logarithmus  genommen  wird. 

So  Ist  z.  B.  von 

^ = a 4-  h und  a*  -4-  x*  = 2 s x 

das  erste  eine  Gleichheit,  da  jede  Werthe  von  a und  b genOgen,  — daa  rweit« 
eine  Gleichung , da  nur  x =;  a die  wirkliche  Gleichheit  herbeifuhrt.  — Die 
arabischen  Mathematiker  nannten  nach  Messelmann  die  unbekannte  GrSsse 
schai,  ihr  Quadrat  mal,  welche  Ausdrücke  dann  Fibonacci  und  seine  Nach- 
folger durch  res  oder  cosa,  und  censna  oder  censo  wiederzngeben  suchten; 
so  entstand  die  Ars  rei  et  census,  oder  L’arte  della  cosa,  — ans  letsterer 
Beseichnung  aber  die  Coae  der  Utern  deutschen  Mathematiker,  und  die  Un- 
bekannte wurde  ziemlich  lange  Numerus  cossicus  oder  cossische  Zahl  ge- 
heissen, — zuweilen  auch,  wie  z.  B.  von  Rudolff  und  firaffenrlcd.  Radix, 
wofür  dann  abkfirzend  von  Ersterm  1 2Q,  von  Letzterm  Ra  geschrieben  wurde. 

16.  Die  Gleichnagen  ersten  Grades.  Lässt  sich  eine  Gleichung, 
nachdem  man  (15)  sämmtliche  Brüche,  Bruch potenzen , etc.,  weg- 
geschafft, und  alle  Glieder  auf  dieselbe  Seite  des  Gleichheitszeichens 
gebracht  hat,  nach  den  Potenzen  der  Unbekannten  ordnen,  so  heisst 
sie  algebraischs  und  die  höchste  Potenz  bestimmt  ihren  sog.  Grad, 
— lässt  sic  sich  nicht  ordnen,  so  heisst  sie  transcendent.  So  ist 
jede  Gleichung,  welche  sich  auf  die  Form 

ax  -f-  b = 0 bringen , somit  durch  x = ^ 

a 

auf  eine  Gleichheit  reduciren  lässt,  eine  algebraische  Gleichung 
ersten  Grades,  und  der  angegebene  Werth  von  x ihre  einzige  und 
reelle  Wurzel. 

Aua- der  Gleichung 

[4x-3(8-3x-(2-2%x))].-J  = 1 
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folgen  encceselve 

8i  — 3[16  — 6x— (4  — 5x)]  = 10  8 x — 3 (12  — x)  c=  19 

llx  — 36  = 19  Hx  — 55  = 0 x — 5 = 0 

BO  dus  eine  Oleicbnng  ersten  Grades  vorliegt,  welcher  der  reelle  Werth 
X = 5 entspricht.  — Aus  der  Gleichung 

V^=a 

folgen  dagegen  durch  TransposiUon  und  wiederholtes  Qnadrlren  nach  nnd  nach 
f'x*  = a — xj/jT=a*  — 2ay^  + x 

(x  + 3a)VT  = a*  -|-  X (x‘  -f-  ^ + 4 a*)  X = a‘  + 2 a*  X + X* 

X*  (4  a — 1)  x’  -f-  2 a*  X — a*  = 0 

so  dass  eine  algebraische  Gleichung  dritten  Grades  vorliegt,  fOr  deren  Lösung 
auf  19  verwiesen  werden  kann.  — Die  flir  x = 2 identisch  werdende  Gleichung 
2»  + 3x=10 

endlich  ist  transcendent 

11.  Die  Terhiltnigge  nnd  Proportionen.  Ist  a— 11=111  und  a;b=n, 
so  nennt  man  m das  arltbmellscbe,  n das  geometriocbe  Ter- 
bSltnlM  der  Grössen  a und  b;  durch  Gleichsetzung  zweier  ent- 
sprechenden Verhältnisse  aber  erhält  man  eine  sog.  Proportion. 
Vier  Zahlen  bilden  daher  eine  arltbmetlscbe  Proportion 

Sit  wfo  sn 

a . b : c . d wenn  a-4-d  = b + c 1 

eine  geometrlocbe  Proportion 

SV  wl«  SB 

a : b : : c : d wenn  aXd  = bXc  1 

nnd  sind  von  den  4 Zahlen  dreie  bekannt,  so  lässt  sich  die  vierte 
durch  Auflösung  einer  einfachen  Gleichung  ersten  Ghrades  finden. 
Beide  Proportionen  heissen  stetig « wenn  die  inncm  Glieder  gleich 
sind;  letztere  heissen  in  diesem  Falle  mittlere  Proportionalen» 
und  sind  den  betreffenden  Mitteln  (11)  der  äussem  Glieder  gleich. 
— Aus  2 folgen 

a:c::b:d  b:a::d:c  a:bm::c:dm  a+b : b ::  c + d : d Ä 
Ist  ausserdem  e : f : : g : h , so  verhält  sich  auch 

ae:bf::cg:dh  4 

und  wenn  auch  noch  c : d : : e : f , so  ist 

a:b::c+e±g;d  + f+h  B 

Wenn  endbch  a:c;:a  — b:b  — c 6 

so  nennt  man  b barmonlscbes  Mittel  zwischen  a und  c. 

Um  die  Richtigkeit  von  3 bis  5 nachauweisen , hat  man  nur  je  au  aeigen, 
daas  entsprechend  2 immer  noch  dae  Product  der  innern  Glieder  gleich  dem 
der  kuBsem  ist.  So  a.  B.  verhUt  sich 

a + b;b::c  + d:d  sobald  b(o  + d)  = (a  + b)d 

d.  h.  wenn  b c = a d , was  nach  2 wirklich  statt  hat  Dabei  lässt  sich  jede 
dieser  neuen  Proportionen  leicht  in  Worten  anssprechen;  so  sagt  a.  B.  die 
eben  behandelte  aus;  In  jeder  Proportion  verhüt  eich  die  Summe  oder 
Differens  der  ersten  Glieder  aum  ersten  oder  aweiten  Gliede,  wie  sich  die 
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Summe  oder  DilTercni  der  letzten  Glieder  zum  dritten  oder  vierten  Gllede 
verhalt.  — Hat  man 

x:g::g:y  x:y::x  — h:h  — y 


g = 


_ g* 


X . a : a . y 
80  dass  nach  Obigem 

n-^  + y 
- 2 

der  Reibe  nach  arithmetiacheg,  geometrisches  und  harmonischee  Mittel  zwischen 
X und  y sind,  so  besteht  somit  auch  die  stetige  Proportion 

a:g::g:h  g 

Vergi.  93.  — Ist  i=:y—  1,  so  verhalt  sich 

(I  l)ii::l:(-l) 

und  es  heisst  darum  i,  als  gewissormaassen  der  Senkrechten  entsprechend, 
in  geometrischer  Anschauung  eine  laterale  Zahl.  — Als  Beispiel  fllr  zu- 
sammengesetzte Proportionen  mag  Folgendes  dienen ; hoch  kommt  die 

Berliner-Eile,  wenn  die  Anne  (der  Stab)  3 Fr.  25  Cts.  kostet,  und  300 
Fr.  = 80  Thlr.  preuss.  Cour,  ä 30  Silbergroschen,  7 Berliner-Ellen  aber  gleich 
4 Aunes  sind?“  Man  erhält  nach  der  Aufgabe,  wenn  x den  Preis  der  Berliner- 
Elle  in  Silbergroschen  bezeichnet,  die  Proportionen 
xSgr.  : Fr.  =4:7 

IFr.  : 1 Sgr.  = 80. 30:300  , , „ 

also  d.  MulL 

X : 13  =8:7  d.  h.  x = 14‘/,  Sgr. 

oder  durch  dircctcs  Raisonnement 

* = ^‘Vw4  = >^‘'^Sgr. 
oder  nach  der  sog.  Kettenregel  den  Ansatz: 


d.  h. 
oder 


nach  welchen  Mustern  man  sich  leicht  ln  andern  Fällen  durcbhelfen  wird. 


X Sgr. 

1 Bcrl.-EUo 

7 Bcrl.-Ellen 

4 Aunes 

1 Auno 

3'/,  Fr. 

»00  Fr. 

80  Thlr. 

1 Thlr. 

00  Sgr. 

7x 

8.  13 

X 

14* V Sgr. 

18.  Oie  Gleichnogen  zweiten  Gradei.  Jede  Gleichung  zweiten 
Grades  lässt  sich  auf  die  Form 

x*-+-2ax-j-b  = 0 1 

bringen,  und  hieraus  folgt  

X*  -f-  2a  X - ( a*  = a*  — b oder  x = — a + Va*  — b ® 
Sie  hat  somit  zwei  reelle,  gleiche  oder  imaginäre  Wurzeln,  je  nach- 
dem a*  > , = , < b ; — 2a  ist  gleich  der  Summe , -1-  b gleich 
dem  Producte  beider  Wurzeln. 

Hat  die  Gleichung  die  Form 

n X* -f- ^x -f-y  = 0 S 

so  erhält  man  durch  Vergleichung  mit  1 

a=^  b = -^  also  nach  2 x = ~^^^^  4 

2o  a 2o 
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Ffir  die  trigonometrische  AnflSsung  vergL  101.  — Ist  z.  B.  die  Gleichung 
V2x  + 7 + V3 X — 18  = yi  X + 1 

gegeben,  so  erhllt  man  aus  ihr  durch  Quadriren  und  Rcduciren  nach  und  nach 
ye  X»  — 15 X — 126  = X + 6 und  5 x*  — 27 x—  162  = 0 
also  eine  Gleichung  zweiten  Grades,  und  aus  dieser  nach  4 


_27  + 2340  27  + 63  _ |+9 

* ~ 10  ~ lü  “ t — 3% 

£in2clDe  höhere  Qleichangen  lasBen  eich  durch  xweckmäsaigc  SnbatitutioneQ 
auf  Qleichungon  zweiten  Grades  reduciren,  und  dadurch  lösen.  8o  geht  z.  B. 
die  Gleichung 


wenn  man  x 


V. 


•/ — ^ */ — ^ 

yä*— v^=i2 

= y setzt,  in  die  quadratische  Gleichung 


y*  — y — 12c=0  über,  aus  der 
folgt,  so  dass  die  vier  Werthe 


1+7  (+< 

2 “1  — 3 


x = V^z=  + 8,  —8,  +5,196. i,  — 6,196. i 
der  vorgegebenen  Gleichung  genflgcn. 


19.  Die  Gleichongen  dritten  Grades.  Jede  Gleichung  dritten 
Grades  lässt  sich  auf  die  Form  bringen 

x*-+«x2  + jffx+y=o  1 

diese  durch  die  Substitution  x = y ^ und  allfällige  Umsetzung 

von  y in  — y auf 

y®-+3ay  — 2b  = 0 Z 

und  diese  endlich  durch  die  neue  Substitution  y = u auf  die 

•'  u 


quadratische  Form 

u®  — 2bu®  — a*  = 0 woraus  (18)  u = Vb  + Vb*  + a*  ® 
folgt.  Da  aber  

_i_y=3  4 


s*  — a = [x  — Va]  [s 


2 ■ ' 2 
so  bat  jede  Zahl  a drei  dritte  Wurzeln,  und  wenn  man 

A = V’b+-VbM^  B = V'b  — + ? * 

setzt,  so  erhält  man,  zunächst  A für  u einführend,  die  drei  Werthe 


71  = A 


= A + B 


72 

7s 


— 1-+V=^.  a 

■ A 


_i_yn3 


— i-t-yzTä 


2 

a 


— 1 — 


^ + ^y=73 

6 

A+-B A — By — g 

2 2 


und  dieselben  Werthe,  die  zusammen  die  sog.  Cardaolscbe  Formel 
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bilden,  würden  sich  auch  durch  Einführung  von  B für  u ergehen. 
Ist  h*  + a*  positiv,  so  ist  nur  yj  reell,  für  Null  oder  (101)  negativ 
werden  es  dagegen  auch  y2  und  y3. 

Führt  man  in  1 den  angegebenen  Werth  für  x ein,  so  erhUt  man 


1 / “*  I z’®  “*  *‘ß  I \ n 

y’-(— — ^)y  + (-27 r+y)=o 


also  2,  vrenn  man 


9 aß  — 2a*  — 27y 
' 64 


setzt.  — Die  neue  Substitntion  für  y gibt  direct 

n» r — 2b  = 0 

u* 

also  3,  sofern  mit  u*  muIUplicirt  wird.  — Moltiplicirt  man  in  4 die  zwei 
letzten  Foctoren  rechts,  so  crbllt  man  das  Product 

x’  -(-  * 

und  durch  ZufDgen  des  ersten  Factors  das  neue  Product  x*  — a,  d.  h.  die 
Seite  links,  so  dass  4 nachgewiesen  ist.  Je  nachdem  für  u entsprechend  4 
einer  der  drei  Werthe  

eingeführt  wird,  erhUt  man  endlich  für  y die  drei  Werthe  6;  so  s.  B.  gibt 
der  erste 

, = A + B 
Vb«  — (b«-f-a») 

etc.  — Ist  b*-|-s*  negativ,  so  werden  A und  B,  und  damit  scheinbar  auch 
alle  drei  Werthe  von  y imaginlr,  — wlthrend  gerade  in  diesem  Falle,  wie  die 
trigonometrische  Lösung  in  101  zeigt,  olle  drei  Wurzeln  reell  sind.  — Hat 
man  z.  B.  die  Gleichung 

X*  - 10x*  + 34x  -40  = 0 
so  erhält  man  nach  1 und  7 


V -A-— -A_.i2--A. 
y,_A  A aB~^ 


o = — 10  ß=.M 
also  entsprechend  2 


10 


2 


y = — 40  a = — b = — Vb*4-a*  = — ~ 

^ 0 27  ^ 3 |/T 


y*  + — y — — =0 
^ ^ 3 ^ 27 

und  nach  5 und  6 successive 


8 ^ VT 

2 


B = - 


1 

VT 


A + ß=- 


y*=T 


1 


yt--f +-j^V-3=-y+» 


"-^=vf 

y.=-y-i 


also  endlich  für  die  vorgclegte  Gleichung  die  drei  Wurzeln 


« 2 , 10  . 

*'-y>“T-T+T-‘* 


x,  = 3 + l 


x,  = 3 — i 


Die  Auflösung  der  Gleichung  2 scheint,  wenigstens  so  weit  es  die  reelle 
Wurzel  anbelangt,  schon  ^cipione  dal  Ferro  (Bologna  14..  — Bologna  1525; 
Lehrer  der  Mathematik  in  Bologna),  — hold  nachher  und  unabhängig  von 
ihm  aber  auch,  in  Folge  eines  Anfgaben-Wettkampfes,  Tartaglia  gefunden 
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■n  heben.  Letiterer  theilte  seine  Lösnng  1630  Cardano  auf  dessen  inständiges 
Bitten  mit,  nnd  dieser  poblicirte  eie  sodann,  znwider  gegebenem  Versprechen, 
aber  allerdings  unter  BeifOgen  des  Beweises  nnd  Erweiterung  auf  1,  in  seinem 
„Ärtis  magnn  sive  de  regulis  Algebrm  über  unus.  Mediolani  1646  in  fol.“, 
worüber  sich  sodann  Tartaglla  in  seinen  „Quesiti  ed  inveneioni  diverse. 
Veneaia  1640“  mit  Recht  bitter  beklagte;  aber  die  Regel  behielt  dennoch  nach 
wie  vor  den  Namen  der  Cardanlschen,  wie  z.  B.  schon  die  Titel  der  Schriften 
„A.  0.  K&atner«  Formula  CardanL  Qottingas  1757  io  4.,  — £.  Büchner, 
Cardanns  Formel.  Hildburghausen  1867  in  4.,  — etc.“,  zeigen. 

SO.  Die  Gleichnngen  höhero  Grades.  Jede  algebraische  Gleichung 
besitzt,  wie  Gauss,  Cauchy,  etc.  nachgewiesen  haben,  eine  Wurzel 
der  Form  o = a+bi,  und  lässt  sich  somit  durch  (x  — a)  ohne  Rest 
theilen.  Es  hat  also  jede  Gleichung  vom  n‘*“  Grade  nothwendig 
n Wurzeln , unter  denen  aber  paarweise  imaginäre  Vorkommen 
können.  Zur  Auflösung  höherer  numerischer  Gleichungen  dienen 
verschiedene  Näherungsmethoden,  praktisch  wolil  am  Besten  die 
sog.  Regula  Falsi  (132). 

Da  in  den  seltenen  Fällen,  wo  praktisch  eine  höhere,  und  dann  immer 
nur  eine  numerische,  dagegen  gar  nicht  immer  nur  eine  algebraische  Uleichung 
zur  Lösung  vorliegt,  kaum  eine  andere  Methode  als  die  im  Texte  erwähnte, 
alle  Fülle  beherrschende  Regula  Falsi  (für  welche  ausser  132,  auch  44  und 
60  zu  vergleichen  sind)  zur  Anwendung  kömmt,  so  mag  es  hier  genügen,  die 
sog.  Theorie  der  höhorn  Gleichungen  mit  folgenden  historisch -literarischen 
Notizen  zu  bedenken:  Ludovico  Ferrari  (Bologna  1522  — Bologna  1565 j 
Schüler  von  Cardano,  dann  Professor  der  Mathematik  zu  Mailand  und  Bologna) 
zeigte,  dass  man  zu  jeder  Gleichung  4'*>>  Grades  eine  Hülfsgieichung  3<»  Grades, 
die  sog.  Reaolveate  Eulcr’s,  finden  könne,  aus  deren  Wurzeln  eich  ihre 
Wurzeln  leicht  darstellen  lassen ; vergl.  Cardano's  oben  erwähnte  Ars  magna, 
— Euler’s  Abhandlung  „De  formis  radicum  eequationnm  cujusquo  ordinis 
conjectatio  (Comment.  Petrop.  VI),  — etc.  — Alb.  Girard  lehrte  in  seiner 
Schrift  „Invention  nouvella  en  l’AIg^bre,  tant  ponr  la  soIution  des  öqnations, 
que  pour  recoignoistre  le  nombre  des  Solutions  qu’elles  re^oivent,  avec  pln- 
sieurs  choscs  qui  sont  nöcessaires  k la  perfcction  de  ceste  divine  scicnce. 
Amsterdam  1620  in  4.“,  dass  jede  algebraische  Gleichung  vom  n<'°  Grade  auch 
n Wurzeln  habe,  und  der  Coefficient  der  (n  — h)*'“  Potenz  der  Unbekannten 
die  Summe  der  Combinationen  sämmtlicher  Wurzeln  zur  Classe  h enthalte.  — 
Deaeartes  fand,  dass  jede  Gleichung  höchstens  so  viele  positive  Wurzeln 
als  Zcichenwechsel,  also  z.  B.  x*-|-3x  — 5 = 0 höchstens  Eine  positive  (und, 
da  sie  für  x = — y in  y’-|-3y4-5  = 0 übergeht,  keine  negative)  Wurzel 
habe.  — Gausa  demonstrirte  in  seiner  Promotionsschrifl  „Demonstratio  nova 
theorematis  omnem  functionem  algebraicam  rationalem  integram  unius  varia- 
bllis  in  factores  reales  primi  vel  secundi  gradus  resolvi  posse.  Hclmstadii 
1769  in  4“  zum  ersten  Mal  in  strenger  Weise  die  Richtigkeit  des  im  Texte 
gegebenen  Satzes.  — Abel  wies  durch  sein  „Mömoirc  snr  les  öqnations 
algöbriques  öu  l’on  dömontre  Timposslbilitö  de  la  rösolution  de  i’öquation 
gönörale  du  cinquiöme  degrö.  Cbristiania  1824  (Auch  Bd.  1 von  CreUe’s  Jour- 
nal)“ nach,  dass  man  nach  dieser  Seite  zu  einem  gewissen  Abschlüsse  ge- 
kommen seL  — Stiurm  zeigte  (vcrgl.  die  in  5 cltirte  Algebra  von  Mayer  et 
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Choqnet),  dus,  wenn  man  zn  f (z)  die  erste  Ableitung  f,  (x)  (vergL  6B)  auf- 
■nche,  — ferner  unter  f,  (x)  den  Gegensatz  des  Restes  der  Division  von  f (x) 
durch  f,  (x),  — unter  f,  (x)  den  Gegensatz  des  Restes  der  Division  von  f|  (x) 
durch  f,  (x),  — etc.  verstehe,  — dann  in  diesen  Functionen,  deren  Letzte 
fr  (x)  den  constanten  Werth  a haben  möge,  x einmal  durch  o,  und  ein  andermal 
durch  ß>a  ersetze  (wo  aber  weder  a noch  ß Wurzeln  von  f (x)  sein  dürfen), 
— und  nun  flnde,  dass  die  Reihe  dieser  Funetionen  für  x = a eine  gewisse 
Anzahl  n Zeichenwechsel  mehr  zeige  als  für  z = /!,  f (x)  nothwendig  n reelle 
Wurzeln  zwischen  a und  ß besitze.  Nur  in  dem  besondern,  das  Vorhandensein 
gleicher  Wurzeln  andeutenden  Falle,  wo  a = 0 werden  sollte,  also  offenbar 
(vergl.  13)  fr— 1 (x)  ein  Thciler  von  f (x)  ist,  Usst  das  Verfahren  im  Stich,  — 
cs  sei  denn,  man  sondere  diesen  Theiler  ab,  und  bilde  die  Reihe  der  f noch- 
mals. Ist  z.  B. 

f(x)  = x<  — 8x*  + 28x*  — 28X  + 12 
so  erhUt  man  nach  obiger  Vorschrift  die  Sturm’sche  Reihe 
f,  (x)  = 4x‘  — 24x*  + 46x  — 28 

f.(x)  = .Lx«-2x-|-2 

f,  (x)  = 2 X — 4 =:  2 (x  — 2) 

f4W  = 0 

also  hat  f (z)  den  Theiler  z — 2 ; sondert  man  diesen  ab , so  erhUt  man  die 
neue  Reihe 

f (x)  = x>  — 6x*  + llx  — 6 
f,  (x)=3x*  — 12x-f-ll 

fi(x)  = V,x-V. 

f,(x)  = 8 

nnd  aus  dieser  erhUt  man  für  die  Substitutionen 


0 

Vt 

1 

V. 

2 

% 

8 

V. 

t (X) 

— 

— 

0 

+ 

0 

— 

Ö 

+ 

f|(x) 

+ 

+ 

— 

— 

+ 

j;(x) 

— 

— 

— 

+ 

+ 

fs(x) 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

Wechsel 

3 

3 

2 

1 

0 

also  hat  die  Gleichung 

X*  — 6x*-fllx  — 6 = 0 

zwischen  0 und  '/,  keine,  zwischen  '/,  und  */t  ^üie  (nlmllch  1),  zwischen  '/, 
nnd  */,  eine  zweite  (nUnlieh  2),  und  zwischen  und  ’/i  »och  eine  dritte 
Wurzel  (nimlich  8),  und  die  Gleichung 

x<  — 8x*  + 23x*  — 28x-t-12  = 0 

hat  ausser  diesen  drei  Wurzeln  noch  die  dem  Theiler  x — 2 entsprechende 
ZwUlIngswurzel  2.  — Vergleiche  ferner  ,.Lagrange,  Traitd  de  la  rdsolution 
des  dquations  nnmBriqnes.  Paris  1708  in  4.  (3  £d.  1826),  — Fourier,  Analyse 
des  dquations  d4termtnöes.  Paris  1831  in  4.,  — Moritz  Wilhelm  Drobiach 
(Leipzig  1802;  Professor  der  Mathematik  und  Philosophie  zu  Leipzig),  Lehre 
von  den  hshem  nnmerischen  Gleichungen.  Leipzig  1834  in  8.,  — Carl  Heinrich 
Gräffe  (Braunschweig  1790;  Professor  der  Mathematik  in  Zürich),  Die  Auf- 
lösung der  hohem  nnmerischen  Gleichungen.  Zürich  1887  in  4.  (Znsitze  1830; 
Bearbeitung  von  Encke  in  seinem  jabrbnehe  auf  1841  nnd  in  Grelle  22),  — 
Karl  Jelinek  (Brünn  1822;  früher  Professor  der  Mathematik  ln  Prag,  jetzt 
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Dlrector  der  k.  k.  Centralanstalt  für  Meteorologie  in  Wien),  Die  Auflösung 
der  hShem  numerischen  Gleichungen.  Leipeig  1805  in  4.,  — etc.“ 

91«  Gleichangen  mit  mehreren  Unbekannten.  Hat  man  n Glei- 
chungen mit  n Unbekannten,  so  können  sie  auf  (n — 1)  Gleichungen 
mit  (n  — 1)  Unbekannten  reducirt  werden,  indem  man  mittelst  einer 
derselben  eine  Unbekannte  durch  die  übrigen  ausdrückt  und  den 
so  gefundenen  Werth  in  alle  andern  Gleichungen  einsetzt.  Wendet 
man  dieses  ElimlnatlonSTerrahren  an,  bis  mau  auf  Eine  Gleichung 
mit  Einer  Unbekannten. gekommen  ist,  so  gibt  diese  den  wirklichen 
Werth  derselben,  und  mit  seiner  Hülfe  lassen  sich  sodann  auch  die 
übrigen  Unbekannten  definitiv  berechnen.  So  z.  B.  findet  man  auf 
diese  Weise  aus 

a,x -t-b,y-|-ciz  = d,,  ajx-f-bjy+ca  z = d2,  UjX  ‘ b3y-+-C3Z  = dj  1 
wenn  man  die  sog.  Determinante  (vergl.  34) 

Piqtfj  — Piqsfz— Pzqua  f-iizqai-i-l-i^qirz— P3q2H=[p.  q»  «•]* 
setzt, 

^ [d,  b,  c]  _ [d,  c,  a)  ^ a 

[a,b,  c]  ^ [a,h,  c]  [a,  b,c] 

In  speciellen  Fällen,  und  namentlich  wenn  alle  Gleichungen  vom 
ersten  Grade  sind,  lassen  sich  oft  sehr  erleichternde  Verfahren  an- 
wenden. So  z.  B.  findet  man  aus  der  halben  Summe  und  der  halben 
Differenz  zweier  Zahlen  durch  Addition  und  Subtraction  diese  Zahlen 
selbst.  Hat  man  ferner  z.  B.  zwei  Mengen  mj  und  m2  zu  den  Preisen 
Pi  und  p2,  und  bezeichnet  m die  Gesammtmenge,  p aber  den  Durch- 
schnittspreis, BO  ist  offenbar 

m . p = mi . Pi  -f-  mj . p2  und  m = m|  mj  4 
und  hieraus  folgen  durch  Elimination  von  m oder  mj 

®i(p  — Pt)  = m2(Ps  — P)  «nd  m(p  — p2)  = m|(p|— j)2)  S 
womach  sich  die  Hauptaufgaben  der  sog.  Alllgatloiu-  oder 
Miscbangsrechnang  lösen  lassen.  — Ist  die  Anzahl  der  Glei- 
chungen kleiner  oder  grösser  als  die  Anzahl  der  Unbekannten,  so 
wird  in  ersterm  Falle  die  Elimination  eine  Endglcichung  mit  minde- 
stens zwei  Unbekannten  (eine  sog.  unbestimmte  Gleichung,  der  un- 
endlich viele  Systeme  von  Werthen  genügen;  s.  22),  — in  letzterm 
Falle  mindestens  Eine  Gleichung  zwischen  Bekannten  (eine  sog. 
Bedingungsgleichung;  s.  194)  ergeben.  Vergl.  auch  210. 

Hat  man  zwei  Gleichungen  vom  craten  Grade  mit  zwei  Unbekannten , so 
kann  man  die  Elimination  in  sehr  verschiedener  Weise  vollziehen:  Entweder 
rechnet  man  aus  der  Einen  die  eine  Unbekannte  aus,  wie  wenn  die  andere 
bekannt  wäre,  und  aabstitiilrt  ihren  Werth  in  die  zweite  Gleichung;  so 
olgcn  z.  B.  aus 

3 X -f  15  y = 573  6 x -J-  4 y = 236 

anccessire 
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673  — 15  y 

x = = ~ 

3 

6(191  — 6y)-t-4y  = 236 
_ 910  _ 

y—  26 


191  — 5 y 
910  — 26y  = 0 
x = 191  — 6.86  = 16 


Oder  man  rechnet  ang  beiden  Oleichungcn  dieaelbe  Unbekannte  ans,  nnd 
eompnrtrt  durch  Oleichsetxnng  die  erhaltenen  Werthe;  so  folgen  a.  B.  ans 
14x  + 6y  = 826  39x  = 14y  — 1609 

BuccessiTe 


826  — 14  X 

y=-  5 - 

826  — 14  X _ 1609  + 39  x 
5 14 

3619  = 391. X x = 9 


y = 


1609  4- 39 X 
14 


14  (826  — 14  x)  = 6 (1609  + 89  x) 
826  — 14 . 9 


y = 


= 140 


Oder  man  sucht  die  kleinste  Zahl,  in  welcher  die  Coeffleienten  der  einen 
Unbekannten  in  beiden  Gleichungen  enthalten  sind,  multipUcirt  jede  Gleichung 
mit  dem  ihr  fehlenden  Factor,  und  ellmlnirt  durch  Subtraction  oder  Addition 
der  neuen  Gleichungen,  je  nachdem  die  ausgeglichenen  Glieder  gleiches  oder 
entgegengesetstoa  Zeichen  haben;  so  folgen  x.  B.  aus 

89x  — 28y  = 82  42x  + 16y  = 486 

da  89  nnd  42  in  14.39  = 646  = 18.42  , 28  und  16  aber  in  16.28  = 420  ent- 
halten sind,  Buccessive 

646 . X — 892  . y = 448  686  . X — 420 . y = 480 

646 . X + 195  . y = 6318  1176  . x + 420 . y = 13608 

also  ans  den  ersten  durch  Subtraction 

687 . y = 6870  oder  y = 10 

und  ans  den  letstem  durch  Addition 

1761 . X = 14088  oder  x = 8. 

Oder  man  multipUcirt  nach  der,  den  Namen  von  Et.  Beroet  (vergl.  dessen 
„Tbdorie  gdndrale  des  dquaUons  algdbriqnee.  Paris  1779“,  und  verschiedene 
betreffende  Abhandlungen  in  den  Par.  Mem.)  tragenden  Methode  die  eine 
Gleichung  mit  einem  vorlluflg  unbestimmten  Factor,  addlrt  sie  so  der  andern, 
nnd  bestimmt  nun  den  Factor  so,  dass  die  eine  oder  andere  Unbekannte  weg- 
fUlt;  so  folgt  s.  B.  ans 

x + 2y  = 10  4xH-3y  = 20 

wenn  p ein  vorl&uilg  unbestimmter  Factor  ist, 

(1  + 4 p)  X + (2  + 3 p)  y = 10  + 20  p 
also , je  nachdem  p = — oder  p = — ’/,  gesetst  wird , 

5 «j.  ö 10,.  „ 

— y = 6 d.  h.  y = 4 oder 3-  * = 3"  * = 2. 

4 .00 

In  einselnen  Fällen  lg«««  man  auch  noch  besondere  Knnst^lffe  anwenden: 
Bat  man  i.  B. 


Vt 


a 


ax  — b 


so  erhUt  man,  wenn  man  die  erste  Gleichung  quadrirt  nnd  nmstUrst,  dann 
mit  der  zweiten  multipUcirt,  etc.,  snccessive 

y _ b«  b b« 

X a*  X a* 

a*b  b»  ab» 


J U U-  . «SS« 

— = — r * = — r — a»b  = b’x 


X =- 


■b» 


y = - 


-x  = 


a‘  — b» 
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H»t  man  3 , 4 , . . . Gleichungen  des  ersten  Grades  mit  8 , 4 , • ■ . Unbekannten, 
so  kann  man  eie  in  gans  analoger  Weise  wie  3 Gleichungen  mit  2 Unbekannten 
behandeln;  so  s.  B.  erbUt  man  ans  den  3 Gleichungen  1,  indem  man  in  Er- 
weiterung von  Besout's  Methode  die  3.  mit  p,  die  8.  mit  q multlpUcirt,  und 
dann  alle  drei  addlrt 


(*i  + «t  P + »1  q)  I + Oh + bl  P + b,  q)  y + K + Cs  P + Cs  q)  * = d, + d,  p -f  d,  q 
Setat  man  nun  sur  Bestimmung  von  p und  q die  swei  Gleichungen 
bi  + b,p-f  b,  q = 0 c,-|-c,p-f  c,q  = 0 

fest,  and  addirt  sie,  nachdem  man  letstere  mit  r multiplicirt  bat,  so  erbklt  man 

bl  + C|  r-f-  (b,  + c,  r)  p + 0>i  + «.  0 q=  0 

Hieraus  folgt  aber  für 


r = -^ 

«I 

r = --^ 


sofort 


_b^c,r  _ b,  c,  - b|  c, 
b,-f-c,r  b,c,-b,c, 
q — b,  + c,  r _ b,c,  — b,e. 


bi  + c» 


b,  c,  — b,  C( 


alao  aus  der  frflbero  01elcb\ing 
^ d|  d|  p -f-  d|  q 
~ »i  + *iP  + *iq 

_ d,  (b,  c,  - b,  c,)  + d,  (b,  c,  — b,  c,)  -f-  d,  (b,  c,  — b,  f,) 
a,  (b,  c,  — b,  0,)  -f  a,  (b,  c,  — b,  c,)  + s,  (b,  c,  — b,  c, ) 

_ d|  b,  c,  — d,  b,  e,  — d,  b|  e,  -f-  d,  b,  c,  + d,  b,  e,  — d,  b,  e, 
a,  b,  c,  - a,  b,  c,  — a,  b,  0,  -f  a,  b,  c,  + a,  b,  c,  — a,  b,  c, 

_ [d,  b,  c] 

[a,b,  c] 

wie  in  3,  — und  gans  entsprechend  kOnnen  die  Werthe  von  y und  z erhalten 
Werdern  — Auch  wenn  die  gegebenen  Gleichungen  höhern  Oradea  sind,  so 
l&sst  sich  die  Elimination  in  manchen  FUlen  noch  ganz  in  ähnlicher  Weise 
vollziehen,  besonders  wenn  wenigstens  eine  der  Gleichungen  in  Beziehung  auf 
eine  der  Unbekannten  noch  vom  ersten  Grade  ist;  so  folgen  z.  B.  aus 


2]/r::^=y-f8 

successive 

4(x-6y)  = ,‘-|-6y  + 9 
^_y»-f-30y  + 9 

y.  + 30y  + 9 = 4(y«  + 4y  + 6) 
und  also  nach  18:3,4 


Vr^  = y-{-2 

x-l  = y‘-|-4y-f  4 
x=zy‘  + 4y-|-5 
3y*-14y-f-ll  = 0 


14  + ^14«  — 4 . 8 . 11  _ 14  + 8 _ pV»  _f33'/s 

9.3  ~ B ~\l  *~\10 


In  andern  FUlen  kann  noch  ein  speciell  der  Aufgabe  angepasster  Kunstgriff 
dnrchhelfen;  so  erhUt  man  z.  B.  aus 

x*-|-iz  = a x*-)-y*  = b y*-f-s*=c 

indem  man  die  zweite  Gleichung  von  der  Somme  der  ersten  und  dritten  ab- 
siebt,  auf  einen  Schlag 

z'  + yzzaa-h-f  c 


In  manchen  P^en  jedoch  llsst  sich  die  Elimination  gar  nicht  durchführen, 
and  man  muss  neuerdings  froh  sein,  in  der  Regula  Falsl  ein  Universalmittel 
zu  besitzen,  welches  auch  da  (vetgl.  das  in  133  gegebene  Beispiel)  nicht  im 
Stiche  lisst,  d.  h.  bei  numerisohen  Gleichungen  ohne  vollzogene  Elimination 
Wsif,  Hudtnua.  L 4 
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die  Unbekannten  mit  jeder  beliebigen  Annlherong  an  beatimmen  erlaubt  — 
Znm  Bchlnaee  mBgen  noch  zur  Erlkntemng  der  Mlechungsrecbnnng  folgende 
Beizpiele  folgen : Hat  man  6 Baum  Wein  ii  80  Fr. , nnd  will  sie  mit  Hülfe 
eines  120  Fr.  werthen  Weines  zur  Erstellung  eines  90  Fr.  werthen  verwenden, 
so  hat  man  nach  S von  dem  2.  Weine  m,  = 0 (90  — 80):  (120 — 90)  za  2 Baum 
zn  nehmen.  — Hat  man  4 Loth  18-lcaratiges  (auf  24  Oewiohtsthelle  6 Kupfer 
haltendes)  Oold , oder  Oold  von  760  Feingehalt  (760  Oold  auf  1000  Theile) 
und  2 Loth  Oold  von  12  Karaten  oder  600  Feingehalt,  so  hält  nach  4 die 
Mischung  (4.18-f  2.12):6=zl6  Karate  = 666%  Feingehalt  — WUl  man  2 S 
vierzehnl6thiges  (auf  16  Oewichtstheile  2 Kupfer  haltendes)  Bilber  mit  acht- 
IBthigem  Bilber  mischen , um  Bilber  von  10  Loth  oder  626  Feingehalt  zn  be- 
kommen, so  hat  man  nach  6 von  der  zweiten  Leglrung  2 (10 — 14):  (8  — 10) 
= 4 zn  verwenden.  — BoU  man  3 S sechspfOndigen  (6  S Zinn  auf  1 S 
Blei  haltenden)  Zinnes  mit  einer  andern  Zinnsorte  mischen,  so  dass  man  7 S 
siebenpfündiges  Zinn  (Zinn  von  */,  Oehalt)  bekömmt,  so  hat  man  nach  6 hiefür 
P,  = (7.*/t  — 8 . */i) : (7  — 8)  = '/,  oder  achtpfündiges  Zinn  zu  nehmen.  — Etc. 


SS.  Die  nnbeitimmten  Gleichaogeil.  Um  z.  B.  eine  unbestimmte 
Gleichung  der  Form 

ax  by  = c 

wo  a,  b,  c ganze  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Factor,  a<b 
und  a prim  zu  b sein  sollen,  in  ganzen  Zahlen  aufzulösen,  bildet 
man  successive , wenn  qi  q* . . . Quotienten , rj  r* . . . Reste  sind , die 
Hülfsgleichungen 


c — by  


qi  — qzy  +pi 


wo 


Pi 


_ »'I  — rty 


r,  — ap, 

y = — = qi— qtPi+p* 


P2  = 


— r«  Pi 


*"2 


etc. 


Setzt  man  diese  Operation  fort,  bis  ein  Rest  r*s  = 1 wird,  so  werden 
offenbar  für  jeden  beliebigen  ganzen  Werth  von  ph  alle  frühem  p, 
sowie  X nnd  y ebenfalls  ganze  Zahlen,  und  man  erhält  somit  im 
Allgemeinen  unendlich  viele  Auflösungen,  — in  speciellen  Fällen, 
wo  z.  B.  nur  positive  Werthe  von  x und  y Bedeutung  haben  können, 
jedoch  vielleicht  auch  gar  keine. 


Izt  z.  B. 

so  erhllt  man  successive 


6 X -)-  7 y =s  83 


x = 


y + p 


WO 


ftlao 


y_  i_^_l_2p_|-q 

p = l-2q 


ys5.q--l  xss8  — 7.q 

Wo  nun  jeder  gante  Werth  von  q auch  flJr  x und  y gante  Werthe  gibt.  FOr 
q r=  1 wird  t.  B.  y = 4 und  x ^ 1,  nnd  dieea  lat  augleich  die  einsige  Auflösung 
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in  positiven  gsnsen  Zshlen.  — Die  lu  nnbestimmten  Gleichungen  fahrenden 
Anfgsben  Irsgrn  such  oft  den  Namen  von  Diopbanti  der  sich  luerst  mit 
ihnen  befasst  in  haben  scheint 

M»  Traoicendente  GleiclinilgeD.  Einzelne  transcendente  Qlei- 
chongen  lassen  sich  auf  algebraische  zorückfUhren ; so  z.  B.  können 
namentlich  manche  sog.  ExponentlalglelehanKen  y d.  h.  Glei- 
chungen, bei  denen  die  Unbekannte  als  Exponent  erscheint,  durch 
Gleichsetzen  der  Logarithmen  beider  Seiten  oder  sog.  Logarlth» 
miren  auf  Gleichungen  vom  ersten  Grade  reducirt  werden  (vergl. 
26,  27);  alle  nnmerlacbeii  transcendenten  Gleichungen  aber  sind 
wie  die  algebraischen  mit  Hülfe  der  Regula  Falsi  (132)  löslich. 

Ist  s.  B. 

(-^)‘  = 6,85  oder  (2,6)*  = 2,6* 

so  ergibt  sich  ohne  weiteres  z = X — Ist  dagegen 
a*-f  b**  = 2a.b* 

so  hat  man  suceessive 

(a-b>)>sO  a = b> 

Ist  endlich 

(f)'.e- 

so  findet  man  nach  und  nach 

z* . log  8 — X log  8 =3  (z  -f-  3)  log  8 z*  — z = z 8 

X«  — 2z-fl  = 4 z— 1 = + /T  z = l±2 
und  so  fort 


. . . log  a 

loga=z.logb  * = 

»S.X 

oder  i = 8‘  + * 

8* 


S4.  inutx  der  CleiehODgeD.  Um  die  in  einer  Aufgabe  aus- 
gesprochenen Beziehungen  zwischen  Bekannten  und  Unbekannten 
durch  Gleichungen  anszudrücken,  denkt  man  sich  Letztere  ebenfalls 
als  bekannt,  und  rechnet  mit  ihnen,  wie  wenn  man  ihre  Richtigkeit 
prüfen  wollte.  Stellen  z.  B.  t und  T die  Zeiten  vor,  in  welchen 
zwei  Punkte  einen  Umlauf  vollenden,  und  x die  Zeit,  in  welcher  der 
erstere  den  andern  je  einmal  überholt,  so  findet  man  auf  diese  Weise 


I + t-Y 


d.  h. 


T.t 


und  so  ähnlich  in  andern  Fällen. 


oder 


t 


T.r 

T-+-Z 


Michael  Stlfel  gibt  in  einem  Anbange  su  RudoUTs  Cosa  (auf  ful.  147  der 
Ansgabe  von  1663)  folgende,  mit  der  Obigen  flbereinstimmende  Regel  sum 
Aniatse  der  Gleichungen ; „So  dir  furkompt  etwas  sn  rechnen,  so  hab  erstlich 
acht  auff  das  facit,  Dafür  sets  1 2fi  (vergl.  16;  fOr  weitere  Unbekannte  branoht 
er  1 A,  1 B,  etc.)  Und  lass  dir  fein  langsam,  die  anffgab  wlderumb  von  stuck 
SU  Stack  fQrgeben,  also  das  du  mSgest  mit  deinem  facit  (das  Ist  1 2Q)  handlen 
nach  allen  stucken  deraelbigen  sufTgab,  so  wirstu  kommen  auff  ein  vergleychung 
aweyer  zalen,  die  wol  nngleyoh  sind  an  der  verseychniss , aber  doch  gleich 
an  werdt  der  gröese  oder  vUe.  Alsdann  redneir  ein  vergleychung  in  die  ander, 
so  lang  bis  du  kompst  auff  1 2S  vergleycht  einer  ledigen  sal.  So  Ist  denn  1 2fl 

4* 
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reaoiflrt,  und  die  recbnung  gefunden.  Und  also  hastu  die  Regel“,  — und 
zieht  dann  noch  dieselbe  in:  deiner  anffgab  setz  1 2Q.  Handle 

damit  nach  der  aufigab,  bis  du  kommest  auf  ein  equatz.  Dieselbe  leducir,  so 
lang  bis  du  sihcst  das  1 2Q  resolvirt  ist“  zusammen.  — Setzt  man  in  dem 
Im  Text  gegebenen  Beispiel  t=l'>  und  T = 12‘,  so  folgt  Tsrl“  6»  87*;  d.  h. 
wenn  sich  Minuten-  und  Stundenzeiger  bei  einer  gewöhnlichen  Uhr  um  18“ 
deckten,  so  kommen  sie  wieder  um  1“  6»  27*,  dann  um  2“  IO»  Ö4’,  etc., 
zusammen.  — Ein  zweites  Beispiel  entnehme  ich  Pollaki  ,4°  einen  Brunnen- 
Kasten  , welcher  180  Eimer  fasst , münden  zwei  Röhren.  Ala  die  erste  8 und 
die  zweite  5 Stunden  lang  geöffnet  war,  batten  sie  zusammen  bereits  zwei 
Drittel  des  ganzen  Behälters  gefüllt;  und  als  die  erste  11  und  die  zweite  8 
Stunden  geöffnet  war,  fehlten  nur  mehr  6 Eimer,  bis  der  Kasten  ganz  gefüllt 
gewesen  wäre.  Wie  viele  Eimer  liefert  jede  Röhre  in  einer  Stande?“  Be- 
zeichnen wir  die  beiden  gesuchten  Mengen  mit  x und  y,  so  folgen 

8x  + öy  = 180.-|-=120  11  x-|- 8 y = 180  — 6 = 174 

o 

und  hieraus  nach  21  ;x=:10  und  y=:8.  — Ein  drittes  Beispiel  bei  RudoIlT 
heisst:  machen  ein  gsollschaft.  Legt  der  erst  eyn  100  fl.  Der  ander 

200  fl.  Der  Dritt  300  fl.  Und  über  2 monden  legt  der  erst  pfeffer  eyn,  je 
3 S*  für  1 fl.  Der  ander  legt  über  4 monden  ein  eyn  stuck  sylber  ye  ein  mark 
für  7 fl.  Nach  verschiner  jsrzeyt  haben  sye  gewunnen  250  fl.  Äuss  solichem 
gwin  gepOren  dem  ersten  ÖO  fl.  Dem  andern  110  fl.  Dem  dritten  90  fl.  Ist 
die  frag  wie  vil  des  pfeffers  und  wie  viel  dess  sylbers  sey  gewesen.“  Be- 
zeichnet X die  Anzahl  der  Pfunde  Pfeffer,  y die  Anzahl  der  Mark  Silber,  und 
z den  monatlichen  Gewinn  an  1 fl.,  so  hat  man 

(100.12  + X.4-.  10)z  = 60  300. 12.  z = 90 

o 

(200.12  + y.7.8)z=110 

Aus  der  dritten  Gleichung  folgt  z = '/w ) blefür  geben  sodann  die  erste 
und  zweite  Gleichung  x = 240  und  ysSöYr- 


IV.  Die  Progreseioaen  und  Kettenbrfiche. 


9S.  Oie  aiithmetischen  Progressionen.  I>ie  n Zahlen 

-r  a . (a  -f-  d) . (a  -f-  2d) (»  + (n  — 1)  d)  1. 

von  denen  (17)  jede  drei  auf  einander  folgende  eine  stetige  arith- 
metische Proportion  eingehen,  bilden  eine  sog.  arithmetische  Pro- 
gression; a heisst  erstes,  z = a-f-(n  — l).d  letztes  Glied,  d 
Differenz«  Da  die  Summe  jeder  zwei,  von  beiden  Enden  gleich 
weit  entfernten  Glieder  offenbar  gleich  gross,  so  ist  die  Somme 
aller  n Zahlen 


2a  + (n  — l)d  a-(-z 
s = 2 


Selbstverständlich  muss  hiebei 

2s 


1 I 2 — a 

n = — — = 1 

a -|-  z d 


-A  - 


9 

S 
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eine  ganze  Zahl  sein,  und  beispielsweise  wird 

1 — H d — 5 (2  n — 1)  = n^  4 

gefunden. 

Schon  Rodolff  kennt  in  «einer  „KOnsUichen  reohnuDg**  von  1626  (vergl.  2) 
die  wiUimetiiohen  Progreuionen , und  gibt  fOr  ihre  Summimag  die  2 ent- 
sprechende Regel:  „Solche  ulen  kArslich  in  ein  snmms  sn  bringen,  nimm 
war  der  stett,  di  ist  besihe  wie  vil  d’ssJen  sein,  darnach  addir  die  erst  sur 
letsten,  da  collect  mnltipicir  mit  dem  halben  teil  d'stett  oder  die  stett  mit  dem 
halben  teil  des  collects  nach  wolgefallen,  du  ans  solchem  mulUpliciren 
kommen  ist,  seigt  alle  zallen  in  einer  summa.“  — Nach  2 ist  s.  B.  die  Summe 
der  (n  — m -|-  1)  auf  einander  folgenden  gansen  Zahlen  m,  (m  -f- 1), . . . n 

(n  4-  m)  (n  — m 4-  1)  , , „ ~ , n (n  4-  1) 

B = ^ — 1 — ^ ^ und  speciell  fOr  m =:  1 s = 2 ' 

Aus  4 folgen  z.  B.  die  von  NtkoiDBchos,  einem  etwa  zu  Tiber’s  Zelten 
lebenden  Pytbagorler,  entdeckten  Gleichheiten 

l + 3s=2»  l-|-8  + 5 = 3»  l-f-3-|-6  + 7 = 4*  etc. 

Die  arithmetischen  Progressionen  werden  auch  wohl  arithiaetleehe  Reiben 
erster  Ordnung  genannt;  für  solche  höherer  Ordnung  vergl.  42. 


S6.  Die  geometrischen  ProgreuioDen.  Die  n Zahlen 

-H-  a : aq  : aq* : aq* : aq”~*  1 

von  denen  (17)  jede  drei  auf  einander  folgende  eine  stetige  geo- 
metrische Proportion  eingehen,  bilden  eine  sog.  geometrische  Pro- 
gression; a heisst  erstes,  z = aq*^'  letztes  Clled,  q Quotient« 
Die  Summe  aller  n Zahlen  ist,  wie  sich  durch  Ausführung  der 
Division  erproben  lässt, 

q*  — 1 qz  — a _ 

s = a-* r = r “ 

q — 1 q— 1 

woraus  durch  Oleichsetzen  der  Logarithmen  gleicher  Zahlen  oder 
sog.  Logarithmiren 

_ log[s (q  — l)  + a]  — loga  _ 

■ logq  ^ 

folgt,  — und  beispielsweise,  wenn  a>l,  wird 


gefunden. 


a — 1 


Auch  die  geometrischen  Progressionen  kennt  RndoIlT  und  gibt  för  ihre 
Summation  die  2 entsprechende  Regel : „.Ir  aller  summa  kArslich  zu  erfaren, 
nimm  fAr  dich  die  erst  und  and’  ul,  dividir  die  grösser  dureh  die  kleiner, 
mit  dem  qnocient  multiplicir  die  aller  grösst  zal  so  vorhanden,  von  dem 
product  subtrahir  die  aller  kleinist,  behalt  du  übrig.  Bubtrahir  damuh  1 von 
dem  vorigen  qnocient,  in  das  rest  teil  ab  du  Vorbehalten  übrig,  diser  qnocient 
zeigt  die  summa  aller  ulen.“  — FAr  a = 1 und  q = 2 ergibt  sich  nach  2, 
duB  die  Summe 

a=l-f2-b4-f  8 + ...  + 2— 1=2«  — 1 B 

ist,  woraus  speciell  lAr  n = 64,  da  die  snbtrutive  1 natOrlich  in  diesem  Falle 
vemublkutgt  werden  darf,  log  s = 04 . log  2 = 10,2660200  oder  s Aber  18 
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Trillionen  folgt.  Es  liegt  darin  die  LiSsung  der  bekannten  Aufgabe,  die  Anzahl 
der  WaizenkAmer  zu  bestimmen,  rrelcbe  der  indische  Fürst  dem  Erfinder  des 
Schachspieles  zu  geben  gehabt  bitte,  um  ihm  nach  dessen  Bitte  das  erste  Feld 
mit  1,  das  zweite  mit  2,  das  dritte  mit  4,  das  vierte  mit  8 K9mem,  und  so 
fortan,  zu  bezahlen;  den  Scheffel  zu  7 Hillionen  Körner  gerechnet,  wlren  es 
immer  noch  Ober  2'/,  Billionen  Scheffel  gewesen.  — Nach  derselben  Kegel 
(für  n = 32)  wlre  folgende  bei  Rudviff  vorkommende  Aufgabe  zu  lösen : „Ein 
ross  Wirt  hingeben  in  Etschlandt,  ist  der  kauff  gestalt  auf  die  32  buffnegel, 
also  das  man  für  den  ersten  nagel  legen  sol  1 pagadeinlein  (thun  20  paga- 
deinlein  1 ereutzer),  für  den  andern  2,  für  den  dritten  4,  und  so  fort  das  ye 
ein  nagel  zwiret  so  tewr  zalt  werde  als  der  nechst  darvor.  Ist  die  frag  wie 
tewr  das  ross  hinkompt  Faclt  pro  3570139  il.  müntz  in  Oesterreicb.“  — Ver- 
nachllsslgt  man  in  einer  sog.  nbstelgenden  > d.  h.  als  Quotienten  einen 
lebten  Bruch  besitzenden,  bis  in’a  Unendliche  fortlaufenden  Progression,  die 
dem  n***  Ollede  folgenden  Glieder,  so  begeht  man  offenbar  den  Fehler 

f =*aq" -4- a q»+l  + a q«+*  + . . . . = .^.5—  S 


Kennt  man  in  einer  geometrischen  Progression  die  Werthe  b und  ß des  m*~ 
und  n<*»  Gliedes,  d.  h.  ist 


also 


V 

S 


a . q»— I — B und  a . q*— i =e  ß 

ß . , log  i?  — log  a 

qa— m — JL.  oder  log  q =s  — 2 — 

BO  kann  man  offenbar  jedes  andere  Glied  leicht  berechnen,  nnd  bei  bekannter 
Anzahl  auch  die  Summe  aller  Glieder.  So  llsst  sich  z.  B.  hiemaoh  die  Auf- 
gabe lösen,  die  Summe  einer  geometrischen  Reihe  zu  finden,  deren  viertes  Glied 

6,  deren  elftes  nnd  letztes  Glied  aber  768  betrlgt;  denn  man  hat  somit  na<di 

7,  8 nnd  2 suocessive 

a.q*  = 6 a.q>'>  = 768  q’  = 128  qssO 

a=  — = -?-  ^_2.768  — V4_^ 

und  Ihnlieh  in  andern  FlUen. 


1 = 1585'/« 


Vt.  Die  Zins-  nnd  ReDteDrechnnng.  Ist  a ein  Kapitol,  n der 
Zins  von  Hundert  oder  der  sog.  ZlnsflaBS  nnd  somit  p = der 

Zins  der  Einheit  oder  der  Zinefactory  so  stellt  offenbar  ap  den 
Jahreszins,  a(l-l-p)  den  Werth  des  Kapitols  nach  Einem  und  somit 
a (1  ■+  p)“  den  Werth  nach  n Jahren  vor.  Ist  ausserdem  b eine  jähr- 
liche Zulage,  und  a,.  der  Werth  des  Ganzen  nach  n Jahren,  so  ist  (26) 
a.  = a (1 p)“ -f- b (l-h  p)-' -4- b (1  + p)-* -t- . . . -f  b 

nnd  hieraus  folgt  durch  Logarithmiren 

n = (b  + p • a.)  — log  (b  -f  p a)  _ 

log  (1  -f-  p) 

Ist  8«  = 0 und  b negativ,  so  erhält  man  für  die  sog.  Renten« 
reehniinK  (vergl.  40),  wo  a das  eingelegte  Kapital  nnd  b die 
Rente  bezeichnet. 


Digitized  by  Google 


— Dio  Progresatonen  und  KettenbrOebe.  — 


55 


(l  + p)--l 


4 


- — 1 P(l  + P)!_  _ logb  — log(b— ap)  . 

p(14p)"  ’ log(l  + p) 

Ist  überdiess  b = a(p-|-q),  d.  h.  will  man  ein  Kapital  mit  Hülfe 
eines  stürkem  jährlichen  Zinses  amorlislren » so  wird 

n = und  E 

log(14-p)  ^ 

gefunden.  (III). 

Fflr  bzxn  gibt  1 

•■  = j[(l+P)"+‘-l]  • 

und  legt  somit  s.  B.  ein  Vater  für  seine  Tochter  bei  deren  Geburt,  sowie 
nachher  an  jedem  ihrer  Geburtstage  100  Fr.  su  4 % an  Zinsesainsan , so  ist 
für  sie  im  25.  Jahre  eine  Aussteuer  von 
100 

(1,04«  - 1)  = 2500  (2,7726  — 1)  = 4431  Fr. 
bereit  — Ans  2 folgt  für  b = 0 


loga. -loga 
- log(l+p) 

wenn  also  s.  B.  in  einer  Stadt  von  8000  Einwohnern  wihrend  einer  Reihe 
von  Jahren  jthrlich  auf  26  Seelen  eine  Geburt  und  auf  60  Beelen  ein  Todes- 
fall eintrat,  und  dadurch  die  Bevölkerung  auf  0761  sunahm,  so  müssen  swl- 
Bchen  den  beiden  Zlhlnngen,  da  die  Jthrliche  Vermehrung  2 % betrug, 

log 9751  — log  8000  8,9891  — 8,9081 

X = — . ° = — ’■ a 10  Jahre 

log  1,02  0,0086 

verflossen  sein.  — Soll  ein  Anleihen  von  40000  fl.  durch  Verpachtung  eines 
jihrlich  1800  fl.  betragenden  Zolles  gedeckt  werden,  so  ist  der  Pachtvertrag 
bei  4 % nach  8 auf 

log  1800  — log  (1800  — 40000 . 0,04)  log  9 . 

n = i — = r — p-prr  = 66  Jahie 

log  1,04  log  1,04 

absuschllessen.  — Soll  ein  aufgenommenes  Kapital  in  20  Jahren  smortiairt 
werden,  so  ist  nach  4 der  den  üblichen  *v,  % entsprechende  Zinstactor  um 


_ 0,046 

1,045«  — 1 


0,046 

2,4117  — 1 


0,032 


XU  erhöhen,  oder  cs  ist  das  aufgenommene  Kapital  zu  77  "/„  zu  veninsen.  — 
Sollen  von  dem  ursprünglichen  Werthe  a eines  Inventares  jihrlich  is  Procente 
abgeschrieben  werden,  so  betrügt  sein  Werth  nach  n Jahren  entweder 

Ss  33  a (1  — n p)  BO  dass  n = (a  — s») ; a p S 

oder  nach  1 und  2 für  bssO 

Sa  = a (1  — p)°  so  dass  n = (log  Sa  — log  a) : log  (1  — p)  8 

je  nachdem  man  den  jihrlichsn  Abzug  auf  den  ursprünglichen  oder  auf 
den  jeweiligen  Werth  basirt  In  ersterem  Falle  ist  der  Inventarwerth  in 
n =s  1 : p = 100  : n Jahren  vollstlndig  abgeschrieben , — in  letsterm  Falle 
eigentlich  nie,  dagegen  kann  nach  8 die  Anzahl  Jahre  berechnet  werden,  wo 
Sa  nur  noch  eine  gegen  den  ursprünglichen  Werth  au  vemachllasigende  Grösse 
haben  wird.  — Ist  b=sO,  so  gibt  1 

a.  = a(l+p)»  a = Sa(l  + p)-»  9 

Es  stellt  also  (1  +p)°  den  Werth  der  Einheit  nach  n Jahren,  und  (1  -{-p)~'' 
den  jetzigen  Werth  einer  nach  n Jahren  zahlbaren  Einheit  vor.  Ist  b=sa  und 
flllt  die  Einzahlung  am  Schlüsse  des  n>»  Jahres  weg,  so  ist  nach  1 
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BO  daes  (vergl.  26 : 2) 

i'=(i+p)4-(i+p)'  + a+p)*+-. ■•+(!+?)■  ti 

den  Werth  gibt,  welchen  eine  w&hrend  n Jahren  jthrlich  einanzahlcnde  oder 
als  Rente  anaanbeaahlende  Einheit  echliesalioh  repr&senUrt.  Ersetat  man  end- 
lich in  3 die  Gröeien  a und  b durch  ag  und  a,  so  wird 

».  = j[l-(l  + P)-"]=»-2''  •• 

so  dass  (vergl.  26 ; 2) 

i:'  = (t-l-p)-<-Hl-|-p)-«-Hl  + p)-*  + ---  + (l  + P)—  I« 
den  gegenwirtigen  Werth  bexeiohnet,  welche  eine  von  nun  an  wihrend 
n Jahren  j&hrlieh  au  beaahlende  oder  als  Rente  zu  beziehende  Einheit  reprl- 
sentirt  — Zur  Bequemlichkeit  sind  in  Tafel  IIIs  ihr  verschiedene  p und  n die 
Werthe  von  (l-(-p)»,  (1  + P;~*,  und  gegeben.  So  z.  B.  gibt  sie  für 
p = 0,04  und  n = 20 

(1 +p)"  = 2,t011  (1 +p)—  = 0,48639  2- = 30,9692  2''=18iö908 

also  sied  bei  einem  Zinsfusse  von  4 % x.  B.  1000  Franken  nach  20  Jahren 
2191  Fr.  werth,  — 1000  nach  20  Jahren  zahlbare  dagegen  jetzt  nur  466,  — 
für  jkhrlick  eingezablte  lOOO  Franken  hat  man  nach  20  Jahren  30969  Fr.  gut 
zu  schreiben,  und  für  eine,  wkbrend  noch  20  Jahren  fUlige  Rente  von  1000  Fr. 
könnte  man  jetzt  13590  Fr.  bezahlen.  — So  ziemlich  als  die  erste  wissen- 
Bobaftlicbc  Arbeit  Ober  Zinsrechnung  wird  die  Abhandlung  von  Leibultm 
„Medltatio  juridico-matbematlca  da  Interusorio  simplici  (Act.  Erud.  1683)"  an- 
gesehen. Aus  neuerer  Zelt  sind  ausser  verschiedenen  früher  genannten  Lehr- 
bOebem  und  einigen  bei  40  citirten  Werken  „Franz  Ferdinand  Schweins 
(FOrstenberg  1780  — Heidelberg  1856;  Professor  der  Mathematik  zu  Heidel- 
berg), Zinszinsreebnung.  Darmstadt  1812  in  8 , — M.  CreiseBaeb>  Anleitung 
zur  hohem  Zinsrecbotuig.  Mainz  1825  in  8-,  — Julius  Ambrosius  HQIsse 
(Leipzig  1812;  Direotor  der  polytechnischen  Schule  zu  Dresden),  Die  einfache 
und  zusammengesetzte  Zinsrechnung.  Leipzig  1886  in  4. , — Albert  Wild, 
Politische  RecbnungswlssenscbafL  Bd.  1.  München  1862  in  8.,  — etc."  zu 
vergleichen. 

Die  Kettenbrfiche.  Wird  ein  ächter  Bruch  B:A  auf  die  Form 

gebracht,  so  heisst  er  in  einen  Keltenbrucb  verwandelt;  die  ein- 
eelnen  Bruche  V<li>  V<lz>  ■ ■ ■ b^isecn  ErgSnzungsbrOebe , der 
Werth  BgiA.  aber,  auf  den  sich  der  Kettenhruch  hei  Vernach- 
lässigung der  dem  n“"  folgenden  Ergänzungsbrüche  rcducirt,  n*” 

IVSberungabrucb. 

Nach  Baltzer  machte  Lord  Brouaeber  zum  ersten  Male  um  1666  von 
einem  Kettenbruche  (fractio  continue  fracta)  einen  erheblichen  Gebrauch  (Vergl. 
Wallis  Opera  I 469).  Für  die  weitere  Ausbildung  sind  thells  die  schon  in 
3 — 6 erwähnten  Opuscula  postbuma  von  Hngens,  Beiträge  von  Lambert  und 
Zusätze  von  Lagrange  zu  Euler’s  Algebra,  — theils  „Leonh.  Euler g De 
fractionlbns  continuis  (Comm.  Petr.  9,  11;  Act.  Petr.  1779;  Nov.  Comm. 
Petr.  9),  — GansSg  Disqnisiliones  generales  circa  seriem  inOnitam  (Comm. 
rec.  Gotting.  1811 — 1813),  — August  Ferdinand  MSblus  (Schulpforta  1790 
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Leipilg  1868;  Profeuor  der  Astronomie  und  Director  der  Stenrwsrte  su 
Lelpsig),  Beltrlge  nur  Lehre  von  den  KettenbrOchen  (Crelle’s  Journal  7 von 
1830),  — Wilhelm  Scbeibner  (Qotba  1826;  Professor  der  Mathematik  su 
Lelpsig),  Einige  Bemerkungen  Ober  recnrrlrende  Reiben,  vrelche  auf  Ketten- 
brflehe  fDhren  (Leipziger-Berichte  1864),  — etc.“  zu  vergleichen.  — J.  H.  T. 
MQIier  schlug  vor 


CU  schreiben. 


SO.  Die  HiheniDgsbrflche.  Da 

Bn  0 B|  1 B2  1 B|  c[j  -j-  B0 

Aj  1 A|  q,  A2  qi4-l:q2  A|q2-|-A0 

B3  B2  q^  -|-  B[  B»  Bo_i  ^qn  -l-  Bo_j  1 

Aj  A2qs-f-A|  Ad  Ap_i . q» -1- An-a 

80  kann  jeder  Näherungsbrach  aus  den  zwei  vorhergehenden  leicht 
abgeleitet  werden.  Setzt  man  diese  Rechnung  fort,  bis  der  letzte 
Ergänzungabmeh  berücksichtigt  ist,  so  erhält  man  den  wahren 
Werth  B:A  des  Kettenbruches.  — Mit  Hülfe  obiger  Werthe  von 
B.  und  A,  erhält  man  die  Recursion 

B.  . A.-J  B,_l  . An  = (Bn_l  . Ad-2  — B,_J  . A._l)  # 

folglich,  da  B2  A|  — B|  A2  = — 1 ist, 

Bd.A^,  — B._,.A.  = (— 1)"-'  0 

woraus  z.  B.  folgt,  dass  Zähler  und  Nenner  jedes  Näherangsbraches 
relative  Primzahlen  sind.  — Da  nun  ohnehin  der  Werth  eines  Ketten- 
braches nothwendig  zwischen  zwei  auf  einander  folgende  Näherangs- 
brüche fällt,  und  nach  3 

An  An — , An  . An — 1 

ist,  so  findet  sich  der  Fehler  eines  Näherungsbruches  in  leicht 
bestimmbare  Grenzen  eingeschlossen.  Sollte  et ; ß genauer  als  der 
n**  Näherangsbruch  sein,  so  müsste 

Bn— 1 o ^ + 1 ^ 

An — l ß An  . An — 1 

werden,  was  nur 'für  /9=»An  möglich;  es  gibt  also  keinen  aus 
kleinem  Zahlen  bestehenden  Bruch , der  so  genau  als  ein  Nähe- 
rungsbrach ist 

Es  folgen  unmtttelbcr 

(*)t  = (^1  1«  + P»)  *1»  ^1 

A,  (q, -4- 1 : qj) Aj  (A,  q, A,)  q» -h  A, 

B.  B,  (q,  -f- 1 ; q^)  -j-  B,  (B»  q,  ) 7.  4-  B, 

A4  A,  (q,  4- 1 : q4> A,  (A,  q,  4- A,)  q,  + A, 

etc.,  worcus  die  Im  Texte  gegebenen  Ansdr&cke  1 hervorgehen  Mit  ihrer 
BDlfe  erhUt  man  sodann 
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Bn  Aa~l  Ba— I An  — (Ba — 1 (Jn  Cn — 2)  Ab — 1 — (An — l ^n  Ab— 2)  Bb— 1 

~ — (Bb— 1 Ab— 2 — Bb— 2 Ab-i) 
oder  3.  — Offenbar  kann  5 oder  dis  Ungleichheit 
ß ■ Bb— I — tt  ■ Ab— 1 ^ +.1 

ß . An— 1 Ab  • Ab — I 

nnr  bestehen , wenn  entweder  ß . Bb— i — u . Ab— i < 1 , oder  wenn  ^ > Ab. 
Nun  ist  von  ganzen  Zahlen  nur  0<1,  und  es  kann  nicht  |9.Bb— i — oAb- i=:0 
sein,  da  dless  die  Gleichheit  a : /?  = Bb— i : Ab-i  bedingen  würde;  also  muss 
/}>Ab  sein,  wenn  ö richtig  sein  soll.  — Wünscht  man  z.  B.  Ann&hemnga- 
werthe  zu  der  sog.  Lodvlph'aebea  Zahl  n = 8,14159  (vergl.  122)  zu  er- 
halten, so  verwandelt  man  nach  folgendem  Schema  den  Decimalbruch  0,14159 
in  einen  Kettenbruob 


7 

14159 

lOOOOO 

i» 

887 

1 

854 

33 

IB 

1 

29 

4 

* 

1 

Jj_ 

’+JL 

16 

1+1 

2Ö+J_ 

1+1 

1+1 

4 


und  sucht  dann  nach  der  in  1 enthaltenen  Regel  nach  dem  neuen  Schema 
die  Nüherungsbrüche 


0 

1 « = 3'/i  = 22:7  • 

1 

7 

7 

15 

16 

=3“/,„=333:106 

16 

1 

113  =3'«/,,,  =355: 113  • 

415 

25 

2931 

431 

1 

3044  = 3 “V,,,,  =9208:3931 

3433 

7 

=etc. 

14159 

4 

100000 

wo  z.  B.  also  3432  = 431 . 7 -f  415  , 2931  = 113 .25  + 106,  etc.  Von  den 
Niherungswerthen  sind  die  mit  * bezeichneten,  welche  je  einem  sog.  Sprunge, 
d.  h.  einem  relativ  starken  Ansteigen  der  Werthe  von  Zihler  und  Nenner 
vorhergehen,  wie  4 zeigt,  die  Besten.  — Dass  schon  die  Alten  eine  Kenntniss 
von  den  Nüberungsbrüchen  oder  dann  wenigstens  einen  vorzüglichen  Takt 
hatten,  geht  trotz  28  aus  der  Thatsache  hervor,  dass  die  meisten  der  von 
ihnen  gebrauchten  Annkherungswerthe  (vergl.  z.  B.  359  und  360}  wirkliche 
Nkherungsbrüche  sind. 


SOb  Die  periodischen  Kettenbrüche.  Bilden  bei  einem  Ketten- 
bruche X die  Nenner  der  ErgänzungsbrUche  Perioden,  so  heisst  auch 
er  periodisch#  Soll  sein  Werth  bestimmt  werden,  so  setzt  man 
für  alle  der  ersten  Periode  folgenden  Perioden  x ein,  und  berechnet 
dann  x ans  der  entstehenden  Gleichung  zweiten  Grades. 

8o  folgt  z.  B.  aus 

x = l:(2  + l:(2  + l:(2  + ...)))  = l:(2  + x) 

sofort 

x*  + 2x  — 1 = 0 oder  x = — l + j/2'  = 0,414 
wo  das  untere  Zeichen,  als  in  diesem  Falle  bedeutungslos,  weggeworfen 
wurde. 
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V.  Die  Combin&tiooslehre  und  WahrscheinlichkeitsreebBiing. 

Sl«  Die  TariatiODeo.  Sollen  n Grössen  anf  alle  möglichen  Arten 
je  za  h ensammengcstellt  oder  zur  Clame  b varirt  werden,  so 
hat  man  fUr  die  erste  Stelle  n Gh’össen  zur  Auswahl,  für  die  zweite 
(n  — !))•••  für  die  letzte  noch  (n  — h -|-  1).  Es  gibt  also 

V(n,  h)  = n(n  — l)(n  — 2)....(n  — h + l)  1 

solcher  Variationen.  Darf  jedes  Element  beliebig  oft  erscheinen  oder 
soll  mit  WiederlrolaDB  varirt  werden,  so  bleiben  auch  für  das 
2.,  S.,  etc.  Element  immer  noch  n Elemente  zur  Auswahl  übrig, 
und  es  ist  daher 

V(n,h,  w)  = n‘  S 

die  Anzahl  der  Variationen  mit  Wiederholung. 


8o  s.  B.  erhilt  man 

aus  4 Elementen 

sur  Classc  3 die  24  Variationen 

a b G 

a b d 

a e d 

b C d 

a c b 

s d b 

ade 

b d c 

b a c 

b a d 

e a d 

c b d 

b 0 a 

b d a 

c d a 

c d b 

c a b 

d a b 

d s c 

d b c 

e b a 

d b a 

d c a 

d 0 b 

und  wenn  die  Elemente  wiederholt  werden  dürfen. 

so  treten  dasu  noch  dis 

fernem  40  Formen  oder  Complexlonen 

a a a 

a a b 

aas 

a a d 

a b a 

a 0 s 

a d a 

b a a 

c a a 

d a a 

a b b 

a e e 

a d d 

b b b 

b a b 

c a c 

d a d 

b b a 

0 0 a 

d d a 

b b C 

b b d 

b c e 

b d d 

b 0 b 

b d b 

c b c 

d b d 

ebb 

d b b 

c c b 

d d b 

C C C 

C C d 

C d d 

d d d 

c d 0 

d c d 

d c c * 

d d c 

Nach  Baltier  doden  sich  schon  bn  16.  Jahrhundert  einige  AnUSoge  an  die 
Combinatorlk ; aber  jedenfalls  gebSrt  die  von  Paul  Coldln  (St  Gallen  1677  — 
Grats  1643;  erst  Goldschmied,  dann  Jesuit,  suletst  Professor  der  Mathematik 
In  Wien  und  Grats)  pnblicirte  Abhandlung  „Problema  arUbmeticnm  de  rerum 
combinationibns.  VIennm  1632'^,  worin  er  unter  Anderm  berechnet,  dass  die 
ans  den  28  Buchstaben  susammensetsbaren  Wörter  Ober  26  Trillionen  Binde 
k 1000  Seiten  k 100  Zeilen  k 60  Buchstaben  flUlen  würden,  in  der  iltesten 
betreffenden  Literatur.  Blaise  Pascal  wurde  durch  Fragen  der  sog.  Wahr- 
sobeinliobkeitsrecbnung  (vergl.  36—40)  auf  die  Combinationslefare  geführt,  und 
behandelte  sie  sodann  in  seinem  mnthmasslich  schon  1663  vollendeten,  aber 
erst  nach  seinem  Tode  erschienenen  „Traitd  du  triangle  arithmStiqne.  Paris 
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1666“  im  Znaammenhange  mit  den  sog.  dgurirten  Zahlen  (vergl.  42).  Unter 
Complezionen : Combinatlonen  (vergl-  33),  und  unter  Variationen : Permntationen 
(vergl.  32)  verstehend,  dispntirte  Lelbnltc  1666  su  Leipsig  „De  eomplexio- 
nibus“  und  schrieb  hierauf  seine  „Ars  combinatorla.  Lipsias  1668  in  4.  (2  A. 
Francof.  1660)“,  die  jedoch  nicht  gerade  viel  Neues  enthalten  soll.  Dagegen 
gab  Jakob  Bernoulli  in  der  nach  seinem  Tode  durch  seinen  Neffen  Nieolans 
publicirten  „Ars  conjectandl.  Basile«  1713  in  4.  (Franz,  durch  Vastel,  Caen 
1801  in  4.)“  eine  bereits  so  ziemlich  den  heutigen  Bestand  der  Combinations- 
Ichre  enthaltende  Abhandlung,  in  der  auch  der  Name:  Permntationen  auftritt 
Immerhin  sind  fQr  die  Combinationslehre  und  ihre  Anwendungen  auf  die  Ana- 
lysis auch  die  spktem  Abhandlungen  und  Schriften  „L.  Enier«  Observationes 
analyticsB  varite  de  combinationibns  (Comm.  Petr.  XIII  1761),  — K.  Fr. 
Hlndenbarg.  Novi  systematls  pormutationum,  combinationum  et  variationnm 
primn  lincB.  Lipsie  1781  in  4.,  — K.  Fr.  HIndenburg,  Sammlung  combi- 
natorisch-analytiscber  Abhandlungen.  Leipzig  1796 — 1800,  2 Bde.  in  8.,  — 
Job.  Christoph  Weingärtner  (Erfurt  1771  — Erfurt  1833;  Pfarrer  und 
Oberlehrer  der  Mathematik  zu  Erfurt) , Lehrbuch  der  combinatorischen  Ana- 
lysis. Leipzig  1800 — 1801,  2 Bde.  in  8.,  — A.  v.  Ettingshausen,  Combina- 
torische  Analysis.  Wien  1828  in  8.,  — etc.“  mit  Nutzen  zu  vergleichen. 

SS,  Die  PemmtatioiieD.  Kömmt  die  Anzahl  der  Grössen  mit 
dem  Classenzeiger  h überein,  so  heissen  die  Variationen  Permu> 
talioneiis  und  es  gibt  daher  aus  h Elementen,  wenn  das  FacuUSt 
genannte  Product 

1.2.3 h ==  h ! gesetzt  wird,  P(h)  = h!  1 

Permntationen,  — im  Kreise  geordnet  jedoch  nur  (h  — 1)!  — Sind 
unter  den  h Elementen  p gleiche,  so  erscheint  jede  Permutation  p! 
mal,  und  es  muss  daher  P (h)  mit  letzterer  Facultät  dividirt  werden, 
wenn  man  nur  die  Anzahl  der  verschiedenen  Formen  erhalten  will. 


Bestehen  die  m Elemente  aus  zwei  Borten  p und  m — p,  so  ist  die  Anzahl 
der  PermutAtionen  unt«r  Anwendung  des  in  83  eingefUhrten  Symbolen 

1 . 2 . . . p (p  -f  1)  . . . (m  — p)  (m  — j>  + l)--P'_/m\_/  •"  1 • 

1.2 p X 1 . 2 (m  — p)  V P / V“  — P/ 

Beispiele  von  Permutationen  dreier  verschiedener  oder  nur  zum  Theil  ver- 
schiedener Elemente  sind  in  dem  Variations-Beispiele  von  31  mehrfach  ge- 
geben. — Das  Anagramm,  in  welchem  Galilei  (vergl.  428)  seine  Entdeckung 
der  Dreigcstalt  Saturns  versteckte,  bestand  aus  den  37  Buchstaben  a^.b.e*. 
g . i*  . 1* . m* . n’ . 0 . p . r’ . 8* . t* . u* . V*,  aus  denen  sich 


37  ! 


- = 6881  Quintillionen 


(2!)‘.(3!)*.(4!)«.(5!)- 
Permntationen  bilden  liessen.  WUrde  ein  Schreiber  ein  Jahr  lang  so  zu  sagen 
Tag  und  Nacht  solche  Permutationen  aufschreiben,  so  kOnnte  er  nach  mkssiger 
Schatzung  kaum  eine  Million  fertig  bringen,  und  wDrde  damit  etwa  6 Ries 
Papier  bedecken ; 1000  Millionen  Schreiber  würden  in  1000  Jahren  eine  Trillion 
vollenden,  wenn  ihnen  nicht  vorher,  auch  bei  Verwendung  aller  Lumpen  der 
Welt,  das  Papier  ansginge.  — Da  62  I = 67,90643 , so  kOnnen  die  52  Karten 
eines  Spieles  auf  mehr  als  80  Undecillionen  Arten  geordnet  werden,  und  noch, 
wenn  nicht  einmal  auf  die  Verschiedenheit  der  13  Karten  jeder  Farbe,  auch 
nicht  auf  die  Anordnung  der  Farben,  sondern  nur  auf  den  Farbenwechsel 
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getehen  wird,  auf  (521) ; [(i3I)^ . 4!]  = 2330  Quadrlllionen  Arten.  Da  ein  Jahr 
5,72005  Minuten  hat,  so  würden  1000  Millionen  Menschen,  von  denen  Jeder 
Tag  und  Nacht  ein  anders  geordnetes  Spiel  geben  würde,  erst  in  12,62823 
= circa  Billionen  Jahren  mit  den  2230  Quadrlllionen  fertig  werden.  — 
Es  selgen  uns  diese  Beispiele,  wie  viel  leichter  es  geht,  grosse  Zahlen  su 
schreiben,  als  sich  ihre  OrSsse  klar  vorsuatellen. 

SS»  0i6  CoDbinationBll.  Behält  man  von  allen  Variationen, 
welche  die  gleichen  h Elemente  enthalten,  je  nur  Eine,  so  erhält 
man  die  Comblnatioiien  von  n Elementen  znr  Claaae  h,  und  es 
gibt  somit,  wenn  der  Bruch 

n(n  — l)(n  — 2)...(n  — h-M)  /n\ 

1.2.3 h “\h; 

gesetzt  wird, 

'C(n,h)  = (“)  1 

solcher  Combinationen.  Sollen  n Elemente  zur  Classe  h mit  Wieder- 
holung combinirt  werden , so  vermehrt  man  gewissermassen  die 
n Elemente  um  (h  — 1)  neue  Elemente , und  es  ist  daher 

C(n,h,w)  = (“-+-J-1)  S 

Variationen,  Permutationen  und  Combinationen  zusammen  heissen 
wieder  Combinationen. 

Für  CombinaUoDcn  ohne  und  mit  Wiederholung  vergl.  die  31  gegebenen 
Beispiele,  wo  die  fett  gedruckten  Complezionen  die  Combinationen  der  4 
Elemente  znr  Classe  3 darstellen,  — die  übrigen  je  ihre  Permutationen,  also 
alle  ihre  VariaUonen  sind.  — Die  Richtigkeit  der  Formel  2 wird  am  Leichte- 
sten auf  folgende  Art  erwiesen ; Wlre  sie  bis  zur  Classe  h riebtig,  so  müsste 
es,  da  man  oifenbar  alle  Combinationen  zur  Classe  (h-|-l)  erhUt,  wenn  man 
zu  a die  Combinationen  aller  Elemente  zur  Classe  h,  zu  b diejenigen  aller 
Elemente  mit  Ansnahme  von  a,  zu  c diejenigen  aller  Elemente  mit  Ausnahme 
von  a und  b,  etc.,  setzt 

("+!:-)+(■+£-’)+ +{‘t‘)+(i) 

zolcher  Combinationen  zur  Classe  h 1 geben,  d.  h.  es  wlre  nach  42 : 4,  wenn 
n durch  n -b  h — 1 ersetzt  wird , 

C(n,  h-l-1,  w)  = (S  + J) 

oder  es  würde  also  2 auch  für  die  nücbst  hühere  Classe  bestehen;  nun  ist  2 
nffenbar  für  die  erste  Classe  richtig,  — also  auch  (Br  die  zweite,  — also 
auch  für  die  dritte,  — etc.,  also  allgemein. 

A4.  Die  Inversionen  nnd  Determinanten.  Verändert  man  in  einer 
Reihe  von  Elementen  a b c d . . . die  ursprüngliche  Ordnung  durch 
Permntation,  so  findet  sich  je  eine  bestimmte  Anzahl  von  Paaren 
gestörter  Elemente  oder  sog.  Inversionen  y und  je  nachdem  diese 
Anzahl  eine  gerade  (wie  z.  B.  bei  a c d b mit  den  2 Inversionen 
c b nnd  d b)  oder  ungerade  (wie  z.  B.  bei  b c d a mit  den  3 In- 
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Versionen  ba,  ca,  da)  ist,  theilt  man  die  betreffende  Permntadons 
form  einer  ersten  oder  zweiten  Classe  zu.  Hat  man  n Reihen 


von  je  n Elementen 

»1  b,  c,  d,  . . . 

oder  a||  a,}  a|j  ai4 . . . 

aj  b,  cj  d,  . . . 

aji  024  aj3  aj4  . . . 

a,  bj  cj  d,  . . . 

»11  *32  ®*3  »*t  • • • 

H b«  C4  d4  . . . 

*41  *42  *43  *44  • • • 

• • • • 

s s • • 

bildet  aus  diesen  Elementen  Producte  n***  Grades,  indem  man  je 
ans  jeder  Zeile  und  jeder  Columne  ein  Element  verwendet,  und 
legt  jedem  Producte  das  Zeichen  + oder  — bei,  je  nachdem  die 
in  ihm  wechselnden  Zeiger  eine  Permntation  erster  oder  zweiter 
Classe  darstellen,  so  nennt  man  die  bald  durch  Einschliessen  der 
Elemente  in  eine  Klammer  [a,  b,  c,  d,...J,  bald  durch  ein  Symbol 
angedeutete  Summe  aller  dieser  Producte  die 
Determinante  (n*“  Grades)  des  Elementensystemes. 

Für  eine  Anwendung  der  Determinanten  auf  31  verweisend,  muss  ich  mich 
hier  auf  die  historische  Notls  besebrhnken,  dass  swor  schon  LelbBtts  die 
Idee  hatte,  der  Algebra  durch  Bildung  comblnatorlscber,  den  Determinanten 
entsprechender  Aggregate  in  Hülfe  so  kommen,  — dass  es  aber  erst  Oabr. 
Chramer  in  seiner  elossischen  „Introdnction  k I’onalyse  des  lignes  conrbes 
algdbrlques.  Oendve  1 760  in  4.“  gelang,  diese  Idee  fruchtbringend  sn  verfolgen. 
Beither  ist  sie  durch  die  bedeutendsten  Anoljrtlker  weiter  bearbeitet  worden, 
und  besitzt  bereits  ihre  eigene  Literatur;  so  sind  ausser  den  schon  früher 
erwähnten  Schriften  von  Betont,  Lagrange,  Oanss,  etc.  namentlich  folgende 
Abhandlungen  und  Werke  ontuführen;  „Charles -Auguste  Vandermonde 
(Poris  1786  — Paria  1766;  Academiker  ln  Paris;  vergl.  Locdpdde,  Notice  sur 
la  vie  et  les  onvrages  de  Vondermonde  in  Hdm.  de  l’Iost.  Selene,  math.  1), 
Mdmolre  sur  rdlimlnation  des  inconnues  dons  les  dquotions  (H4m.  de  Par. 
1773),  — Canetay,  Hdmoire  sur  le  nombre  des  voleurs  qu*nne  foncüon 
peut  scqudrlr,  lorsqn’on  y permute  de  toutes  les  monidres  possibles  les 
quontitds  qn’elle  renferme  (Joum.  de  l’dcole  polyt.  Cahier  17),  — C.  O.  J. 
Jaeobl,  De  formatione  et  proprietatlbns  determinontlum  (Crelle  33),  — Arthur 
Cayley  (RIchmond  1831;  Rechtagelehrter  in  London),  On  the  Theory  of 
Determinants  (Cambridge  Transact  VIII  1844),  — Fr.  Briasebt,  Teorlca 
dei  determinanti.  Pavia  1864  in  4.  (Deutsch,  Berlin  1866),  — Rieh.  Baltaer. 
Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten.  Leipzig  1867  in  8.  (3.  A.  1864), 
— etc.“ 

M.  Die  W&hncheiDlichkeit  Sind  einem  Ereignisse  unter  n gleich- 
möglichen  Fällen  m Fälle  günstig,  so  nennt  man  m;n  die  matbe- 
matlsctae  Wahrscheinlichkeit  dieses  Ereignisses.  So  z.  B.  sind  (31) 
mit  zwei  gewöhnlichen  Würfeln  6*  = 36  Würfe  möglich;  will  man 
damit  5.6  werfen,  so  hat  man  zwei  Chancen  (5.6  und  6.5);  also 
ist  die  Wahrscheinlichkeit,  5 . 6 zu  werfen,  gleich  */36  = Vi.= 0,066, 
oder  man  hat  den  Wurf  5.6  auf  1000  Würfe  56  mal  zu  erwarten. 
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— Je  nachdem  für  ein  Ereignisa 


kann  man  sein  Eintreffen  ala  unmöglich,  an  wahrscheinlich,  angewiaa, 
wahrscheinlich  oder  gewiss  bezeichnen. 

Nachdem  Fermat,  Pascal  (vergl.  81),  etc.  einige  Aufgaben  der  Wabr- 
scheinllehkeitsrecbnnog  gelöst  batten,  gab  Hugena  in  seiner  Schrill  „De 
ratinciniia  in  Indo  ales  (als  Anhang  zu  Scbooten's  Ezercitationnm  mathe- 
malicarum  libri  quinquc,  Lugd.  Batav.  1657  in  4.,  erschienen)  eine  erste, 
etwas  systematische  Behandlung  und  Begrflndnng  solcher  Berechnungen,  und 
dsnn  folgte  bald  Jak.  Bernonlli's  „Ars  coqiectandi  (vergl.  31)“,  durch  welche 
die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  zu  einem  eigenen  Wissenschaftszweige  er- 
hoben wurde,  der  sich  dann  allerdings  seither  noch  ausserordentlich  aus- 
gebildet,  und  eine  ziemlich  umfangreiche  Literatur  erhalten  hat,  — vergleiche 
„Pierre  Rdmond  de  Montmort  (Paris  1678  — Paria  1719;  Canonicus  an 
NAtre-Dame  und  Mitglied  der  Academie  in  Paris;  vergl.  sein  Eloge  durch 
Fontenelle  ln  Mdm.  de  Par.  1719),  Essai  d’analyse  anr  les  jeux  de  hazard. 
Paris  1708  in  4.  (3  4d.  1713),  — Holvre,  De  mensura  sortis  (Phil.  Trans. 
1711)  und:  Doctrine  of  Chances.  London  1718  in  4.  (3  ed.  1760),  — Th. 
Sinpuon«  Treatise  on  the  nature  and  laws  of  chancc.  London  1740  in  4„  — 
Marie-Jean- Antoine-Nicolas  Caritat  de  Condoreel  (Rlbcmont  1743  — Bourg- 
ta-Reine  1794;  Mitglied  und  später  Becretär  der  Pariser-Academie ; vergl. 
seine  Oeuvres,  Paris  1847—1849,  12  Vol.  in  8.,  und  Arago  Oeuvres  II),  Essai 
aur  l’application  de  l’analyse  k la  probabilitd  des  ddeisions  rendues  k la  plu- 
ralitd  des  voix.  Paris  1784  in  4.,  — Laplaee.  Tbdorie  analytique  des  proba- 
bUltds.  Paris  1813  ln  4.  (3  dd.  1820),  und:  Essai  pbilosophiqne  sur  les  pro- 
babilttds.  Paris  1814  in  8.  (6  dd.  1840;  deutsch  von  Tönnies,  Heidelberg  1819), 

— Laeroix,  Traitd  dldmentaire  des  probabilitds.  Paris  1816  in  8.  (4  dd. 
1833),  — J.  J.  Littrow»  Die  Wabrschcinlichkeltsrecbnnng.  Wien  1833  in  8., 

— Ootthilf  Heinrich  Ludwig  Hagen  (Königsberg  1797;  Oberbanrath  und 
Academiker  in  Berlin),  QrundzOge  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Berlin 
1837  in  8.  (2.  A.  1867),  — Poisson,  Recberches  snr  la  probabllitd  des 
Jugements  en  matidre  criminelle  et  en  matidre  civUe.  Paris  1837  ln  4.  (Deutsch 
von  Bchnuse,  Braunschweig  1841  in  8.),  — Jakob  Friedrich  Pries  (Barby 
1773  — Jena  1843;  Professor  der  Mathematik  und  Philosophie  zu  Heidelberg 
und  Jena),  Versuch  einer  Kritik  der  Principien  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung. Braunschweig  1842  ln  8.,  — Jean-Baptiste-Joseph  Liagre  (Toumay 
1816;  erat  OehDlfe  an  der  Sternwarte,  später  Professor  an  der  MUitärschnle 
in  BrSssel),  Calcnl  des  probabUitds  et  thdorie  des  erreurs.  Bruxelles  1863 
in  8.,  — Qoeteleta  Thdorie  des  probabilitds.  Bruxelles  1863  in  13.,  — R. 
Dedekind,  Ueber  die  Elemente  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  (ZBreh. 
Viertelj.  1860),  — J.  Todhunter,  A History  of  the  mathematical  Theory 
of  Probabillty  from  the  Time  of  Pascal  to  that  of  Laplace.  Cambridge  1866 
ln  8.,  — etc.“ 

Einige  Gmodregeln.  Bezeichnen  p und  q die  zwei  von 
einander  unabhängigen  Ereignissen  günstigen,  m und  n aber  die 
möglichen  Fälle,  so  zählen  p n -f-  q m die  dem  Eintreffen  mindestens 
eines  von  ihnen , p q die  dem  Eintreffen  beider  günstigen  Fälle, 
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während  es  m n mögliche  Fälle  gibt,  — also  bezeichnen 

+ = 1 und  = S 

m.n  m n mnmn 

die  respectiven  Wahrscheinlichkeiten  für  das  Eintreffen  des  einen 

Ereignisses  oder  beider  Ereignisse. 


E«  geht  eua  3 hervor,  dass,  wenn  l;m  die  Wahrscheinlichkeit  des  ein- 
maligen Eintreffens  eines  Ereignisses  bezeichnet,  die  n malige  Wiederholung 
nur  noch  die  Wahrscheinlichkeit  l;m*  für  sich  hat,  — dass  also,  weil  die 
hohem  Potenzen  jedes  kchten  Bruches  immer,  und  relativ  rasch,  kleiner 
werden,  jede  vielfache  Wiederholung  unwahrscheinlich  wird.  Entsprechend 
wOrde  z.  B.,  wie  schon  Laplaee  betont  hat,  einer  durch  swanzigmallges 
Wiedererzlhlen  Sberlleferten  Thatsache,  wenn  auch  die  Qlaubwfirdlgkeit  jeder 
einzelnen  Mittheilnng  0,9  betragen  würde,  nur  noch  die  Olaubwflrdigkett  0,0**, 
d.  h.  circa  '/s  zukommen.  — Befinden  sich  z.  B.  in  einer  Urne  a weiase, 
b schwarze  und  c rothe  Kugeln,  und  ist  a-j-b-j-c  = n,  so  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit, auf  den  ersten  Zng  eine  weisse  Kugel  zu  erhalten  a:n.  Je 
nachdem  man  sodann  die  Kugel  wieder  bineinwlrft  oder  nicht,  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit, auch  beim  sweiten  Zuge  eine  weisse  Kugel  zu  nehmen,  entweder 
noch  a:n  oder  (a  — l}:(n — 1),  — also  die  Wahrscheinlichkeit,  zwei  weisse 
Kugeln  nach  einander  zu  ziehen  (a:n)'  oder  a (a — l);n(n  — 1),  — etc., 
endlich  die  Wahrscheinlichkeit,  in  a Zügen  auch  a weisse  Kugeln  an  erhalten 


(t)- 


oder 


n (n  — 1)  . . . (n  — a -J-  1 
und  zwar  ist  nach  8,  da  n<n,  die  zweite  Wahrscheinlichkeit  kleiner  als  die 
erste.  Halten  wir  nur  den  zweiten  Fall  fest,  so  ist  entsprechend  die  Wahr- 
scheinlichkeit, nachher  erst  alle  schwarzen  ond  suletst  alle  rothen  Kugeln 
zu  ziehen, 

a a — 1 1 b b — 1 1 c c — 1 1 

n 'n  — 1‘  “n  — a + l^n  — a'n  — a — l‘"o-|-l^  c ’c  — l'"  1 A 


Dieselbe  Formel  kann  man  aber  auch  auf  folgende  Weise  erhalten:  Die  n Kugeln 
lassen  sich  nach  32  offenbar  auf  (a  -j-  b c)  I : a t b I c I Arten  permntiren, 
und  von  diesen  mOglichep  Füllen  ist  nur  Eine  Anordnnng  für  den  Zug  der 
Reibe  nach  günstig,  also  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür 
(a  + b + c)I_  albicl 
albicl  ~(a  + b + c)l 

wie  oben  in  4.  Hat  man  z.  B.  2 rothe,  3 schwarze  und  2 weisse  Kugeln,  so 
ist  die  Wahrscheinlichkeit,  sie  nach  dieser  Folge  zu  ziehen,  VtlO'  — In  dem 
eben  besprochenen  zweiten  Falle  ist  das  folgende  Ereigniss  von  dem  vorher- 
gehenden nicht  ganz  unabhüngig;  aber  cs  konnte  dieser  Abhüngigkeit  durch 
eine  nach  Eintritt  des  ersten  Ereignisses  vorgenommene  Verindemng  der 
Wahrscheinlichkeit  Rechnung  getragen  werden. 


ST.  Die  reUtive  WahncheiDlichkeit.  Unter  der  relativen  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  dn  Ereigniss  eher  als  ein  anderes  eintreffe,  ver- 
steht man  den  Quotienten,  den  man  erhält,  wenn  man  seine  absolute 
Wahrscheinlichkeit  durch  die  Summe  der  Wahrscheinlichkeiten  der 
beiden  zu  vergleichenden  Ereignisse  theilt.  So  z.  B.  geben  von 
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den  36  Würfen  6 (1.6,  2.5,  3.4,  4.3,  5.2,  6.1)  7 Augen,  und 
nur  3 (1.3,  2.2,  3.1)  4 Augen,  also  ist  die  relative  Wahrschein- 
lichkeit eher  7 als  4 zu  werfen  : (®/jg  -1-  */3g)  = 6 ; (6  -|-  3)  = */j; 

Wenn  zwei  Ereignisse  eontrir  sind,  d.  h.  wenn  Eines  von  ihnen  cintrefTen 
muss,  so  ergänzen  sich  ihre  Walirscbcinllchkeiten  nothwendig  zur  Einheit,  — 
es  tritt  also  einerseits  für  diese  beiden  F&lle  zusammen  Gewissheit  ein, 
und  anderseits  kömmt  die  relative  Wahrscheinlichkeit  jedes  derselben  mit 
seiner  absoluten  Wahrscheinlichkeit  Oberein.  So  s.  B.  sind  es  zwei  contrOre 
Ereignisse,  mit  zwei  gewöhnlichen  WQrfcIn  einen  paaren  Wurf  (Pasch)  oder 
einen  unpaaren  Wurf  zu  machen.  Das  erstere  Ereigniss  hat  (35)  die  Wahr- 
scheinlichkeit letztere  ^“*8  Va  + ‘/e  = ^i 

relative  Wahrscheinlichkeit,  eher  einen  unpaaren  Wurf  als  einen  Pasch  zu 
erhalten,  Ist  somit  V, : (V,  V«)  = Vs- 

88.  Die  ErfahnrngswahrKcheinlichkeit.  Wird  die  Anzahl  der 
günstigen  und  die  der  möglichen  Fälle  durch  die  Anzahl  der 
günstigen  und  die  der  sämmtlichen  Versuche  ersetzt,  so  erhält  man 
die  sog.  Erfahmngswahrscheinlichkeit  (Wahrscheinlichkeit  nach  der 
wahrscheinlichsten  Ejpothese).  So  z.  B.  warf  ich  mit  zwei  gewöhn- 
lichen Würfeln  unter  100000  Versuchen  5928  mal  5.6,  also  ist 
die  betreffende  Erfahrungswahrscheinlichkeit  0,05928,  was  sehr  nahe 
mit  der  mathematischen  (35)  stimmt 

Meine  schon  im  Texte  erwUmten  zahlreichen  „Versuche  zur  Vergleichung 
der  Erfahrnngswahrscheinllcbkeit  mit  der  mathematischen  Wahrscheinlichkeit 
(Bern.  Mitth.  1849  bis  18Ö3)“  ergaben,  wie  ich  giaube,  einige  nicht  uninteressante 
Resultate.  Die  ausgedehnteste  meiner  Versuchsreihen  bestand  darin,  dass  ich 
1850  mit  zwei  ganz  gewöhnlichen  (absichtlich  nicht  mit  zwei  zu  diesem  Zwecke 
besonders  sergflitlg  constmirten,  und  anch  nicht  mit  zwei  ganz  schlechten 
oder  gar  gefUachten)  WOrfeln  1000  mal  so  lange  wflrfelte,  bis  je  jeder  mög- 
liche Wurf  wenigstens  Ein  Mal  zum  Vorschein  gekommen  war,  und  mir 
jeden  Wurf  noUrte,  — schliesslich  die  hiefOr  nothwendig  gewordenen  87899 
Wflrfe  "noch  bis  auf  100000  ergönzte.  Ich  erhielt  so  die  umstehend  mit- 
getheilte  Tafel,  in  Beziehung  anf  welche  ich  vorlinftg  (einige  weitere  Betrach- 
tungen werden  ln  208  folgen)  aufmerksam  mache,  dass  die  in  ihr  enthaltenen 
Reihen  anf  den  ersten  Blick  zeigen,  wie  nahe  schon  die  ans  relativ  wenigen 
Versuchen  abgeleitete  Erfahmngswahrscheinlichkeit  mit  der  mathematischen 
Wahrschelnliobkeit  ilberelnstlmmt,  so  dass  z.  B.  aus  ihnen  für  einen  unpaaren 
Wurf  schon  aus  100  Versuchen  die  Wshrscheinlichkeit 

0,88  statt  nach  85:  -|-  = 0,88333  d.  h.  ein  um  5,6  % 

o 

zu  grosser  Werth  folgt,  — dass  die  Uebereinstimmung  allerdings  mit  der 
Anzahl  der  Versuche  zunimmt,  indem  1000  Versuche 

0,836  oder  einen  nur  noch  um  0,32  % 

zu  grossen  Werth  ergeben,  — dass  dann  aber  spiter  in  Folge  der  nunmehr 
in’s  Gewicht  fallenden  Unvollkommenheit  der  Versuche  (hier  zuntchst  der 
Würfel)  ein  Stagniren  elntritt,  und  so  z.  ß.  10000  Versuche 

0,8851  oder  einen  immer  noch  um  0,21  % , 

Weit,  BudtitMii.  L ^ 
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Es  enohien  unter  den  WOrfen  1 bis 


Unter  1000 
Versachen 


Wurf 

100 

1000 

lOOOO 

100000 

als 

Im 

Iilat«r«la4n<l<®r 

«rtt«r 

latster 

OAax«Q 

2 mai 

3 mal 

4 mal 

Warf 

Wuf 

1.1 

2 mal 

23 

241 

2466 

39 

1 

0 

25 

189 

1.2 

5 

71 

539 

6656 

264 

12 

1 

56 

14 

1.3 

4 

46 

487 

4631 

192 

11 

1 

46 

82 

1 .4 

6 

63 

616 

5246 

214 

12 

1 

66 

24 

1 . 5 

5 

63 

666 

5737 

273 

11 

0 

68 

16 

1 . 6 

6 

54 

612 

5004 

283 

21 

2 

63 

26 

• .S 

0 

34 

330 

3263 

73 

2 

0 

30 

84 

2.3 

9 

54 

668 

6597 

263 

11 

1 

62 

14 

2.4 

9 

67 

618 

6197 

834 

19 

2 

60 

7 

2.5 

6 

70 

639 

6629 

401 

23 

0 

69 

11 

2.6 

0 

63 

699 

6869 

299 

18 

0 

86 

16 

S.S 

1 

20 

231 

2179 

28 

0 

0 

21 

181 

8.4 

9 

61 

631 

6140 

269 

17 

2 

56 

20 

8.5 

3 

46 

649 

6377 

243 

15 

1 

51 

29 

8.6 

2 

45 

508 

6001 

209 

10 

0 

46 

18 

4.4 

6 

83 

262 

2930 

63 

1 

0 

81 

97 

4.5 

5 

61 

612 

6186 

867 

18 

0 

58 

14 

4.6 

7 

63 

638 

5486 

268 

6 

0 

64 

19 

S.5 

1 

82 

286 

2982 

77 

1 

0 

22 

101 

5.6 

3 

50 

670 

6928 

297 

19 

1 

65 

20 

6.6 

2 

22 

269 

2668 

53 

1 

0 

26 

118 

paar 

12 

164 

1649 

16467 

828 

6 

0 

166 

720 

nnpaar 

88 

836 

8351 

83683 

4151 

228 

12 

845 

280 

jft  100000  Verenche 

0,83538  oder  einen  sogar  nm  0,24  % 

za  grossen  'Werth  finden  lassen,  — dan  ferner  bei  einer  besümmten  Anzahl 
von  'Versachen  die  sich  dsmas  ergebende  Erfshrangswahrscbelnllchkelt  am 
so  weniger  von  der  mathematischen  Wahrscheinlichkeit  abweloht,  je  grSsaer 
letztere  Ist,  Indem  z.  B.  ans  je  10000  Versuchen  die  Wahrscheinlichkeit,  einen 
anpooren  Wurf  zu  werfen 

0,8351  statt  7,  = 0,88388  also  nur  nm  0,21  % 
diejenige  einen  paaren  Wurf  zu  werfen 

0,1649  statt  y,  = 0,16667  also  schon  um  1,06  % 

diejenige  denselben  nnpaaren  Wurf  zweimal  nach  einander  zu  werfen 
0,0027  statt  (*/,,)•  = 0,00309  also  sogar  um  12,64  ®/o 

etc.,  nnrlcbtig  gefnnden  wurde,  — dass  also,  nm  eine  bestimmte  Genauigkeit 
zu  erhalten,  in  entsprechendem  Maosso  wie  die  Wahrscheinllohkeit  abnimmt, 
die  Anzahl  der  Versuche  zunehmen  muss,  — etc.  — Wie  schon  oben  an- 
gegeben, waren  durcbschnittlich  97,899  Würfe  n5tbig,  um  Jeden  möglichen 
Wurf  mindestens  einmal  zu  erhalten.  Es  mag  diesem  Resultat  beigefügt 
werden,  dass,  wihrend  theoretisch  genommen  jene  Zahl  zwischen  21  und  oo 
schwanken  könnte,  sie  fsctisch  bei  allen  1000  Versuchen  nie  unter  84  und 
nie  Ober  341 , ja  nur  114  mal  unter  60  und  nur  147  mol  Ober  140  ging.  Es 
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geht  hieraus  hervor,  wie  aolten  extreme  FUle  eintreten,  jedoch  darf  man  sie 
nicht  als  quasi  unmöglich  hetrachtcn:  So  z.  B.  ist  heim  Ansthellen  eines 
Spieles  von  52  Karten  unter  4 Spieler  nach  32  unter  2230  Qnadrillionen  mög- 
licher Fhlle  nur  Ein  Fall  vorhanden,  ln  dem  jeder  Spieler  nur  Eine  Farbe 
erholt,  und  doch  soll  sich  dieser  Fall  (vergl.  Grnnerts  Archiv  47,  pag.  457) 
vor  Kurzem  in  Husum  wirklich  ereignet  haben,  — dürfte  nnn  aber  allerdings 
binnen  Tausenden  von  Jahren  nicht  wieder  Vorkommen. 

S9a  Die  Wetten  und  Hu&rdepiele.  Bei  einer  Wette  oder  einem 
Spiele  sollen  sich  offenbar  die  Blinsätze  (P,  Q)  ebenso  wie  die  Wahr- 
scheinlichkeiten zu  gewinnen  (p,  q)  verhalten,  d.  h.  es  soll 
P : Q = p : q oder  p . Q = q . P 
sein.  Das  Product,  aus  der  Wahrscheinlichkeit  zu  gewinnen  und  dem 
za  hoffenden  Gewinn  nennt  man  £rwarlUDK  (Lucrum,  esp4rance 
mathdmatique),  und  es  ist  somit  eine  Wette  oder  ein  Spiel  nur 
ebrilcii , wenn  beide  Parteien  gleiche  Erwartung  haben  können. 
Bei  den  ans  90  Nummern  bestehenden  Zahlenlotterien  z.  B.  werden 

nnn  je  5 Nummern  gezogen,  und  damit  also  z.  B.  ( o | = 10  Amben, 
/90\  ' ^ 

während  es  im  Ganzen  ( 2 ) ~ d005  Amben  gibt,  — also  ist  die 

Wahrscheinlichkeit,  dass  eine  gewisse  Ambe  beranskomme,  *‘*/ioos> 
diejenige,  dass  sie  nicht  herauskomme,  ^^/«oos*  — fthio  sollten 
sich  Einsatz  und  möglicher  Gewinn  wie  10:3995  verhalten,  oder 
Q = 399,5 . P sein.  Bei  dem  französischen  und  dem  Berliner  Lotto 
wurde  aber  für  eine  gewonnene  Ambe  nur  das  270fache  der  Ein- 
lage bezahlt,  somit  nur  das  269fache  als  Gewinnst,  — also  waren 
die  Spielenden  bedeutend  übervortheilt 

In  Beziehung  auf  die  Ehrlichkeit  der  Öffentlichen  Spiele  eagte  schon 
Oeorge-Loniz  Ijeclere  de  Buffon  (Hontbord  1707  — Paris  1788;  Direetor 
des  Natnraliencabinets  und  Mitglied  der  Academie  su  Paris;  vergl.  sein  Eloge 
in  Mdm.  de  Par.  1788):  „£ie  banquier  n’est  qn’un  fripon  avoud  et  le  ponte 
une  dupe,  dont  on  est  convenu  de  ne  pos  se  moquer.“  — In  einem  sonst  sehr 
massigen  Schriflchen  „Manuel  de  la  loterie  nationale  de  France  ou  llvre  des 
songes.  Nouv.  ed.  Paris  An  VI  ln  12.“  sind  die  beim  französischen  Lotto  von 
1708  bis  17B3  gezogenen  Hummern  vollständig  verzeichnet  Auf  628  Ziehungen 
von  je  5 Nummern  erschien 


Wr. 

■«1 

Kr. 

nal 

Kr. 

msl 

Kr. 

Ml 

Kr. 

«•1 

Kr. 

Ml 

1 

30 

9 

38 

17 

42 

26 

28 

33 

82 

41 

29 

2 

36 

10 

36 

18 

38 

26 

36 

34 

29 

42 

42 

3 

38 

11 

34 

19 

80 

27 

42 

86 

40 

48 

26 

4 

81 

12 

29 

20 

35 

28 

81 

86 

48 

44 

87 

5 

86 

18 

20 

21 

42 

29 

27 

87 

48 

46 

27 

6 

89 

14 

81 

22 

49 

80 

40 

88 

38 

46 

26 

7 

89 

16 

86 

28 

28 

81 

88 

89 

86 

47 

83 

8 

23 

16 

82 

24 

27 

82 

44 

40 

38 

48 

39 

5* 
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Kr. 

mal 

Kr. 

mal 

Hr, 

OUÜ 

Kr. 

«aal 

Kr. 

mal 

Kr. 

mal 

49 

31 

56 

28 

63 

45 

70 

32 

77 

28 

84 

39 

50 

38 

57 

35 

64 

41 

71 

41 

78 

37 

85 

30 

51 

37 

58 

26 

65 

24 

72 

28 

79 

28 

86 

39 

62 

37 

59 

37 

66 

35 

73 

42 

80 

36 

87 

32 

63 

37 

60 

30 

67 

36 

74 

35 

81 

28 

88 

50 

64 

36 

61 

35 

68 

32 

75 

44 

82 

48 

89 

30 

55 

32 

62 

42 

69 

23 

76 

42 

83 

38 

90 

40 

'Während  aleo  gemäss  der  =r  betragenden  Wnbrschclnllcbkeit  ans 
Einer  Ziehung  hervorzugehen,  durchschnittlieh  jede  Nummer  ln  sämmtlichen 
Ziehungen  628  ; 18  = 34%  mal  erscheinen  sollte,  wurde  im  Min.  Nr.  13  nur  20, 
im  Mas.  Nr.  88  aber  60  mal  gezogen,  und  dabei  ist  merkwürdig,  dass  das 
Mittel  dieser  extremen  Wertbe  36,  oder  also  so  zu  sagen  die  obige  Mittclzahl 
ergibt,  und  dass  sich  gegen  diese  letztere  überhaupt  Alles  hindrängt,  indem 
20—20  27—31  32—37  38—42  48-  60  mal 

7 22  30  23  8 Nnmmcm 

gezogen  wurden. 


40.  Die  lortaliUt.  Bezeichnet  (m)  die  Anzahl  der  Personen 
aus  einer  ahgeschlossenen  Bevölkerung,  welche  das  Älter  von  m 
Jahren  überschreiten,  und  ist  (m-f-l),  (m-|-2),  etc.  die  Anzahl  der 
Individuen  derselben  Personengruppe , welche  das  höhere  Alter 
m-1-2,  etc.  erreichen,  so  finden  sich  die  Wahrscheinlich- 
keiten für  die  angenommenen  Alter  je  das  nächste  Jahr  zu  durch- 
leben 


„ _ (m  -f  1)  „ (m  -f  2) 

(m)  (m-fl) 


P«+a  = 


(m  + 3) 

(m-+-2)  ■■■ 


1 


Ferner  finden  sich  die  Wahrscheinlichkeiten  für  den  m-jährigen 
snccessive  die  nächsten  1,  2,  3,...  Jahre  zu  durchleben 

(m-|-l) (m-t-2) 

(m) 


(m) 


•P"j 


Pm  .pm+l  ] 


(m-f-3)  - 

~^;|^-  = p«.p-+i.p»-ta,..  » 


Mnltiplicirt  man  diese  letztem  Wahrscheinlichkeitswerthe  sämmtlich 
mit  ein  und  derselben  grossen  Zahl,  z.  B.  mit  10000,  so  erhält  man 
die  Werthe,  die  in  den  gebräuchUchen  Mortalitätstafeln  (UI)  für  die 
verschiedenen  Alter  als  Anzahl  der  Lebenden  angegeben  sind, 
und  als  Grundlage  der  Renten-  und  Versicherungsrechnungen  dienen. 
Diese  Werthe  sind  natürlich  nicht  mit  den  wirklich  in  den  ver- 
schiedenen Altersklassen  Lebenden  einer  bestimmten  Bevölkening 
zu  verwechseln.  — Trägt  man  die  Alter  m als  Abscissen  und  die 
Anzahlen  (m)  der  Lebenden  nach  der  Mortalitätstafel  als  Ordinaten 
auf,  so  erhält  man  die  sog.  MortalltSlSCurrey  welche  beim  höch- 
sten Alter  m'  durch  die  Abscissenaxe  geht.  Theilt  man  den  Inhalt 
der  von  dieser  Cutve,  der  Ordinate  (m)  und  dem  Stücke  m' — m der 
Abscissenaxe  bestimmten  Fläche  durch  (m),  so  erhält  man  die  sog. 
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mildere  Lebensdaaery  während  die  Anzahl  der  Jahre,  welche 
die  in  dem  Alter  m noch  Lohenden  auf  die  Hälfte  reducirt,  die 

wabrscbelnllcbe  Lebeiusdauer  dieses  Alters  genannt  wird. 

Dia  obigen  AueeinandergoUnngen  sind  den  neusten  Ansichten,  und  nament- 
lich denjenigen  entsprechend,  welche  mein  lieber  Frennd  Gustav  Zenner 
(Chemnits  18S8;  Prufessor  der  Mechanik  am  sohweiserischen  Polytechnikum) 
demnichst  in  einer  eigenen  Schrift  au  entwickeln  gedenkt.  Früher  legte  man 
eich  diese  VerhUtnisse  in  ungenauerer  Auffassung  gewöhnlich  in  folgender 
'Weise  anrecht:  Bezeichnet  N,  die  Anzahl  der  jUirlicben  Geburten  (Geburts- 
register), La  die  Anzahl  der  Individuen  von  n Jahren  (Volkszählung),  Oa  die 
Anzahl  der  zwischen  n und  (n  -{-  i ) Jahren  Gestorbenen  (Todtenregister)  und 
Na  die  Anzahl  der  von  den  Ng  Geborenen  nach  n Jahren  noch  liebenden,  so 
stellt  angenlhert  Ga  : La  die  Mortalität  zwischen  n und  (n  -f-  I)  Jahren  dar, 
und  man  hat 

No-N,  = Go  N,-N,=zN,^...  Na  — Na+i  =N.  . S 

1*1  La 

woraus  sieh  snccessive  N, , N, , . . . berechnen , und  ebenfalls  zu  einer  Art 
Mortalitktstafel  zusammenstellen  lassen.  Bezeichnet  B die  Bevölkerung  eines 
Landes  zu  einer  gewissen  Zeit,  G die  Anzahl  der  jährlichen  Geburten,  T die- 
jenige der  Todesfälle,  — sind  ferner  B'G'T',  B"G"T“,  etc.,  dieselben 
Grössen  für  folgende  Jahre,  — und  setzt  man  die  Anzahl  der  Geburten  und 
Todesfälle  der  Bevölkerung  proportional,  so  hat  man 
B'  =B  +0  — T =B  (l+g-t)  = B.r 
B''  = B'-f-G'  — T'  = B'(l+g  — t)  = B'.r  = B.r* 
etc.,  oder  es  steigt  in  diesem  Falle  die  Bevölkerung  nach  geometrischer 
Progression.  Lla^e  fand,  dass  man  für  Belgien  r=  1,0062  setzen  dürfe, 
während  r = 1 offenbar  einer  stationären  Bevölkerung  entsprechen  würde.  — 
Wäre  die  Bevölkerung  eines  Landes  zu  einer  gewissen  Zeit  a,  und  würde  sie 
entsprechend  obiger  Annahme  nach  1,  2,...  n Jahren  a.r,  a.r*,...  Ansa.ie 
betragen,  so  hätte  man 

oder  log  r = « 

log  r " n 

und  hiernach  ergäbe  sich  z.  B.  für  a = 2 und  A = 10(X)  Millionen,  wenn  man 
r=  1,0062  setzen  würde,  n = 3240,  — und,  wenn  man  n = 6000  setzen 
würde,  r=l,(X)33,  — an  welche  Zahlen  sich  allerlei  naheliegende  Betrach- 
tungen anknüpfen  lassen,  auf  welche  ich  schon  Ende  der  ÖO«'  Jahre  hei  ein- 
tretender  Dlscusslon  Ober  die  Möglichkeit  der  Abstammung  aller  Menschen 
von  Einem  Eltempaare  hinwies.  — Vergl.  im  weitem  für  Hortalitätsbestim- 
mnngen,  Bentenermlttlungen  und  Verwandtes  „Joh.  Peter  SQismlleh  (Berlin 
1707  — Berlin  1767;  Oberconsistorialrath  und  Academiker  in  Berlin),  Die 
göttliche  Ordnung  in  den  Veränderungen  des  menschlichen  Geschlechts,  ans 
der  Gehurt,  dem  Tode  und  der  Fortpflanzung  desselben.  Berlin  1740  in  8. 
(4.  A.  durch  Chr.  Jak.  Baumann,  Berlin  1776 — 1787,  3 Bde.),  — Tb.  Simpson, 
TheDoctrine  of  Annnitiea  and  Reversions.  London  1742  in  8.  (New.  ed.  1775), 
— Francis  Bnlly  (Newbury  1774  — London  1844;  Qeldmäkler  ln  London 
und  Präsident  der  Roy.  Astronom.  Soc.),  The  Doctrine  of  Interest  and  Annnities 
analytically  iavestigatsd  and  explained.  London  1808  in  4.  (Deutsch  von 
Sebnnse,  Weimar  1839  in  8.),  — Joh.  Heinrich  Meyer,  Etatsrath  und  Dlrector 
der  Wittwencaase  zu  Kopenhagen:  Anleitung  zur  Berechnung  der  Leibrenten 
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und  Anwnrtnchntten.  Kopenhagen  1838,  3 Bde.  In  8.,  — J.  J.  v.  UHraw» 
Anleitung  zur  Berechnung  der  Lebensrenten.  Wien  1838  ln  8.,  — G.  Hubbard, 
De  rorganisation  des  sociitds  de  pr6voyance  ou  de  sccours  mutnels.  Faiis 
1852  In  8.,  — Th.  WittateiD>  Mathematische  Statistik  und  deren  Anwendung 
auf  Nationalökonomie  und  VeraicberaogswissentchafL  HannOTCr  1867  in  4., 
— Ballleux  de  Marisy,  Des  Assurances  sur  la  vie  (Revue  des  deux  mondea, 
Fevrier  1867),  — O.  F.  Knapp,  Vorstand  des  statlsUsohen  Bureau’s  zu 
Leipzig:  lieber  die  Ermittlung  der  Sterblichkeit  aus  den  Aufzeichnungen  der 
Bevölkerungsstatistik.  Leipzig  1868  in  8.,  — etc.“ 

VI.  Der  binomische  Lehrsatz. 

41.  Begriff  des  binomischen  Lehrsatzes.  Moltiplicirt  man  n 
Binome  (a  -t-  b),  (a  -f-  c),  a + d), . . . mit  einander,  and  setzt  sodann 
b = c d = . . . , so  erhält  man  (33) 

(a  + b)' = a» -f- ( ; ) a-> . b -j- ( 5 ) a-* . b*  + . , . + b- 
oder  den  sog.  binomischen  Lehrsatz  für  ganze  Exponenten. 

Bezeichnet  man  eine  Summe  von  Producten,  welche  den  Combinstionen 
von  n Elementen  b,  c,  d,...  zur  Classe  h entsprechen,  mit  O (b,  c,  d,...), 
so  erhUt  man  offenbar  durch  einfache  Mnltiplication  der  n im  Texte  er- 
wähnten Binome 

a»  + C‘  (b,  c,  d, . . .)  a«-'  + C*  (b,  c,  d, . . .)  a"-‘-f- 
+ C>Cb,c,d,...)a»->4-...  + 0(b,c,d,...) 
und  hieraus  fQr  b = c = d = . . . nach  38  unmittelbar  den  im  Texte  entlialtenen, 
auch  unter  der  Form 

(a4-b)*_  »“  I b'  a»-*  b*  . . b» 

nl  “ nl  "^(n-l)l'  II  "•"(n  — 3)1'  21  ■+■•"  + nl 
darstellbaren  Satz,  der  zugleich  begründet,  warum  dos  Symbol  zumeist 
unter  dem  Namen  Binomiaieoefflclent  bekannt  ist  Die  Folge  der  Binomlal- 
coeffioienten  wird  für 

n = 0 1 

1 1 1 

2 13  1 

8 13  3 1 

4 1 4 6 4 1 

ö 1 b 10  10  6 1 

und  diese  von  Pascal  als  Triangulus  arithmeticos  bezelchnete  Zahlenfolge, 
deren  Bildungegesctz  in  42:1,2  enthalten  ist,  — und  damit  die  erste  Spur 
des  binomischen  Lehrsatzes,  der  daim  allerdings  erst  durch  Newton  in  all- 
gemeiner Form  aufgestellt  wurde,  findet  sich  schon  in  der  1544  durch  Stifel 
(vergL  2)  haranagegebenen  „Arithmetica  integra“.  — BUdet  man  successive 
das  Product  (a-|-b-|-c-|-...)*,  so  erkennt  man  leicht,  dass  seine  Glieder 
die  Variationen  der  Elemente  s,  b,  c, . . . zur  Classe  n mit  Wiederholung  dar- 
stellen, und  dass  jedes  Glied 

a“.b^.c*'...  wo  a-|-/J-|-y-|-...sn 
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ist,  80  oft  erscheint,  sie  sich  die  Complexlon 

a.  s. . . a . b .b .. . b . 0.  c . . . c . ..  n! 

* » ~~  « . nermuiiren  liest,  d.  b.  

» ß r ■■■  ol/Jlyl... 

mal.  Man  kann  also 

(a  + b + c + ...)«  = 2'  ...  «“•b'’.c>'... 

und  in  dieser  Qleiohheit  besteht  der  sog.  polynomische  Lebrsnts« 


4S.  Eigenschanen  des  Symboles  d Aber  h.  Das  (33)  eingefahrte 
Symbol  bat  verschiedene  merkwürdige  Eigenschaften.  Sind  n 
und  h ganze  Zahlen,  so  ist 

{:)=(.%)  »-B.  (;)-C)-x  1 

und  wenn  auch  nur  h einen  ganzen  Werth  hat 

(:zi)+(V)=(i;)=("r)-(^i.)  « 

f f)=(;)  (:)+(”)  (bl, )+•■■+(?)  (s)  » 

Es  können  z.  B.  diese  Beziehungen  zur  Summation  der  sog.  flgurir» 
ten  Zahlen  verwendet  werden. 


Die  Beslebungen  1 und  2 verifleiren  sich  leicht;  am  dagegen  3 zu  erhalten, 
versichert  man  sieh  erst  der  Olelchheit 


m + n — h + l 


(2)(h-?-.)  = ( 


m — h -t  k + l 
h 


n — k' 


)(S)(b-?-.) 


=^(2)(h!=t)  + ^(k^)(h-'S-i) 


h I h 

schreibt  sodann  diese  fOr  k = 0,  1,  2,...(b  — 1)  anf,  und  erhUt  nun  aia 
Summe  die  Recnrsionsformpl 

= (S)(S)+(?)(h”.)+(S)(n”s)  + - + (S)CS)  ^ 
durch  deren  successive  Anwendung  für  h = 2,  3,  4,...  man  endlich  zum 
Ziele  gelangt.  — Da  nach  1,  wenn  h eine  ganze  Zahl  ist, 

(S)+C‘r)=i+C’r)=er)=(iit?) 

und  nach  2 

{5jn+er)=(sro. 

so  erhllt  man  durch  Addition 

(S)+(n*)+er) 

und  daher  mit  Hülfe  von  64 ; 1 

»+»i  + »t  + ---+».=  * 

+ » 

+ a 

+ a 


(5t?)+er)=(Sto.  «t«- 

K...  + (g)  = (gtl) 


+ A a 

+ (?)^“  +(a)A’a 
+ (?)A‘  +(l)A'a  + (i)A*a 


+ a +(1)Aa  +(S)A'a  +...  + A’» 

= ("+‘)a  + (”+>)Aa  + (“r)A*a+...+  A"a  • 
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Wird  a conatant,  so  heisst  die  Reihe  der  Zahlen  a arltbmetisebe  Reihe 
der  n**”  Ordnung»  und  so  sind  e.  B.  die  aus  einander  dorob  Addition  ab- 


geleiteten Reihen 

1 1 1 1 1 1 1 der  ()“■ 

1 2 3 4 5 6 7 1 

1 8 6 10  15  31  28  ...  . 2 

1 4 10  20  3b  66  84  ..  . 3 

1 5 15  36  70  136  210  . 4 

eto. 

Ordnung.  Sie  heissen  flgurlrle  Zahlen . — specieil  die  der  iwelten  Ord- 
nnng,  deren  n erste  nach  6 die  Summe 

».=(T)+nS)+(S)=("r)  » 

haben,  Trigonalrablen«  da  eine  ihnen  gleiche  Anaahl  von  Punkten  je  in 
ein  gleichseitiges  Dreieck  eingeordnet  werden  kann,  — die  der  dritten  Ord- 
nung, deren  n erste  nach  6 die  Summe 

s.  = (?)  + 3(S)  + 3(S)  + (;)  = (“  + 0 8 


haben,  Tetracdralsablen • da  eine  ihnen  gleiche  Anaahl  von  Kugeln  sich 
je  an  einem  regelmilBsigen  Tetraeder  anfhäufen  lksst,  — etc. 

48.  Terallgemeioenuig  des  bioomischen  Lehisstses.  Durch  Molti- 
plication  erhält  man  (42 : 3) , wenn  m und  n ganz  beliebige  Zahlen 
sind,  und  h unter  dem  Summenzeichen  £ alle  Ganzen  von  0 bis  oo 
durchläuft, 

^ (”)  a“-^ . b-  X (h)  a»-^.  b“  = a”+-‘  .b“  1 

d.  h.  das  Product  zweier,  folglich  auch  mehrerer  solcher  Reihen, 
ist  wieder  eine  Reihe  derselben  Form,  und  zwar  ist  der  Zeiger 
(m-f-n des  Productes  gleich  der  Summe  der  Zeiger  (m,  n,...) 
der  Factoren.  Hiernach  ist  z.  B. 

.s(^)a"-‘.b-X.F(l")a— ‘.b‘  = ,S(2)a-  b“  = 1 * 

("V“)  . b-]*  = ^ ( ” ) a— ■ . b‘  = (a  b)-  8 

folglich  hat  man 

£ (l”)  a— * . b“  = (a  -h  b)- , £ a~  “ . b"  = (a  -f  b^  ^ 

oder  es  dehnt  sich  der  binomische  Lehrsatz  auch  auf  negative  und 
gebrochene  Exponenten  aus,  nur  dass  in  diesen  beiden  Fällen  die 
Reihe  nicht  abbricht. 

Durch  Multiplication  von 

n"  + (“)a"->b  + (”)a"-»b'  + (“)a"-»b*  + ... 
a"+(“)a-'b  + (§)a"-»b«  + (“)a"-»b*+... 

erhält  man  unmittelbar 

a"  + " + [(T)  + (?)la"-^— b+[(?)  + (?)(  “)  + (?)]  a-  + »-»b*  + 

-i-l(?)+(T)(y)+(?)(3)+(s")i«"-'“-^  >>•+••■ 
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nnd  Ueratw  mit  Httlfe  von  43:8  unsere  1.  — Der  hier  darchgeführte  ell- 
gemeine  Beweis  des  binomischen  Lehrsattes  ist  dem  durch  Lholller  in 
seiner  Algebra  (vergl.  b)  Gegebenen  nachgeblldet. 


44«  Eioige  ioweDdnilgeil.  Mit  Hülfe  des  binomischen  Lehrsatzes 
erh&lt  man  z.  B. 


(l±a)-«l±{“)a  + (5)a*±(”)a*  + ... 

(lia)-=l  + (;)a  + (”  + ')a»  + (”t’)a»4-... 


a n — 1/*V  I (n  — 1)  (2n  — l)/a\* 


1.2.3 


(ij- 


y'a*  + b = a 


f ^ 1 

3 -| 

l± 

- n . a“  2 ‘ 

^ n . a‘  J 

, (n-l)(2n-l), 

S 

[ — 2.3  ’ 

l n . a"  J 

1 . . 

1 

9 

S 

4 


wo  4 Anleitung  gibt,  wie  man  ans  einer  Zahl  durch  Zerfällen  in  zwei 
Theile,  von  denen  der  erste  eine  ihr  möglichst  nahe  n'*  Potenz,  der 
zweite  eine  kleine  Correction  ist,  leicht  die  n**  Wurzel  ziehen  kann. 


8o  a B.  ist  nach  4 

V'SäbTcV^lB*  — Srnjlbfl ? ( ^ V 1 

l-OOOI=;|rX»  g ggjg  8 . M69  ^ J 

= 1»  [1-0,0000  9730  - 0,0000  0001] 

= 18,9981630 

wibrend  Vega-BQlsse  (vergl.  14)  18,9981631  gibt  — Wird  einer  Oleichnng 
0 = a x“  + b 0 x”~*  + . . . + p X -|- q 

durch  zwei  Annahmen  o,  und  o,  fllr  x so  nahe  Genüge  geleistet,  dass  ihre 
Bubstitation  zwar  nicht  Null,  aber  doch  ganz  kleine  Werthe  d,  nnd  d,  ergibt, 
SO  darf  man  offenbar  annehmen,  dass  die  Fehler  f,  = o,  — x nnd  f,  =ot  — x 
der  gemachten  Annahmen  klein  genug  seien,  um  ihre  zweiten  und  h6hem 
Potenzen  ohne  grossen  Sohaden  vemachUssigen  zu  dürfen.  Man  hat  alsdann 
mit  Hülfe  von  41  nnd  43 


d,  = a.  o,“  + b .o,““’ + 0 . «,*  * + . . .-|-p . o,  + q 
= a.(x  + f,)"+b(x  + f,)"-'  + ...+  p(x  + f,)  + q 
= a(x*  + n.x— >f,)+b(x»-‘  + (n-l)x"-»f,)  + ...  + q 
= 8X*  + bx—>  + ox—*  + ...  + px  + q + 

+ [anx—»  + b(n-l)x— * + •••  + ?]  A 

= [a  n X*  -I- b (n  — 1)  x‘~*  + . . . + p]  f; 
d,=  [anx— ‘ + b(n-l)x'-*  + ...+p]fi 

abo 


f, 


o,  — X 


oder 


_ »1  — “t  . 

= Ol  — ~z • Oi 


d.-X”«.^  — *-“‘-d,-d. 

Entspricht  dem  nach  dieser  Formel,  der  sog.  Regula  Falsl«  berechneten 
Werthe  von  x bei  Substitution  in  die  vorgelegte  Gleichung  noch  ein  merk- 
licher Werth  i, , so  betrachtet  mu  ihn  als  eine  neue  Annahme  o, , sucht  zu 
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dieaer  und  der  boesem  der  frttbers  Amuhmen  oacb  6 Doebmala  einen  neuen 
Wertfa,  etc.  Vergl.  für  eine  andere,  auch  tranacendente  Gleichungen  om- 
faaaendr,  Äbieitung  60,  — für  eine  ebcnao  allgemeine,  und  noch  ein£achere  Ab- 
leitung, sowie  für  Anwendungen  aber  132. 

VII.  Die  Lehre  von  den  Reihen. 

4S.  Did  lOg.  Functionen,  üm  die  Abhängigkeit  einer  Gh-öese  z 
von  andern  Grössen  y,  z,...  itn  Allgemeinen  auszudrücken,  nennt 
man  sie  eine  Function  derselben,  und  schreibt,  je  nachdem  die 
betreffende  Beziehung  nach  x aufgelöst  ist  oder  nicht, 

x = f(y,  z,...)  oder  F (x,  y,  z, . . .)  = 0 
wo  jedoch,  um  gleichzeitig  verschiedene  Functionen  bezeichnen  zu 
können,  f und  F auch  Zeiger  oder  Stellvertreter  erhalten  dürfen.  — 
Entsprechend  den  Gleichungen  (s.  16)  werden  die  Functionen  in 
algebraUetie  und  tranacendente  getheilt,  — wobei  erstere  noch 
in  rationale  und  irrationale  zerfallen,  je  nachdem  die  Variabeln 
nur  mit  ganzen,  oder  auch  mit  Bruch-Exponenten  behaftet  sind. 

FOr  die  mit  diesem  Abachnitte  beginnende  hBhere  ArithmetUc  und  Ihre 
auccesalve  Entwicklung  hSnnen  ausser  den  vielen  schon  in  S,  4,  0 etc.  ge- 
nannten Werken  a.  B.  noch  Folgende  verglichen  werden:  nQuülaume  Francois 
de  rHoapital  (Paris  1661  — Paris  1704;  BchOler  von  Joh.  BemouUl  und 
Ehrenmitglied  der  Academie;  vergl.  sein  Eloge  durch  Fontenelle  in  Mdm.  de 
Par.  1704),  Analyse  des  infinlment  petits.  Paris  1696  in  4 (2  4d-  1716,  4 dd. 
1768;  Commentaire  von  Crousas  1721,  von  Varlgnon  1726),  — Newton. 
Arithmetica  univcrsalis.  Ed.  Wilh.  Whlston.  Cambridge  1707  in  8.  (2.  ed.  1722; 
engl,  von  Rnlphson,  London  1728  in  8.;  lat.  mit  Commentar  von  Joh.  Castillion, 
Amstel.  1761,  2 Vol.  in  4.;  frans,  von  K.  Beandeuz,  Paris  1802,  2 Vol.  in  4.), 

— Newton.  Method  of  Fluzlons  and  infinite  Series.  Ed.  J.  Colson.  London 
1736  ln  4.  (frans,  durch  BufiTon,  Paris  1740  in  4.),  — Colin  Maelanrin 
(Kilmoddan  1608  — York  1746;  Professor  der  Mathematik  in  Aberdeen  und 
Edinburgh),  Treatlse  of  Flnxlons.  Edinburgh  1742,  2 Vol.  in  4.  (frans,  durch 
Pesenas,  Paris  1749,  2 VoL  in  4.),  — Maria  Oaetana  Agnes!  (Mailand  1718 

— Mailand  1799;  1760  snm  Professor  der  Mathematik  in  Bologna  ernannt, 
zog  sie  sich  schon  1761  nach  dem  Tode  ihres  Vaters  in  ein  Kloster  zurDok; 
vergl.  ihr  von  Frisi  herausgegebenes  „Elogio,  Milano  1799“),  Istituzione  ana- 
litiche  ad  nso  dclla  gioventu  italiana.  Bologna  1748,  2 Vol.  ln  4.  (engl,  durch 
Colson,  London  1801,  2 Vol.  ln  4.;  der  zweite  Band  frans,  durch  Bossnt  als: 
Traitd  de  calcnl  diifdrentiel  et  intdgral,  Paris  1776  in  8.),  — Euler.  Intro- 
ductio  in  Analysin  inflnitomm.  Lausannn  1748  , 2 Vol.  io  4.  (deutsch  von 
Michelsen,  Berlin  1788 — 1791,  3 Bde.  in  8.;  frans,  durch  Labey,  Paris  1796 
bis  1797,  2 Vol.  in  4.),  — Euler.  Institutiones  oalcnll  differentialls.  PetropoU 
1766  in  4.  (2.  ed.  Ticinl  1787,  2 Vol.  in  4.;  deutsch  von  Michelsen  und  Qrfison, 
Berlin  1790—1798  , 4 Bde.  in  8.),  — Euler.  Institutiones  oalcnll  integralis. 
PetropoU  1768 — 1770,  3 Vol.  ln  4.  (3.  ed.  PetropoU  1824—1845,  4 VoL  in  4.; 
deutsch  von  Salomon,  'Wien  1828 — 1880,  4 Bde.  ln  8.),  — Lbulller«  Exposi- 
tion dlementaire  des  princlpes  des  calouls  supdrleurs.  Berlin  1786  in  4.,  — 
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Leg;endre«  Memoire  snr  lea  tronacendantea  ellipUquea.  Paris  1794  in  4.,  — 
Lhuilier»  Principiorum  calcuii  diffcrentialis  et  integralla  expoaitio  elementaris. 
Tabing»  1795  in  4.,  — Jacquea-Antoinc-Joaeph  Coualn  (Paria  1739  — Paris 
1800;  Professor  der  Mathematik  und  Academiker  in  Paris),  Lefons  de  calcul 
diffdrenUel  et  intdgral.  Paria  1777,  2 Voi.  in  8.  (Traitd  1796,  2 Voi.  in  4 ),  — 
Laeroix,  Traitd  da  calcui  diffdrenliel  et  du  caicul  intdgral.  Paria  1797 — 1800, 
3 VoL  in  4.  (2  dd.  1810—1819),  und;  Traitd  dldmentaire  du  calcul  diffdrentiel 
et  du  calcul  InUgrol.  Paris  1797  in  8.  (7  dd.  par  Hermite  et  Serret  1867; 
deutsch  von  Fr.  Baumann,  Berlin  1830—1831,  3 Bde.  in  8.),  — l^a^angei 
Thdorie  des  fonctions  analytiques.  Paris  1797  in  4.  (3  dd.  par  Serret  1847), 
und;  Lefona  snr  le  calcul  dos  fonctions.  Nouv.  ddit.  Paris  1806  in  8.  (die 
erste  Au&age  erschien  1801  ln  den  Sdances  de  l’dcole  normale  und  1804  im 
Journ.  de  l’dcole  polyL),  — Joh.  Gottlieb  Friedrich  von  Bobnenberger 
(Simmosheim  im  Schvrarswald  1765  — Ttlbingen  1831 ; Professor  der  Mathe- 
matik und  Astronomie  xu  Tübingen),  Anfangsgründe  der  hübem  Analysis. 
Tübingen  1811  in  8.,  — Legendre,  Exercices  de  calcul  intdgral.  Paris 
1811 — 1817,  8 Voi.  in  4.,  — Meier  Hlrsebi  Integraltafeln.  Berlin  1810  in  8., 
— Le(endre>  Traitd  des  fonctions  elllptiqnes  et  des  intdgrales  Euldriennes. 
Paris  1825-1828,  3 VoL  in  4.,  — Caueby»  Exercices  de  matbdmatiquoa. 
Paris  1826 — 1880  , 61  Livrs.  in  4.  (Als  Fortsetzungen:  Nonvesux  exercices 
de  Mathdroatiqnes , Pragne  1835 — 1886,  8 Cah.  in  4.;  Exercices  d’analyse  et 
de  physiqne  mathdmatiqnes,  Paris  1840 — 1847  , 4 Voi.  in  4.),  — Jaeobl, 
Fundaments  nova  theoris  bmotionum  elUpticarum.  Regiomonti  1829  in  4.,  — 
Joseph  Ludwig  Ranbe  (Brody  in  Oallizien  1801  — (Zürich  1859;  Professor 
der  Mathematik  in  Zürich;  vergl.  Bd.  2 meiner  Biographien),  Die  DUferenzial- 
und  Integralrechnung.  Zürich  1839—1847  , 3 Voi.  in  8.,  — Caueby«  Lefons 
de  calcul  dilfdrentiel  et  de  calcul  intdgraL  Rddigdes  par  Moigno.  Pasda  1840 
bis  1844,  2 Voi.  ln  8.,  — Clande-Louls-Marie-Henry  IVaTier  (Dyon  1786  — 
Paris  1836;  Ingdnienr  des  ponts-et-ebanssdes , I*rofessor  der  Analysis  und 
Mechanik,  sowie  Academiker  in  Paris),  Le^ons  d’analyse,  avec  des  notes  de 
Liouville.  Paris  1840,  2 Voi.  in  8.  (2  dd.  1856;  deutsch  von  Wittstein,  Hannover 
1848 — 1849  und  1854),  — A.  A.  Conraot,  Thdorie  des  fonctions  et  du  calcul 
inftnitdsimal.  Paris  1841,  2 Voi.  in  8.  (2  dd.  1857;  deutsch  von  Schnuse, 
Darmstadt  1845  in  8.),  — 0.  Scblömlleb,  Höhere  Analysis.  Brannschweig 
1843  in  8.  (2.  Ausg.  in  2 Bdn.  1862 — 1866),  — C.  H.  Sebnuse.  Sammlung 
ansgewüblter  Formeln,  Beispiele  und  Au  gaben  aus  der  Differenzialrechnnng 
und  deren  Anwendung  auf  Geometrie.  Brannschweig  1844  in  8.,  — Ferdinand 
Ootthold  Max  EUenstein  (Berlin  1823  — Berlin  1852;  Mitglied  der  Berllner- 
Academie;  vergl.  Monatsberichte  1853),  MathemaUsebe  Abhandlungen  ans  dem 
Gebiete  der  hShem  Arithmetik  und  der  elliptischen  Functionen.  Berlin  1847 
in  4.,  — Serrett  Cours  d’algdbre  supdrieure.  Paris  1849  in  8.  (8  dd.  in  2 Voi. 
1866;  deutsch  von  Wertheim,  Leipzig  1868),  — 8obnke>  Sammlung  von 
Aufgaben  aus  der  Differential-  und  Integralrechnung.  Halle  1850  in  8.,  — 
Aloys  Mayr  (Stadtamhof  bet  Regensburg  1807;  Professor  der  Mathematik 
und  Astronomie  zu  Würzburg),  Theorie  des  Differenzial-Calouls.  Regensburg 
1864  in  8.,  — fierhardt»  Die  Entdeckung  der  höhem  Analysis.  Halle  1855 
in  8.,  — Jean-Marie-Constant  Duhamel  (8L  Malo  1797;  Professor  der  Mathe- 
matik und  Mitglied  der  Academle  in  Paris),  Calcul  inflnitdsimal.  Paris  1866, 
2 VoL  in  8.  (deutsch  von  Wagner,  Brannschweig  1856 — 1856),  — H.  Weissen* 
boroi  Die  Princ^ien  der  höbem  Analysis  ln  ihrer  historischen  Entwicklung. 
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HaUe  1866  in  8.,  — Starnit  Cours  d’analyse,  pnbl.  par  E.  Pronhet  Paria 
1857—1869,  2 Vol.  in  8.,  — O.  Salmon.  Lcssona  introductory  to  the  modern 
higher  Algebra.  Dublin  1859  in  8.  (2.  ed.  1866;  franx.  durch  Baain  mit  Noten 
von  Uermite,  Paria  1868),  — Job.  Heinrich  Diir^ge  (Danaig  1821;  Profeaaor 
der  Mathematik  in  Zürich  und  Prag),  Theorie  der  elliptlachcn  Functionen. 
Leipzig  1861  in  8.  (2.  A.  1868),  — JoBeph-LouiB-Fran?ola  Berlrand  (Paria 
1822-  Professor  der  Mathematik  und  Mitglied  der  Academio  ln  Paris),  Traite 
de  cMcul  diffdrentiol  et  de  calcul  integral.  Vol.  1.  Paria  1864  in  4.,  — Durege, 
Elemente  der  Theorie  der  Functionen  einer  complexen  verlnderlichen  OrOsae. 
Leipzig  1864  in  8.,  — Karl  Heinrich  Scfaeilbaeh  (Eialeben  1805;  Professor 
der  Mathematik  und  Physik  ln  Berlin),  Die  Lehre  von  den  elliptischen  Inte- 
gralen und  den  Theta-Functionen.  Berlin  1864  in  8.,  — Fr.  Autenheiiuer. 
Elementarbnch  der  Differenzial-  und  Integralrechnung.  Weimar  1865  in  8.,  — 
F.  Freuet,  Rocueil  d’exercices  sur  le  calcul  infinitesimal.  Paris  1866  ln  8., 
B.  RleMann,  Ueber  die  Darstellung  einer  Function  dnreh  eine  trigo- 
nometrische Reihe.  Döttingen  1867  ln  4.,  — Serret,  Coure  de  calcul  dlff6- 
rentlel  et  Integral.  Paris  1868,  2 Vol.  ln  8.,  — O.  Sehlöuilleh,  Uebnngebuch 
inm  Studium  der  höhern  Analysis.  Bd.  1.  Leipzig  1868  in  8.,  — Eugen 
Lemmel  (1837;  Professor  der  Mathematik  und  Physik  in  Bchwyi,  Zürich 
und  Hohenheim),  Studien  über  die  Bessel’schen  Functionen.  Leipzig  1868  in 
8.,  — etc.“  VergL  auch  55. 

441.  Die  Ezponentifilrellie.  — Setzt  man 

, a-1  (a-1)»  (a-1)» 

1 2 3 ” * 

so  hat  man  für  jeden  Werth  von  x und  n (43) 

a*  = [(l  + (a  — 1)  = [H-n(A  + nf(a,n))]~ 

oder  (43),  da  diese  Qleichheit,  weil  n links  nicht  erscheint,  nur 
bestehen  kann,  wenn  sich  auch  rechts  die  Glieder  mit  n heben, 

, , A X , A*  X*  A*  X*  _ 

“ 1 1.2  1.2.3  * 

d.  h.  die  sog.  Exponentialreihe. 

Nach  dem  binomischen  Lehrsätze  erhält  man  unmittelbar 

[1-Ka-1)]»=  1 + (?)(«-!) + (S)(»-1)*  + (S)(‘-1>*  + ... 


= 1 + i (a-i)  + ^ (a-1). + 
-1 


n* — 8n*-p2n 


1.3.8 


(a-l)*+... 


= i + n[: 


(a-1)«  (a-1)» 

Q t“ 


3 


+ n«[i(a-l)«-i-L^(.-l)»  + 


•3  + 


= l + n[A  + nf(a,n)]  ‘ 

und  ferDcr  ^ 

[1  + n [A + nf  (a,  n)]]“  = 1 + Y ”33  + 

+ ^ . a» [A  + n f (a,  n)]«  + • : 
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1 « , , Ax  , A*x*  , A*x*  . , . 

iU«o  a =l  + -j + + + 

eine  Gleichheit,  welche  nur  fQr  F (*,  n,  x)  =:  0 bestehen  kann,  d.  h.  wenn 
die  Reihe  2 statt  hat,  welche  JVewton  snerst  aofgcstellt  haben  soll,  während 
man  Lia|prangc  die  chen  gegebene  einfache  Entwicklnng  zu  Terdanken  hat. 


41.  Die  log&rithmische  Reihe.  Ist 

a*  = y oder  x = log  y 1 

80  erhält  man  durch  (46  entsprechende)  Entwicklung  der  identischen 
Gleichheit 


[l+(a-l)]“*  = [l-|-(y-l)]" 
wenn  für  A noch  46 : 1 besteht, 

iogy==^[yr^-  ^ 


1 


3 


d.  h.  die  sog.  logarithmische  Reihe. 


Nach  dem  binomischen  Lehrsätze  erhält  man 

[l  + (a-l)]”  = l + il^(»-l)+  (>-l)«  + 

n^(nx-lKni^ 

^ 1.2,8  '■ 

= 1 -|-  n A X 4-  n*  ^ (s,  n,  x) 

und  ferner 

[1  + (y -!)]•  = 1 + n [ -...]  + n*  V- (n,  y) 
also  durch  Oleichsetzung 

Ai  + nyCa,  n,x)  = ^^  — — ...  + ny(n,  y) 

woraus  fUr  n = 0 aofort  2 hervorgeht.  — Man  verdankt  diese  einfache  Ab- 
leitung der  logarithmischen  Reihe  ebenfalls  Lagrangei  dagegen  ist  die 
Reihe  selbst  viel  früher,  und  swar  snerst  in  der  48 ; 6 gegebenen  Form  siem- 
lich  gleichzeitig  theils  von  Nicolaus  Mercator  io  der  8 angegebenen  Schrift 
bekannt  gemacht  worden,  theils  von  James  Gregory  (Aberdeen  1888  — 
Edinburgh  1675;  Professor  der  Mathematik  ln  St  Andrews  und  Edinburgh) 
in  seinen  „Exercitationes  geometricm.  London  1668  in  4.“  Letzterer  ist  nicht 
zu  verwechseln  mit  seinem  Neffen  David  Gregory  (Aberdeen  1661  — Maiden- 
head  1710;  Professor  der  Mathematik  in  Edinburgh  und  der  Astronomie  in 
Oxford),  dem  Orossvater  oder  wohl  eher  Urgroesvater  von  Duncan  Farquharson 
Gregory  (Edinburgh  1818  — Cambridge  1844;  Examinator  der  Mathematik 
in  Cambridge;  vergl.  dessen  „MathemaUcal  wiitings  with  biograpby  by  R. 
Leslie,  Cambridge  1866  in  8.“),  einem  der  Gründer  des  Cambridge  Mathe- 
matical  Journal. 


4«.  Die  natfliUcheo  Logarithmen.  Für  x ==  ‘/A  gibt  die  Expo- 
nentialreihe  46 : 2 

aVA  = i+^  + ^^_^_,_...  = 2,71828  18285  = e 

Für  A=1  wird  somit  a = e,  und  heisst  dann  Basis  der  natür- 
lichen oder  Neper’schen  Logarithmen.  Bezeichnet  man  daher  letztere 
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schlechtweg  mit  log.,  so  hat  man  (46,  47) 


e*  = 1-f 


1 


1 .2 


+ 


1.2.3 


• 1 

A = log  a log  y = ^ . log  y 

a*  = 1-t-x.loga-f  j^(loga)2-f- j-|-^(loga)*H 

oder,  wenn  in  4 snccessive  x = 1 und  a = x gesetzt  wird, 

x = 1 + log ^ 2 g(logx)*H 

Für  y = l + z erhält  man  nach  2 

log  (1  + z)  = + z ^ z*  + -^  z* j z*  + • • • 

und  hierans 


1 

9 

» 

4 

4 

6 


log4^  = 2[z-f-lz»-H-^zS-f-...]  7 

Die  letztere  Reihe  gibt  für  z = */,,  y^,  Vs»*-*  ^6  natürlichen 
Logarithmen  von  2,  3,  4,  etc. 


Weitere  Decimalen  von  e,  der  gemeine  Logerlthmus  dieser  Zahl  und  eeine 
Vielfachen  finden  eich  ln  IV.  Letztere  dienen  (vergl.  49),  da  nach  3 

• 1 1 • * 

loge  = — .loge  = -^  also  log  y = log  e . log  y 8 

zum  XJmaetzen  der  natürlichen  in  gemeine  Logarithmen.  — Bezeichnet  man 
die  Werthe,  welche  die  Exponentialfnnction 

y =:  a . e'*  b . e“*“  ® 

für  z = z,,  x,-(-i,  + annimmt,  mit  y,,  y,,  y,,  so  hat  man 


y,  + y,_ae'^.e^>‘4-be-'^i.e-^'^  + ae'"»4-be-»^ 
y«  ae>’*‘.opi  + be“‘’*<.e~'’' 


= e'”4-e-'“ 

eo  daee  dieses  VerbUtniss  von  den  Constanten  a und  b unabhängig  wird. 


10 


40«  Die  gemeioeD  Logarithmen.  Hat  man  von  einer  Reihe  von 
Zahlen  die  natürlichen  Logarithmen  berechnet,  so  hat  man  sie  (48:3) 
zur  Reduction  auf  eine  andere  Basis  a nur  mit  dem  sog.  ülodalua 
1 : log  a zu  multipliciren,  so  z.  B.  um  sog.  gemeine  oder  Brigg'sche 
Logarithmen  zu  erhalten,  mit 

1:  log  10  = 0,43429  44819 
Setzt  man  z = d : (2  y + d),  so  erhält  man  (48 : 7) 

i»g  (7 + « - l.g  y + i + ■ . ■] 

d.  h.  eine  ganz  bequeme  logarith mische  Interpolationsformel. 
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Weitere  Deolmalen  des  Modnlus,  sein  reciprokcr  Werth,  nnd  ihre  Viel- 
fachen finden  eich  ln  W,  unterhalb  der  zehnstelligen  natürlichen  und  gemeinen 
Logarithmen  aller  Primzahlen  von  1 bis  1000,  mit  deren  Hülfe  jeder  Logarith- 
mus nach  der  soeben  gegebenen  Interpolationsformel  leicht  gefunden  werden 
kann.  So  z.  B.  ist  48624  = 486,24 . 100  =:  100  (2  . S''  -|-  0,24),  also 

10  10  10  2 0,24 
log  48624  = 2 + log  2 + 6 log  3 + 

= 2,00000  00000 

+ 0,30102  99957 


+ 2,38560  62736  . . . 6.0,47712  12547 

+ 0,00021  44136  . . . : 97224 

log  10 

= 4,68685  06828 

was  mit  der  Angabe  des  Thesaurus  bis  auf  eine  Einheit  in  der  IO***  Decimale 
Uberelnstimmt 


BO.  Die  goniometrischeD  Reihen.  Setzt  man  mit  Enler 

e*‘  — e— ' e-'-l-e-*'  „ 

g-7 = Sm  X — — g- = CoB  X 

oder  e-*‘ = Co8x  + i . Sin  X 

BO  folgen 

Sin2x+- Coa*x  = 1 oder  Cos  x = V 1 — Sin*x 
(Cos  X + i Sin  x)“  = Cos  n x + i . Sin  n x 
Sin  (x  + y)  = Sin  x . Cos  y + Cos  x . Sin  y 
Cos  (x  + y)  = Cos  X . Cos  y + Sin  x . Sin  y 
etc.,  nnd  nacli  48 

X X*  . X®  X? 

lZ2.dA:6.6.7 


Sin  X = 


1 


Cos  X = 1 


1.2.3 

X* 


1.2 


1.2. 3. 4. 5 

X* 

1.2. 3. 4 


1.2. 3. 4. 5. 6 


+ • 
+ • 


1 

S 


B 


6 


Entwickelt  man  in  4,  dem  sog.  Moivre*8Cben  Lebrsatze  (vergl. 
99),  die  Seite  links  nach  43,  so  findet  man,  dass  die  Gleichheiten 


Sin  nx  = ( Cos"“* x . Sinx  — Cos"“® x. Sin*xH 

Cos  n X = Cos"  X — ^ 5 ) Cos"“®  x . Sin®  x • 

bestehen  müssen,  dass  so  z.  B. 

Sin  2 X = 2 Sin  x Cos  x Sin  3 x = 3 Sin  x — 4 Sin®  x 

Cos  2 X = 2 Cos®  X — 1 Cos  3 x = 4 Cos®x  — 3 Cos  x 


Setzt  man  ferner  Sin  x : Cos  x < 

T,  e®*‘  — 1 

TgX=r- 


i(e®"‘-+l) 
nnd  mit  Hülfe  von  3,6  und  43 : 4 


= Tg  X,  so  folgt 
oder 


e*"  = 


1-i-i.Tgx 
1— i.Tgx 


1 

8 

9 
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Tg  X = Sin  X (1  — Sin*  x) 

= Sin  X -t--^  Sin*x  + Sin*x Sin*x  H lO 

J o lO 

,1  , , 2 ,17  , . 

3 * 

Und  so  weiter. 


Die  Oleichheiten  3 bla  10  veriflclren  sich  mit  Ilfllfe  von  1 bis  2,  und 
flberhenpt  euf  die  im  Texte  angegebene  Weise  sehr  leicht;  so  z.  B.  ist 


Sin  X . Cos  y Oos  x . Sin  y 


_e*‘  — e— ' e>‘  + e 


-r< 


21  2 
g («+»)• g-<«+T)l 


+ - 


e^  + c- 


21 


21 


= Sin  (X  + y) 


etc. 


11 


Aus  5 folgt  auch  mit  HDlfe  der  Tangentendefinitinn 

Tg(x  + y)  = -Ill±IiI_ 

8t  _y;-  ,q;Tgx.Tgy 

tmd  entsprechend  10  erh&lt  man 

Sinx=Tgx(l+Tg*x)  *=Tgx-lTg*x  + -|-Tg‘x-ATg»x  + ...  It 
Setzt  man 


und  somit 


Cos  X i Sin  X = n 


Cos  X — 1 Sin  X = V 


IS 


ü :=  2 . Cos  x = n + v V = 21.61nx=:u  — v l=u.v  14 
so  erbUt  man,  wenn  m eine  positive  ganze  Zahl  ist,  nach  dem  Binomischen 
Lehrsätze  und  unter  Bertlckeichtigung  theils  von  4,  thoils  der  ans  6 folgenden 
Oleichheiten  Sin  ( — x)  = — Sin  x und  Cos  (—  x)  = Cos  x. 


U“  = u"  + m u— » y + 7 2 * ' + 
z=u-  + mn— » + * + ...  + u— 

=r  Cos  m X + m Cos  (m— 2)  x + ^ (m— 4)  x + . . . + Cos  m x 

+ l[Sln  mx  + m Sin(m — 2) x + x + . . . — Bin  mx] 


V"  = u"  — mu“-*v  + ?li^-j-yu“-*v* + (— l)“v“ 

= n“  - m n“-»  + u“”« (_  i )" u“" 

— Cosmx — mCos(m— 2)x  + °*^°^--  Cos(m—4)x— 1)** Cos  mx 
4- l[Slnmx — mSin(m— 2)x+°*^!°  „ *-81n(m— 4)x — ... — ( — l)“Slnmx] 

1 • M 

Beachtet  man,  dass  in  beiden  Entwicklungen  rechts  die  symmetrischen  Glieder 
gleich  gross  sind,  aber  bald  gleiches,  bald  entgegengesetstes  Zeichen  haben, 
BO  ergeben  sich , je  nachdem  man  für  m den  geraden  Werth  2 n oder  den 
ungeraden  Werth  2n-{-  I einführt,  die  vier  wichtigen  Reihen 
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C0B*"x=—  + I 

4"‘  1.2.3...n 

Co»2nx-t-2nCo»2(n  — ^^Coe2(n  — ä)x4- 

1 * « 

+^2"nil^'l‘±i)co82x 

~ 1 . 2...(n— 1) 

Co«(2n+l)x+(2ii+l)Co9(2n-l)x+*^^p^‘^®^*““®>*+ 

, (2n  + lI2n...(n  + 2)  „ 

H r-n ;; .Cosx 

t . J . . . n 


Co.»*+'x  = -l 
4" 


IB 


16 


8ln»"x=. 


1 2n(2n — l)(2n  — 2)...(n4-0 


4" 

h — 

(-4)' 


i.2.3...n 

Cos2nx — 2nCoB2(n  — + - -^Cog2(n — 2)x  — 



81n(2n+l)x-(2n+I)Sin(2n-l)x+'.H2±^81n(2n-2)x— 
+ (-')"  <^-"+^1"— ^-±^'8iax 


n 


18 


81n**+'x=— !— 

(-•«)■  

I .2...n 

xnr  Umgetsung  der  Potenzen  von  8inna  und  Coginns  in  8inus  und  Coginug 
der  Vielfaehen.  — Die  beiden  Reihen  G goll  gchon  IVewtOn  anfgegtellt,  und 
godann  Moivre  in  aeinen  „Miacellanca  analytiea  de  aeriebua  et  quadraturig. 
Londinl  1730  in  4.“  die  Formeln 

(Cog  X -1- 1 Rill  x)’  + (Cog  X — 1 Pin  x)’ 


19 


Cog  X y = -!«■ 

(Coa  X + I Rin  x)'  — (Coax  — iSinx)’ 

8ln  X y = -1 ^ 

gegeben  haben,  welche  allerdingg  die  aeinen  Namen  tragende  4 in  eich  faaaen; 
aber  eigentlich  aoll  4 gelbat  erat  bei  Eulert  dem  wir  auch  1 und  2 ver- 
danken, Vorkommen.  Ea  mag  dabei  noch  bemerkt  werden,  daaa  man  4 auoh 
die  Form 

(Coa  X + i Sin  x)' = (Cog  y + i 81ny)*  90 

geben  kann. 


Si.  Die  umgekehrten  Reihen.  Setzt  man  (50:2,9) 

e»''  = Co8  2y+i.Sm2y  = [^^  oder  z = = I . Tg y 

so  erhält  man  durch  Logarithmiren  (48 : 7) 

1 , 1-f-z  1 . , 1 , , 1 . , , 

= Tgy--|-Tg»y-(--^Tg*y  — y Tg’y  + ... 
oder  mit  Hülfe  von  50 : 10 

y = Siny-f-y  Sin*y-f  ^Sin»y-f  j^Sin’y  + ...  8 

Und  80  weiter. 

Wolf,  B6odh««li.  I.  6 
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— Die  Lohre  von  den  Reihen.  — 


Statt  2 kann  man  auch  schreiben 


yz=8iny  + Y 


Sin’  y . 1.3 
3 ■^TTT 


Bin’  y ^ 1.3.5 


Sin’  y 


D ‘2.4.6  7 ' 

und  wenn  daher  '/i»  ein»  bezeichnet,  deren  Sinns  gleich  der  Einheit 
ist,  so  folgt 


2 ~ 2 3^2.4 


1.3.5  1 


+ ••• 


2.4.6  7 

eine  Reihe,  welche  jedoch  für  wirkliche  Berechnung  von  n zu  langsam  con- 
vergirt.  Setzt  man  dagegen  Sinx  = .^,  so  wird  nach  50:8 


Sin3x=3.4-  — 4.4-  = 1 

2 ö 


also 


n 

^ = T 


und  man  hat  daher  die  weit  rascher  convergirende  Reihe 
n _ 1 I 1 11.3  1 1 1.3.5  1 

6"~2"’'2‘3'8'^2.4'5'32'^2.4.0  7’ 

deren  erste  6 Glieder 

B = 3,14159 


1 

128 


+ ••• 


ergehen.  — Aus  Sin  * folgen  nach  50 : 3,  5,  8 


Sin  l=i 

Sin  n = 0 

Sin  y B 

Co8y  = 0 

Cos  rt  = — 1 

C08.|-B 

und  80  fortan. 

\ 

Sin  2 B = 0 
Cos  2 B = I 


S9.  Weitere  EotwickluDgeo.  Ist 

Tgx  = a.Tgy  und  =b  1 

so  folgt  (48,  50) 

X = y -f  b . Sin  2 y -f-  Sin  4 y 4-  Sin  G y + . . . * 

Setzt  man  dagegen 

Tg  y = ^ ^ — = a Sin  x (1  + a Cos  x -f  a*  Cos*  x + • • •)  * 

so  ergibt  sich  (51 : 1 und  50 : 8) 

2 3 

y = a . Sin  x + Sin  2x4-  Sin  3 x 4~  • • • ^ 

Setzt  man  (50:2) 

y = Cos x4-i  Sin X = c*‘  oder  logy  = xi 
so  folgt  (50: 1,  9) 

logy=i. ArcSin^^^  = i. ArcCos^^'^^  = 2i ArcTg^^q^  * 
Ueberdiesa  bat  man 

log  Vl-f-2  a Cos  x -j-  a*  = a Cos  x — Cos  2 x 4-  ^ Cos  3x — ...  6 

Ferner,  wenn  n eine  Zahl  bezeichnet,  für  welche  Sin  ~ gleich 
1 ist. 
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und  zur  Bestirnmung  von  n aus  der  erstem  dieser  Factorenfolgen 
n 2. 2. 4. 4. G. 6.8.8 
2 

Endlich 
1 1 


1.3. 3. 5. 5. 7. 7. 9, 


8 


_ 2^  2(2^1)  2^1) 

Sinx  1.2  ^ 1. 2.3.4  +1.2.3.4.5:g^ 

^ iTF"®‘*^'^T2.Xr^**'+‘ 1.2X45:6 

JM2*^  ^2V2*-1)  2e(26-l) 

® 1.2  ' ^ 1.2.3.4  ^ ^1.2.3.45.6  * 

®‘  * “ t:2 . 3:4  ~ r.^;45.6 


2* 


0 


10 


Tgx~x  1.2 

wo  in  der  ersten  und  vierten  Reihe  x 
n 


:n,  in  der  zweiten  und 


dritten  Reihe  x- 
B,=  4 


, und  wo  die  sog.  Beniouill’seben  Zahlen 


B,= 


42 


66 


...B.  = 1.2.3...2m- 


00  I 

■ y -i— 

T rS" 


11 


{2ny 

und  die  sog.  Ealer*acben  Zahlen 

E,  = l Ej  = 5 Ej  = 61  E*  = 1385  £5  = 50521 

2 


■ E. 


1.2. 3. ..2m 


(V*  «)*"+■  T (2r— 1)»-+' 

sind. 

Aus  t folgt  innlchat  nach  SO: 9 
g*.i_  t + atTgy_l— a + (t  + s)e^'‘ 

1 — alTgy  l+a  + (l  — a)e*»‘‘ 
hierana  durch  Logarithmiren  mit  HDIfe  von  48:6 


IS 


n«»' 


1 — be-*»‘ 
t-be»'* 


2xi=r2yi- 


.(be-*''+^e-«»‘  + .^e- 


+ ...) 


+ (be*'- 


+ -3-e 


aji 


+ ...) 


und  hieraus  2 nach  BO;  I.  — Aus  60:  t,  9 folgen 


8inx: 


y — 


21 
_y«-t 

- 2yi 


Cosxs 


y+: 


2 

_yl±l 

- 2y 


.r,  X y — t 

T-iCy+l) 


1-y 
« + y 

6« 
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— Die  Lehre  von  den  Reihen.  — 


nnd  hlerans  die  5.  — Nach  48 ; 0 findet  man  ' 

log  4-  2 a Coa  x -f-  a’  = y log  [1  -f-  (2  a Coe  x -f-  »*)]  = 

= aCosx  — ^ (2 Cos*  X — 1)  +-^(4  Coa’  x — 3 Coa  x)  — .. . 

* U 


woraus  6 mit  HQife  von  60:8  hervorgeht.  — FOr  die  Ableitung  von  7 — 12 
holte  Ich  mich  an  den  von  Raabe  im  ersten  Hefte  seiner  „Mathematischen 
Mittheilungco.  Zürich  1807—1858,  2 Hefte  in  8.“  eingeschlagenen  Weg:  Aua 
60:0  folgt 


Pin  X =:  X [1  — 


1.2.8  ' 1.2. 3. 4. 6 
ein  Ausdruck,  welcher  nach  51  Null  werden  muss,  theila  wenn  x den  Werth  0, 
theils  wenn  x einen  der  Werthe  +n,  +2»,  ^3n,...  annimmt.  Es  müssen 
also  + B,  + 2n,  + 3«,...  Wurzeln  des  Ausdruckes  ln  der  Klammer  sein. 

Setzt  man  ln  demselben  x = .^  und  multipliclrt  mit  y",  so  erhalt  man 

v"-2 


mit  den  Wurzeln 
1 1 

n 2ff 

also  kann  man 
" — 2 


■- 4- y_ 

1.2.3^  1.2. 3. 4. 5 


1 

2n 


1 

3 n 


setzen,  oder  mit  y°  dividirend,  und  — wieder  durch  x ersetzend. 


d.  b.  es  besteht  die  erste  der  Reihen  7.  Die  zweite  wird  g^ns  entsprechend 

ver- 


gefunden,  indem  man  5!  entnimmt,  dass  Cos  x fDr  i 2')  — 
schwinden  muss.  — Aus  7 folgt  fUr  x = -^ 


2n  — 1 2n+  1 

2n  ' 2n 


und  somit  8.  — Aus  7 folgt  ferner 

1 1 

Sinx  B — X B 4- X 2b  — X 2b 4~  ^ ra  — x 

B B 2b  2b  Tn  rn 

oder  mit  Benutzung  der  in  60  naher  besprochenen  Methode  des  Zerlegens  in 
sog.  PartialbrUche 
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■ “ 1 

binx  X 

= 4 + 2’- 


ß, 


II  + X 
+ 2’- 


2 n — X 


+ 


ßt 


2»  + X 


+ ••• 


r»  — X ■ “ rif  + x 
wo  die  a und  ß aofort  näher  zu  bestimmende,  von  x unabhEngige  oder  con- 
stante  Grössen  sind,  und  das  Summenzeichen  von  r = t bis  r = oo  zu  nehmen 
ist,  — oder 


Sin  X , Sin  X Sin  x 

1=0. 1-  2 o,  • — h 2^  /J,  • i — 

X '"-i  r»  — X rn-|-z 


IS 


Setzen  wir  hier  fUr  x eine  ohne  Endo  abnehmende  Grösse  w,  so  reducirt 
sieb  das  erste  Glied  rechts  auf  aw:w  = a,  wEhrend  alle  Übrigen  Glieder 
mit  w verschwinden ; es  ist  also  a = 1 . Setzen  wir  dagegen  x = r n — w oder 
x = — rs^-^i  reducirt  sich,  da  nach  ÖO : 6 und  öl 

Sin  (r  » — w)  = — Cos  r « . Sin  w = ( — 1)'~* . w 
Sin  (w  — r n)  = Cos  r n . Sin  w = ( — 1) ' . w 
ist,  13  im  ersten  Fall  auf  o,  = ( — 1)'~*  und  im  zweiten  Falle  auf  ft  = ( — l)’i 
und  man  bst  daher  statt  13 

1 1 


1 _ 1 ■ 1 1_ 

Sin  X X ' n — X n + x 


2ir— X ‘ 2n-fx 


+ -+'^+!4^+-- 


2x 


2x 


rn  — X 
2x 


r»  + x 


~x'^i.‘  — X»  {2«)»-x*'^"  + ^ (ral'-x*"^ 


(2«) 

x^  (rn)«— X* 

oder,  wenn  man  x durch  ~ it  ersetzt, 


14 


a_=_l_+_l 

COBX  IS  ir 


2-x  2-i-x 


_ 1 

3g  _ 

T~ 

8» 


1--  + ..+  + 

3g  , ^ ^2r-l  , 

t -J-+*  -^»  + » 


(y)*- 


(y)‘- 


+•■•+(-1) 


r-1 


=»2'(-i)' 


X* 

2r  — 1 


(Ir-I)g 
' /2  r — 1 .V  * , 


+ .. 


( 2 


fS 


Fttr  alle  Werthe  von  x,  welche  numerisch  kleiner  als  rg,  oder,  da  r die 
untere  Grenze  1 erreichen  kann,  kleiner  als  g sind,  bat  man  aber  die 
Gleichheit 

izillTL = (ziJir!  r,  + f JL)’ + f— V + . . .1 

(rn)»-x‘  r«g*  I ^ Vrg.>  ^ '■rg.J  ^ J 
und  entsprechend  fOr  alle  'Werthe  von  x , welche  numerisch  kleiner  als 

~2  ^ kleiner  als  sind,  die  Gleichheit 

(-1)—  4.(-l)-«,  , gx  V»  . 2x  , 

/2r-l  x'_  , (2r— l)*g»l‘^V2r-«)n‘  ^ ^ 

l 2 * ' * 

also  kann  man  14  und  15  durch 

_1_- ± J- liL  r Mül 

Bin  X ~ X g*  r» 


‘ =*li;M 


r— 1 


C08X 


2r-l 


2<x*  „ (-1) 


2*x‘  „ (-1)' 


r ' 4-—'^  r ' u.. 

(2r  — 1)»^  g‘  (2r  — 1)»^ 
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— Die  Lehre  von  den  Reiben.  — 


ersetzen.  Da  endlich  ietztero  Gleichheit  für  x = 0 


i_*l  r 

2V— 1 


oder  — =1—  — + — — — + 

4 g -r  5 .j  T • • • 


le 


d.  h.  die  schon  von  Lelbnltz  für  n aufgesteilte  Reihe  gibt,  und 


2m 


1 

2>n 


1 


+ 


t 


I 

4*" 


+ ... 


^1  1 


^ 4>"  ^ 6» 

J_ 

,im 


2» 


+...) 


ist,  BO  erhUt  man  die  zwei  Reihen 

I 

Sin  X 


_ I , 2(2-l)x  „ 1 , 2(2* 

— T ■’  o_t  ■ Z "T 


2»« 

2*x»  ^ (-1)' 


2*»* 


Cosx  “ ’ ä»  ^ (2r  — I)»  (2r-l) 

welche,  unter  Einfllhrung  der  Bemonlli’sohen  und  Euler’schen  Zahlen  nach 
It  und  12,  sofort  in  die  beiden  Reihen  9 Obergehen.  Um  letztere  Zahlen 
bequem  berechnen  zu  können,  lassen  sich  leicht  Roenrsionen  anfstellen:  Man 
bat  hiefOr  nur  jede  der  beiden  Reihen  9 mit  der  betrelTenden  der  Reiben 
60:6  zu  multipliciren , wodurch  sich  zwei  neue  Gleichheiten  ergeben,  welche 
links  I , und  rechts  ausser  I je  eine  nach  den  geraden  Potenzen  von  x forU 
schreitende  Reihe  enthalten,  also  für  jeden  Werth  von  x nur  dann  bestehen 
können,  wenn  die  einzelnen  Factoren  dieser  Potenzen  fOr  sich  Null  sind, 
d.  h.  wenn 


2‘  X* 


(-1)'- 


n 


IS 


B » _0 

®‘- 8T-® 


21 

2(2»  — 1) 


2(2»-l)  a.‘_o 


6! 


B.- 


2(2*— I) 
3f4l 


B.  + - 


41 

2(2-1) 


612!  ®‘ 


71 


t=0 


etc. 


und 


E,-1=0  E,-(J)E,  + ({)  = 0 

E.-(S)E.  + (3)E.-(S)  = 0 ®‘«- 

sind.  — Durch  Logarithmiren  der  Gleichheiten  7 erhUt  man 

log  Sin  X = log  X + V-  [log  (1  -I-  4-  log  (1 ?L)] 

Tn  Tn 


log  Cos  X = 2’  [log  (•  + - 


2x 


;)  + log(l- 


2x 


:)] 


19 

«O 

•1 

«• 


(2r— l)a'  ■ (2r— l)ji 

Wird  in  diesen  Gleichheiten  x durch  x -f-  w ersetzt,  und  je  von  der  so  er- 
haltenen neuen  die  alte  abgezogen,  so  erbUt  man 

Cos(x4-w) 


log- 


i^ClogO-l-; 


2 w 


Cosx  • (2r— l)»  + 2x 

Da  aber  für  einen  kleinen  Werth  von  w 
w 


» + 3 
) + log(l. 


2 w 

■(2r— 1)«— 2x 


)] 


Sin  (x  + w)  _ 

fclnx  ~ Tgx 


Cos  (x  + w)  , _ 

— Co-i^='-^Tgx 
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so  folgen  unter  Anwendung  von  48:6  aus  diesen  Reihen 

w Iw’,  w 1 w’ 

Tgx~TTg’x"’'  X 2’x»''’" 

^ w’ 


-wTgx  — -w’Tg’x— ..  = 2’ 


w 

1 

r«  + x 

2 (rr 

w 

1 

rj*  — X 
r 2w 

2 ‘ (r, 

(2r  — l)ft  + 2x 
2w 

L (2r-l)»- 

-2x 

1 + -'- 


2w 


H2r— t)a— 2xf 

oder,  wenn  man  beidseitig  durch  w dividirt,  und  dann  w verschwinden  Usst, 


* — JL 4-  p f— ü ! 1 — J! p — 

Tgx  X^'^lrn  + x r»  — xJ  x (rn)*  — x’ 
^**“‘^l(2r  — l)n  — 2x~"(2r  — 


Da  endlieh  entsprechend  oben 

[1  4- 

’l’  — X»  — (rir)»  ^ 


(r*)’  — X» 
2x 


l)«  + 2x 


r+ 


l = ^-27irf 


2x 


I.)’  — X’ 


2’  X 


(rn) 


(r«3‘ 

2»  X* 


f...] 


und 


ri-i — — -*-...1 

P [ = -1-4.. 

(2r-l)»"  t*” 


J K - ! I _ -L 

aSn  ' r2»  * 72a  » *** 


— p— ? (-— 4--1- 4 L..  ) 

■*  r*°  '■  jä"  ^ 43.  ^ e*"  ' 


y_i 

,3a 


3a 


so  gehen  die  leisten  Reihen  ln 

liL  pJ 1^1  p J 

Tgx~  X r»  r’  ”■ 


«S 


Tgx: 


a-3-»  p 1 2.3.6.x»  , 1 

r«  ^ u*  ^ r« 


t4 


Uber,  und  diese  stimmen  unter  Berücksichtigung  von  It  mit  10  susammen. 


SSa  Convergenx  nnd  Divergenz.  Wenn  die  Summe  der  n ersten 
Glieder  einer  ins  Unendliche  fortlaufenden  Reihe  sich  immer  mehr 
einem  Orenzwerthe  nähert,  je  grösser  n wird,  so  heisst  die  Reihe 
eonvergenty  sonst  divergent)  so  ist  z.  B.  die  Reihe  26:4  für 
a:=>l  convergent,  sonst  divergent,  da  nach  26:2 


i4.J_  + ±. 

a ~ »2  “ ft* 


_1_  J_ 
a ‘ a" 


1 


a*  ' a*  ' a*  1 ^ a — 1 a"  (a — 1) 

a 

ist,  und  1 : a*  (a  — 1)  sich  beim  Wachsen  von  n der  Grenze  0 
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oder  oo  nälicrt,  je  naclidem  a>-l  ist  oder  nicht,  — und  jede 
Reihe,  deren  Glieder  von  einem  bestimmten  Gliede  hinweg,  kleiner 
oder  grösser  als  ihre  Glieder  im  ersten  oder  zweiten  Falle  sind,  ist 
ebenfalls  convergent  oder  divergent.  — Bezeichnen  t Zahlen,  die 
mit  zunehmendem  Index  sich  Null  nähern,  so  ist 


tg tj+tj tg ti  4- . . . -f- tjo  ^ 

>•  tg t|  4-  . . . tja_i 

Es  weicht  also  die  Summe  der  2n  ersten  Glieder  von  der  Summe 
aller  Glieder  nicht  mn  das  erste  der  vernachlässigten  Glieder  ab, 
und  die  Reihe  ist  daher  convergent ; so  z.  B.  ist  die  Reihe  48 : 6 
für  log  (14-*)  convergent,  sobald  zd.  — Ist  in  einer  Reihe 
tg4-ti4-*2-}-”-  VOM  n'"  Gliede  hinweg  das  Verhältniss  jedes 
Gliedes  zum  vorhergehenden  kleiner  als  r < 1 , so  ist  die  Reihe 
convergent,  da  in  diesem  Falle  t„+i<r.t.,  t„-n<r.tD-vi <r*.t«, 
. . . , also 

tg  1|  4"  t*  4“  • • • tg  4-  tj  -H  • • • 4“  to— I 8 

So  z.  B.  ist  die  Reihe  48 :G  für  log  (1 — z)  convergent,  sobald 
z 1 ; ebenso  48:1,  da  n immer  so  gewählt  werden  kann , dass 

das  Verhältniss  — 1.  — Die  Grösse  n kann  immer  gross  genug 

angenommen  werden,  damit  x°:(1.2...n)  kleiner  als  eine  beliebige 
Grösse  wird , da  für  x < p -=r  n 

X"  x'‘~*  x^  X X X'”-' 

1.2...n  1.2...(p — 1)’  p 'p4-l  n *^1.2...(p — l)\p/ 

So  z.  B.  convergiren  die  Reihen  50 : 6 von  einem  gewissen  Gliede 
hinweg. 


In  einzelnen  Fällen  kann  man  allcrdinKS  fast  auf  den  ersten  Blick  erkennen, 
ob  eine  unendliche  Reihe  convergirt  oder  divergirt,  — in  andern  Fällen  könnte 
man  sich  dagegen  ohne  genauere  Prüfung  leicht  täuschen.  So  z.  B.  könnte 
man  leicht  glauben,  dass 

— i— 4-— ? P — - - -4- . ■ . 

yr^  yr^ 

eine  convergentc  Reihe  sei;  nun  ist  aber  offenbar 


! lJLx  j ! 


\nr 

und  setzen  wir  hier , um  die  unendliche  Reihe  zu  erhalten , n = c» , so  wird, 
da  1^=00,  und  grösser  als  oo  gewiss  zum  mindesten  auch  oo  ist, 

ist  al60  nicht  ohne  Nutzen,  Regeln,  wie  die  bciBpielswcise  im  Texte 
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Gegebenen,  anfenetellen , nach  denen  man  eine  Reihe  auf  Convergenc  prüfen 
kann,  nnd  ee  hat  sich  nach  dieser  Richtung  besonders  Caueby  entschiedene 
Verdienste  erworben.  . — Die  in  3 liegende  Regel  folgt  aus  der  in  sich  selbst 
klaren  Ungleichheit 

‘o  + ‘l  + - + t.-,  + ‘„+t,+  , + t.+3  + ..<to  + t,  + ..t,_,  + t.+r.t,  + r«.t„  + .. 

in  Verbindang  mit  der  Gleichheit 

= 1 + r + r « + r»  + . . . 

die  aber  selbst  wieder  nur  unter  der  bereits  gestellten  Bedingung  r <C  1 
richtig  ist.  — BcUt  man  die  in  4 vorkommende  OrSsse 

x’’“'  p + i X* 

1.2...(p— 1;  'Vp/  ~ l .2...(p  — Ij.p'-P+i 

so  erhUt  man  durch  Logarithmiren  in  Beziehung  auf  n eine  Gleichung  vom 
ersten  Grade,  aus  welcher  man  somit  n für  gegebene  Werthe  von  x,  p und  a 
berechnen  kann. 

Die  loterpoIatiOD.  Hat  man  eine  Reihe  von  Zahlen  a_„ . . . 
a-i  a a|...a,,  und  bildet  aus  ihnen,  indem  man  jede  Zahl  von  der 
Folgenden  abzieht,  sog.  ernte  Differenzen  Aa,  aus  diesen  durch 
entsprechende  Operation  sog.  zweite  Differenzen  A^a,  etc.,  die 
in  der  durch  die  Figur  angegebenen  Weise  mit  Indices  versehen 
werden  mögen,  so  ergibt  sich  leicht,  dass  jede  Zahl  der  Tafel 
erhalten  wird,  indem  man  zu  der  über  ihr  stehenden  die  rechts 
oben  von  ihr  stehende  addirt,  — dass  überhaupt,  wenn  irgend  eine 
Zahl  der  Tafel  aus  andern  nach  einem  bestimmten  Gesetze  erhalten 
werden  kann,  auch  jede  andere  nach  demselben  Gesetze  aus  ent- 
sprechenden erhältlich  ist,  — und  dass  namentlich 

a.  = a + ^“^  Aa-|-^2)^*®  + (3)^*®  + -*-  ^ 

= a-fn[Aa4-^-^[A^a  + °-g-(A*a -4- ••■)]] 

ist.  Die  praktische  Anwendung  dieser  sog.  IVewIon’sctien  Inter» 
IMklaflonsformel  setzt  dann  allerdings  noch  voraus,  dass  das  durch 
sie  ausgedrückte  Gesetz  auch  für  Zwischenglieder  gelte,  und  dass 
die  höhem  Differenzen  Null  zur  Grenze  haben.  Statt  den  Differen- 
zen I kann  man  ferner  die  zunächst  über  oder  unter  H stehenden 
Zahlen  zur  Interpolation  benutzen,  wenn  man  1 durch 

a.  = a+(^)Aa-f(")A*a_,-l-("+l)A>a^,+(“'^^)A*a_,-f... 

= a-fn  [Aa-f^^^[A*a_i-f  ^^(A*a-i-f-^^  A*tu-*+...)]] 

ersetzt.  Die  hier  erscheinenden  geraden  Differenzen  liegen  mit  a 
auf  derselben  Horizontalen  UI,  die  ungeraden  unterhalb.  Führt 
man , um  auch  Letztere  auf  lU  zu  bringen , noch  die  Mittel  aus 
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ihnen  und  den  ungeraden  oberhalb  ein,  nnd  bezeichnet  sodann  alle 
diese  Differenzen  mit  d,  so  hat  man  endlich 


a,  = a-|-  n 


d a — 4- d»a -f  iir  d» a + . . .1 


6 " “~14Ö 

[d«a  — d«a+ d«a  + 


2 i-  - j2  90 

+ 4[a3a-ld»a  + ^dTa- 


n‘ 


* [J4a_  1 





welche  Reihe  in  dem  Falle  grosse  Vorzüge  hat,  wo  a.  gleichzeitig 
für  verschiedene  Werthe  von  n berechnet  werden  muss. 

Da  nach  den  ausgesprochenen  Orundsitsen  aus 

a,=a-f-Aa nothwendig 


-a 

-1 


T>4. 

1 


aV 


aS. 


-4 

-J 


A»i=  A*+A** tolgt,  also 

a,=a+2A»+A’a 

A*i=  A*+^A*»+A*»  • folglich 
s,=a+3 A*+8A‘»+A**  • et«- 


also  muthmasslich 
-1  * »„=»+(”)  A*+(j)A’»+—  und  dann  jedenfalls 

■«.,1  A»»= 


A«+0)A*  a-{-...  folglich  auch 


•.+.=»+("t')A*+("J')A*«+- 


so  ist  I durch  Induction  erwiesen.  Die  Ableitung  von  2 ans  I wird  durch 

•.  = •+(?)  A«  + (S)(A‘._,  + A*a_,)-f  (S)(A*»_,+  A‘a_, ) + • 

vermittelt,  — die  von  3 aus  2 durch 

A»+Aai  + A’*i  1 I 

Aa  = --  -*  = da  + -^d«a,  A**_,  = «**  + j J‘«, 

und 

Da  s.  B.  nach  IV 

log  101  = 2,0043213738  A^aA'aA*« 

102  086001718  + - 417451 

103  128372247  409383  „ü  — 233 

104  170333893  401548 

105  211892991  393936 

106  253058653  386538 

107  293837777 
so  hat  man  nach  1 für  n = 0,48 


etc. 


7835 

7612 

7398 


223  + “-! 
214  ® 
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log  101,43  = log  101  -1  0,43  [42787080  — [-  41 7451  — (8008  — . . .)]] 

= 2,0061604253 

Ferner  gibt  c.  B.  das  Bcrliner-Jnbrbneh  für  die  Rectaecension  dea  Hondea 


1848  Vn  12,  O" 
12 

13,  0 
12 

14,  0 


16"  14“26',83 

16  39  30,32 
IT  4 58 ,06 

17  30  48,16 
17  56  58,38 


-1-25“  3',99 
26  27,74 

25  50,10 

26  10 ,22 


-f  23*,75 
22,36 
20  ,12 


— r,89 
2,24 


-0’,85 


alao  hat  man , wenn  ln  3 

a=l7‘4”58',06,  da=-f  25”38',92,  d*a=-f  22’,38,  d*a=-l*,81,  d*a=— 0*,86 


geaetit  werden,  für  n=  '/ii  t 

a„  = 17"  4”  58*,06  -f  128',2683 . t — 0’,07792 . t«  — 0’,000l74 1*  — 0‘,000002 . t‘ 
womach  z.  B.  die  jR  dea  Mondea  1848  VII  13  für  alle  Standen  von  Mittag 
bia  Mitternacht  leicht  berechnet  werden  kann,  indem  man  einfach  t ancceaaive 
die  V9erthe  1 , 2, ...  1 1 gibt 


yni.  Die  Differential*  und  Integral-Rechnnng. 


M.  Begriff  der  DifferentialrechimDg.  Nimmt  in  y = f (x)  die 
unabhängige  Variable  x einen  beatimmten  Zuwachs  A x an , so 
erhält  auch  die  abhängige  Variable  y einen  bestimmten  Zuwachs 
A y.  Das  Verhältniss  A y : A x dieser  Zunahmen  hängt  einerseits 
mit  der  Natur  der  Function  f und  der  Grösse  von  x zusammen, 
ist  aber  anderseits  auch  von  der  Grösse  von  Ax  abhängig,  sobald 
die  Function  in  Beziehung  auf  x nicht  vom  ersten  Grade  ist.  Um 
diesen  Einfluss  von  Ax,zu  entfernen,  lässt  man  dasselbe  unendlich 
abnehmen , wodurch  sich  A y : A x einem  bestimmten  Werthe , der 
sog.  Limes  (Ay:Ax),  nähert,  den  man  mit  dy:dx  bezeichnet,  und 
Dlfferentialqaotient  y oder  Fluxlon,  oder  erste  AMeltong 
nennt  Da  somit  nothwendig 

A y _ dy 
A X d X 

wo  w eine  mit  A x verschwindende  Grösse  bezeichnet,  so  folget 
A y = A X und  somit  d y = . d x 

d.  h.  das  sog.  OilTereiltiai  einer  abhängigen  Variabein  ist  gleich 
dem  Differentialquoticnten  multiplicirt  mit  dem  Differential  der  un- 
abhängigen Variabein.  Die  allgemeine  Vorschrift  zur  Auffindung 
dieser  Differentialquotienten  aber  liegt  in  den  Gleichheiten 
■ Ay_-  f(x+Ax)  — f(x)  AL 


• w 


A X A X d X 

wie  wir  unter  den  folgenden  Nummern  sehen  werden. 


Ihm  - 


Ax 
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Die  gerne  Entwicklung  der  Mathematik  und  speclell  der  Currenlebre, 
drängte  nach  der  Mitte  des  17.  Jahrhunderte  zur  Entdeckung  der  Differential- 
rechnung hin,  und  ee  ist  daher  begreillicher,  dass  Letztere  nahe  gleichzeitig 
durch  Mehrere  der  damals  lebenden  grossen  Mathematiker  gemacht  wurde, 
als  dass  sich  diese  durch  unerquickliche  Prioritätsstreltlgkeitcn  das  Leben 
verbittern  mochten.  Ohne  genauer  auf  den  mit  grosser  Heftigkeit  geführten 
langen  Kampf  einzugeben,  dürften  am  Besten  (entsprechend  8)  Leibnita  und 
Newton  gemeinschaftlich  als  Entdecker  genannt,  dagegen  Lelbnitc  als  der- 
jenige bezeichnet  werden , der  einen  bequemen  Algorithmus  für  die  neue 
Rechnung  fand,  — IVewton  als  derjenige,  der  zuerst  grosaartige  Anwendungen 
derselben  machte,  — während  Jakob  und  Johann  Bemoulll  der  Ruhm 
bleiben  würde,  sich  des  neuen  HOIfsmittels  sofort  bemächtigt,  und  dasselbe 
rasch  in  ausgezeichneter  Welse  ansgebildet  zu  haben.  Für  den  genannten 
Streit  selbst  sind  ausser  einigen  schon  in  S erwähnten  Schriften  s.  B.  noch 
zu  vergleichen:  „John  Collins  (Wood-Eaton  bei  Oxford  1626  — Malmsbury 
1683;  erst  Bnchhändlerlehrling,  dann  Civilingenieur  und  Sccrctär  der  Boy. 
Society)  ct  aliorum.  Commercium  epistolienm  de  analysi  promota-  Lond.  1712 
in  8.  (Neue  Ansg.  durch  Biot  et  Lefort,  Paris  1856  in  4.),  — Oabr.  Craiaer, 
Virorum  cel.  Q.  Leibnitli  ct  Joh.  Bernoulli  Commercium  philosophienm  et 
mathematicum-  Lausannzs  1746,  2 Vol.  in  4.  (Neue  vervollständigte  Ausg.  von 
Oerhardt  in  Leibnitz's  Werken  vcrgl.  3),  — Gerhardt.  Historische  Ent- 
wicklung des  Princip’s  der  Differentialrechnung  bis  auf  Leibnitz.  Salzwedel 
1840  in  4.;  ferner:  Historia  et  origo  calcnii  diffcrentialis  a Leibnitio  con- 
sorlpta.  Hannover  1846  in  4.;  und:  Die  Entdeckung  der  Differentialrechnung 
durch  Leibnitk.  Hallo  1848  in  4.,  — Edleaton.  Correspondence  of  Sir  Js. 
Newton  and  Prof.  Cotes,  including  letters  of  othor  eminent  Men.  London 
1850  in  8.,  — H.  tUoioann.  Leibnitzons  Anspruch  auf  die  Erfindung  der 
tolffcrcntialrcchnung.  Leipzig  1857  in  4.,  — etc.“  — Für  Lehrbücher  der 
Differentialrechnung,  etc.  vergl.  45. 


M.  DiferentiatioD  der  algebrauchen  FaDcUonen.  Ist 

t=a  — b.x-f-y.z-f-  — 


so  hat  man  entsprechend  55  successivo 
t-fAt=a  — b(x-j-Ax)-l-(y-t-Ay)(z  + Az)-f 

A t = — b A X -I- (y . A z + z . A y -t- A y . A z)  4 


u-t-  A V 
v4-  Av 
V.  Au — u.  Av 


dt  = — b.dx4-(y.dz4-z.dy)4- 


V (v  4-  A v) 
V . du  — u . d V 


S 


woraus  die  Differcntialregeln  für  ein  constantes  Glied,  einen  con- 
stanten  Factor,  ein  Product  und  einen  Quotienten  hervorgehen.  — 
Ist  y = x",  so  folgt  (43) 

Ay  (x4-Ax)"  — X"  , . 

• — — = — — — — oder  d (x")  = m . x"~' . d x S 

Ax  Ax 

d.  h.  die  Diffcrentialregel  für  Potenzen. 
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AnaUtt 


d (y . z)  = y . d z -(-  * • d y 
kann  män  offenbar  auch 

nnd 

d.X  = J 

z 

d (y  • *)  = y X -t- 

und 

t \ 

schreiben ) und  entsprechend  kann  allgemein 

^ x.y.z...  x.y.z... 

d X 

+ — f 
y 

s.t.u...  s.t.u... 

X 

d s 

d t 

geeetst  werden. 

s 

t 

d z 


d u 
u 


n.  Differentiation  der  tranacendenten  Fnnctionen.  Ganz  ent- 
sprechend findet  man  (48,  50,  50) 

• j ,, 

d . a*  = a’ . log  a . d X ' d . log  x = 
d . Sin  X = Cos  x . d x 

d . Cos  X = — Sin  X . d X 
d X 


d.Tgx  = 
Und  so  weiter. 


Cos'^  X 


Aua  y=;a*  folgt  zunächst  mit  IIQIfe  von  46: 1 

Ay  _ + — a*  _ a‘(a^*-l)  _ 

'•  ’A*“  Ax  A* 

_ a*  r log  a . A » I n • A ’s)’  , 1 _ 

= ÄtL— i + Ta +-J- 

= a‘.loga  j^l-f  ^5^  A * + • ••] 

oder  auf  die  Grenzen  flbergchend 
dy 


d X 


= a’.loga  oder  d . a*  =a’‘ .loga.  d x also  d.e*  = e*dx 


Analog  folgt  ans  y = logx  mit  HOlfe  von  40 
« • 

A y _ log  (x  -f  A »)  -r  log  X _ 
A X A X 

2 


loga 

oder  auf  die  Grenzen  Bbergehend 

dy  11:,,,*  1 

— — — . — oder  d . log  x = 


r I +1 ^ +...1 

Lax  + Ax  ^ 3 (2x+ Ax)’  ^ J 


d X log  a X 
und  ferner  nach  50 : 1 

d . Bin  X = d . - 


dx  , , , dx 

. also  d . log  X = 

log  a X X 


e»'+e  — ‘ 


ai 


. d X = CoB  X . d X 
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etc.  lat  aber  Are8iny=:x  oder  Slnx=:y,  so  folgt 

dy  = CoBX.dx  also  d x r-  - ^ ^ — 

und  so  fort 


COB  ] 


yi  — Sin*  X 


M.  Differentiation  der  FnncUonen  mit  mehreren  Tariabeln.  Ist 

z = f (y)  und  y = 9>  (x) , so  hat  man  offenbar 

dz  dzdy  j 

dx  dy  ‘ dx 

Ist  dagegen  z = f (x , y) , so  ist 


j dz.,  , d z , 
dz  = -r-.dx-|--jy.dy 


dx 


oder  das  totale  Differential  einer  Function  von  mehreren  Variabein 
ist  gleich  der  Summe  der  partiellen  Differentialen  nach  den  ein- 
zelnen Variabein.  Wenn  endlich  u = y(y,z),  wo  y = P(x)  und 
z = f (x) , so  ist 

d n _ d u d y , du  dz  _ 

d X 


d X 


d y ■ d X ^ dz 
und  entsprechend  für  mehrere  Variable. 

Die  partiellen  Diffcrentialquoticnten  werden  oft  in  Klammem  eingeachlosaen, 
so  dass  man  atatt  2 

achreibL  Da  aodann  entsprechend 

und  das  zweite  DifTerential  von  z nach  x und  y offenbar  denselben  Werth 
behalten  muss,  ob  man  zuerst  nach  x und  dann  nach  y,  oder  zuerst  nach  y 
und  dann  nach  x dilferentirt,  so  folgt  somit 

‘ = fö) (d^)  ^ y + (d7*)  y’ 

und  entsprechend  erhllt  man 

d..  = {J^,)dx.  + 8(,^*|--)dx.dy  + 3(^^y)dxdy.  + (^^^ 
etc.,  BO  dass  also  hier  wieder  die  BlnomialcoefBcienten  auftreten. 

KO.  Differentiation  der  Gleichnngen.  Ist 

f (X,  y)  = 0 

so  muss  auch  f(x-f-Ax,  y + Ay)  = 0 

f(x+ Ax,y4-Ay)  — f(x,y) 

A X 

sein.  Man  hat  daher  (58) 
d.f  . d.f 


1 

und  daher 

d-f(x,y) 


d X 


df  df 


0 


dx  ~ dy  ■ dx  ''  dx 

und  entsprechend  bei  mehreren  Variabein. 


d X ' dy 
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Differentirt  man  2 nochmala,  eo  erhllt  man 

iü  rüL^lzV-uH  üy  -i-i-ill-  ^.y_o 

dx*'"dy*\dx/^dy'dx*‘  dx.dy'dx 
oder  mit  Benutanng  von  2 

d«y ^ d«f  d^1  , 

dx*  Ldx*'dy*\dx^”^  dx.dy'dxj'dy 

rd«f/df\»  d»f  <H  d£  d^  /IIV 

~ L d X«  Vd  >7  d X . d y • d X ■ • d y + d y»  • l,d  X j J ' Vd  y^  * 
etc.  — Ist  1 unter  der  Form 


gegeben, 
d X 


dt 


* = ? (0 
BO  erhllt  man 

dt 

d X 


y = f W 


= ,<(t)  oder  ^=-71 


9'  (‘) 


und 


dx  ^ dx 


VW 

9'(0 


Ferner  mit  Hfllfe  von 

S6:4 

d*  y 

. 9'(t) 

[9"  (0 

9"  (Ol 

dt 

dx*  " 

■ 9'(t)  ■ 

L 9'  (t) 

9'WJ 

* d X 

= -^7^  [9"  (0  9'  (0  - 9"  (0  9'  (t)  1 

etc.  — Ist  speeiell 

X*  — 8 c X y-f-  y*  = 0 


so  folgt  dorch  Differentiation 

Sx'dz  — 3cydx  — 3cxdy-j-3y*dy  = 0 

also 


d y x’  — c y 

dx  cx  — y* 
und  so  weiter. 


und  aodann 


d*y 2c^xy 

dx*  (cx  — y*)’ 


4 


6 


60.  Der  T&yloi'iche  Lehrsatx.  Ist  y = f (x)  so  beschaffen,  dass 
den  Substitutionen  x,  x-f-Ax,  x-1-2Ax,...  reelle  Werthe  y, 
yi  = y-{-Ay,  y2  = y + Ayi,-..  entsprechen,  und  bezeichnet  man 
die  höhem  Differenzen  mit  A*y,  A*y>.-.  so  hat  man  entsprechend 
54 : 1 

y.  = y4-(?)Ay  + (")AV  + (^)A»y  + (5)A*y  + ... 


= y-l-n.  A X. 


Ai 

A X 


■f  (n . A x)2 , 


1-i- 

n 


A’^y 
1.2  ■ A X* 


-f  (n.  Ax)* 


(l-l).(l-l-) 


Aiz. 


1.2.3  • Ax»  ‘ 

Nimmt  man  an , die  Zunahme  n . A x , welche  x erhält,  während  y 
in  y.  Ubergeht,  habe  einen  constanten  Werth  b,  d.  h.  die  Zahl  n 
nehme,  während  A x ohne  Anfhören  kleiner  werde,  in  gleichem  Ver- 
hältnisse zu,  BO  erhält  man,  da  die  Brüche  ^1  — ^1  — 

sich  der  gemeinschaftlichen  Qrenze  1 nähern,  wenn  man 
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lim 


A y _‘dy 


A X 


lim 


A^y 
A x''^ 


d*  y 

d ’ 


setzt,  die  sog.  Taylor*scbe  Reibe 


f(x  + h)  =y  + Y 


1l  ^ ^ f-  y 


d X 


oder  nach  Lagrange’s  Schreibart 

h 


1.2 

h* 


etc. 


f (X  -f-  h)  = f (X)  4 y f'  (X)  + j ^ ^ 


d x'^ 


f“(x)  + .. 


wo  die  sog.  zweite  Ableitung  f"  (x)  ebenso  aus  f'  (x)  hervorgeht, 
wie  diese  ans  f (x),  etc.  Entsprechend  findet  man 

f (x  -f-h,  y -f  k)  -=  f(x,  y)  -Hy- . jy  4- Y‘  + 

Ji^  ^ ^ d^f  ^ 

1.2"dx''*'^  1 'dx.dy 

und  so  weiter. 


1.2 


d»f 

d 


Der  Taylor’sche  Lehrsatz  wurde  entsprechend  seinem  Namen  zuerst  von 
Brook  Taylor  (Edmonton  1680  — London  1731;  Secretir  der  Roy.  Society) 
in  seinem  'Werke  „Methodus  incrementorum  dirccta  et  iuversa.  London  1710 
in  4.“  ausgesprochen;  spiiter  beschäftigte  sich  namentlich  Lagrangc  (vergl. 
seine  beiden  in  40  aofgeführten  Werke)  einlässlich  damit,  und  lehrte  z.  B. 
den  sog.  Rest  der  Reihe  oder  zum  mindesten  Grenzen  zu  bestimmen,  zwischen 
welchen  der  aus  dem  Wegwerfen  der  spätem  Glieder  rntstehende  Fehler 
enthalten  ist,  — eine  Untersuchung,  die  nachmals  besonders  durch  Andrd- 
Marie  Ampere  (Lyon  1770  — Marseille  1836;  Professor  der  Mathematik 
und  Physik  ln  Paris,  sowie  Academiker;  vergl.  Arago  Oeuvres  II)  vervoll- 
kommnet und  erweitert  wurde  (vergl.  Journ.  de  l’ücole  pol  , cnh.  13).  — Zur 
Ableitung  von  3 hat  man  zunächst  nach  1 

h df  . h«  d«f  , 


‘■(x+l>,y)  = f(x,y)-H 


1 ■ dx 


i.a  dx* 


und  sodann  , 

f(x  + h,y  + k)  = f(x,y)  + ||l-Hy!^V-IF  + - 


^ 1 Idx  ^ 1 

^ 1.2  V 


d‘f  k*  d*f 
dx.dy  ^ 1.2  dx.dy* 


,dx*  ^ 1 dx*dy 


d x*d  y 

woraus  8 unmittelbar  folgt  — Ist 

Cos  y = z-|-b  '^wo  z = Cos  x 

so  folgt  nach  2 

y = Are  Cos  (z  -p  b)  = f (*  + b)  = f (z)  -H  f ' (z)  + f » (z)  + 

WO 

f (z)  = Are  Cos  z = x ..dx  1 1 


*"'“dz*“  Sin*x 


f'(z)  = 4^  = ^ 

dz  yi— i* 


Sin  X 


ctc. 


so  dass  also  schliesslich,  wenn  y und  x in  der  gewöhnlichen  Winkclcinheit 
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•asgedrSekt  (d.  h.  neeh  100  die  Obrigen  Glieder  mit  Sin  1“  dtridlrt)  werden, 

b b*  Cfl*  X 

^ ~ ~ Sin xTSInT"  ~ TsIn»x7SiB  1“  ~ ' * 

Wird  y = f (x)  fDr  z = ■ gleich  Nnll,  fDr  e,  = a-|-l>  eher  zn  d, , und  für 
a,  = e -|-  k an  d, , ao  hat  man  naoh  2 

h k 


d,=  f(«)  + -j-f'(o)  + . 


d,  = f(«)  + yf' (•)  + ... 

also,  da  = fttr  kleine  Wertbe  von  h und  k angenkhert 

d,  h ^ ^ < 


di=hf<(.) 


d,=kf'(«) 

o = a,  — dl 


oder 

»1  — «I 


a,— B 


d,  d| 

folgt,  d.  b.  die  In  44:6  gefiindene  Regula  falal,  welche  nun  aber  hiemit  nicht 
nur  wie  dort  für  algebraische,  sondern  aneh  für  tranaoendente  FnncUooen 
erwiesen  ist. 

61.  Die  lacIaiiriB'scIie  Reihe  and  die  Lagrange'sche  Reveriionf- 
fonnel.  Setzt  man  in  der  Taylor’schen  Reihe  x = 0 und  hezeichnet 
durch  f (0),  f*(0), ...  die  entsprechenden  Werthe  von  f (x),  f'(x), ... 
80  erhält  man,  wenn  schliesalich  h mit  x vertauscht  wird,  die  sog. 
Maclaurin’sche  Reihe 

f(x)  = f(0)+^f'(0)  + -j?^f«(0)-}-...  1 

und  mit  ihrer  Hülfe,  wenn 

U = ^ (y)  y =»  W -H  X . q»  (y) 

ist,  die  sog.  Lagrange'sche  Reversionsformel 

u=V>(w)+— [y(w).z]4-j^  


dy<(w)  _ 
d w 

d*[g>(w)*.z] 

1.2.3  dw* 

über  deren  Anwendung  namentlich  416  zu  vergleichen  ist. 

Ans  3 erhalt  man  durch  Differentiation 

dy  1 


= 1 + * • 9*  (y)  4^  s “ 1 

dw  ' ^ dw  dw  1 — x.y'(y) 


d X 
du 
d w 

d*n 


:f(y) 


=9‘(y)4^-9(y)T|:+»(y)[^Cy)4ä+9'(y)^|-4^]  = 


Al 

d w 
du 
w 
d u 

d X 


d w 
dy  du 


d w* 
d*u 


dw  dw-* 
dui 


= 3f(y)-f'(y)-j^Xj^+vCy)‘Xj^==d[v(y)*.^]:dw 

eie.,  oder,  wenn  man  x = 0,  also  ysw  setzt 


(n),  = ,g(w)  (i±)^  = y(w).a  {^)  = 


w.ir,  nudiiMa.  l 


d w 
7 


etc. 


Digitized  by  Google 


98 


— Die  Differential-  ond  Integralreehnnng.  — 


also  nach  1,  da  y/  (y)  nach  2 auch  eine  Function  von  x ist,  sofort  8. Für 
die  Reihe  von  Maelaurio  vergleiche  dessen  in  4&  erwähnte  Schrift,  während 
fUr  die  Revcrsionsfarincl  von  Lagrange  dessen  Abhandlung  „Sur  le  problime 
de  Keppler  (Mim.  de  Bert.  1769)“  nachsusehen  ist  FUr  Letctere  und  ihre 
Verallgemeinerung  vcrgl.  auch  nLaplaea,  Thiorie  du  monvement  et  de  la 
flgnre  elliptique  des  planites.  Paris  1784  in  4.,  — Job.  Friedrich  PftiV 
(Stuttgart  1765  — Halle  1825;  Professor  der  Mathematik  xu  Helmstädt  und 
Halie;  vcrgl.  die  von  C.  Pfaff  herausgtgebeno  Sammlung  von  Briefen.  Leipxig 
1853  in  8.),  Analysis  einer  wichtigen  Aufgabe  des  Herrn  Lagrange  und  An- 
wendung derselben  auf  die  Umkehrung  der  Reiben  (Hindenburgs  Archiv  1794), 
und:  Dlsquisitiones  analytien  maxime  ad  calcolum  integralem  et  doctrinam 
serierum  pertinentes.  Helmstadii  1797  in  4.,  — Ludwig  SehlKIt  (Borgdorf 
1614;  Professor  der  Mathematik  in  Bern),  Ueber  eine  Verailgemeinemng  des 
Lagrange'achcn  Lehrsatxes,  fOr  die  der  Beweis  noch  gefordert  wird  (Berner 
Mitth.  1848),  — etc.;  ferner  fUr  Anwendungen  416. 


Of.  DDbestimmte  iosdrfleke.  — Da  nach  60 


f (x  + h)  _ 

F (x  4-  h) 


f (x)+yf'  W + l^V^"  W + -" 

F (x)  4-  -J-  F'  (x)  -f  F'  (X)  -f . . . 


so  hat  man , wenn  für  x = a sowohl  f (x)  als  F (x)  gleich  Null 
werden,  für  ein  unendlich  abnehmendes  h 

_ 0 f(a  + h)  _ f(a) 

F(a)  “ 0 F(a4-h)  F (a) 

Sollten  auch  f'  (a)  und  F'  (a)  Null  werden,  so  würde  der  Quotient 
der  zweiten  Ableitung  an  die  Stelle  treten,  etc.;  würde  dagegen 
nur  f*  (a)  oder  nur  F'  (a)  Null,  so  hätte  f (a) : F (a)  den  Werth  0 
oder  oo;  etc. 

So  z.  B.  ergibt  sich  aus 

x(l  — X»)  ^ , 0 

y=z — i ^ fUrx=:l 

Nun  ist  aber 

d (x  — x‘+*) 
d(l-x) 

und  in  der  That  folgt  auch  direct  durch  Division 


-=(n  + l)x”-l 


y = -ö 


also  fUr  x = l 


y = n 


*) 


also  fUr  X = 1 


für  x = c 


y = n 
0 


y = x(14-x4-x*4-...-|-x- 
Ebenso  erhält  man  aus 

ax*  — 2acx-|-ac* 

bx»  — 2bcx4-bc* 
aber  auch  noch  aus 

d(ax*  — 2acx4-®c*)  a x — ae 

d(bz*  — Ubex-j-bc*)  bx  — bo 
und  erst  aus 

d (a  X — a c)  a 

d (b  X — b o)  b 

welchen  man  Übrigens  auch  bei  gehöriger  Redoction  des  ursprUngllehen 


fUr  x = c 


= den  bestimmten  Werth 


» = ö 


y=ö 


y=¥ 
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Ansdnokes  ohne  wetteree  gefunden  haben  wflrde.  Ist  aber  der  unbestimmt 
werdende  Ausdruck , wie  s.  B. 

n.  , 0 

y = -^ — ^ — woraus  rar  x = l y = 7T 

yx*— 1 ° 

folgt,  von  der  Art,  dass  der  im  Z&hler  und  Nenner  fDr  einen  bestimmten 
Fall  verschwindende  Factor  einen  gebrochenen  Exponenten  hat,  so  hilft  auch 
ein  fortgesetstes  Differentlren  nichts,  da  alsdann  jener  Factor  nie  verschwindet 
Dagegen  kann  man  in  solchem  Falle  das  Verfahren  anwenden,  in  dem  für 
X = a unbestimmt  werdenden  Ausdrucke  die  OrSsse  x durch  (a  -}-  b)  tu 
ersetxen,  dann  nach  h su  entwickeln,  und  suletzt  h = 0 xu  setxen.  Snbstituirt 
man  o.  B.  in  dem.  eben  erwähnten  Falle  l-j~^  für  x,  so  wird 

y=-,  also  für  h = 0 y = 0 

V^T+h‘  V^+h 

Es  ftihrt  sogar  dieses  letstere  Verfahren  auch  oft  da  schneller  zum  Ziele, 
wo  dos  Erstere  brauchbar  bleibt 

OB.  Hazimnm  und  liDimnm.  Offenbar  nimmt  f (x)  fUr  jeden 
Werth  von  x,  dessen  Nachbarwerthe  zu  beiden  Seiten  entweder 
beide  Abnahme  oder  beide  Zunahme  von  f (x)  bedingen,  ein  Maxi- 
mum oder  ein  Minimum  an.  Da  nun  eine  Qrösse  h immer  so  klein 
angenommen  werden  kann,  dass  ein  mit  einer  Potenz  derselben  be- 
haftetes Glied  über  die  Oesammtheit  der  Glieder  mit  hohem  Potenzen 
dominirt,  so  folgt  (60),  dass  für  jeden  Werth  von  x,  der  P(x)  =>0 
macht,  f (x)  ein  Maximum  oder  Minimum  annimmt,  je  nachde^m  für 
denselben  Werth  von  x die  zweite  Ableitung  f“  (x)  ein  negatives 
oder  positives  Vorzeichen  erhält. 


Sollte  in  einem  gegebenen  Falle  derselbe  Werth  von  x , der  f‘  (x)  = 0 
entspricht,  auch  f“(x)  = 0 machen,  so  hätte  nach  denselben  Orundsätsen  nur 
dann  eia  Maximum  oder  Minimum  statt,  wenn  auch  noch  f“'(x)  = 0 und 
f*^  (x)  negativ  oder  positiv  wOrds;  etc.  — Oanz  entsprechend  wird  noch  60 

für  jede  Werthe  von  x und  y,  welche 

= 0 und  =5  0 

dx  dy 

machen,  ein  Maximum  oder  Minimum  annehmen,  wenn  für  dieselben  Werthe 
d«i  h*  , d*z  , d«z  k* 

dl?-T'f‘dx.d7'‘''+dy*T'  ■ 

negativ  oder  positiv  wird,  — etc.  — Soll  z.  B.  eine  Zahl  a so  ln  zwei  Theile 
X und  (a  — x)  getheilt  werden,  dass  das  Product 
y = x(a  — X) 

ein  Maximum  wird,  so  muss  x = o/|  genommen  werden,  da  dieser  Werth 
von  den  Ordssen 

i^  = a-2x  = 

dx~*  dx* — 

die  erste  auf  Null  redncirt,  während  die  swelte  negativ  ist  — Soll  eine 
Zahl  3a  in  drei  Theile  a,  b,  o zerlegt  werden,  so  dass 
F = Vi(u-a)(s-bJ(s-c) 

7« 
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ein  Maximmn  wird,  so  setse  man 


a=  3-+X 


b=-3-  + y 


c—  *•  — ' 


Dann  folgt 


*=(»— »)(«  — »>)(»— c)  = (|-—»)(|-—y)(|-+*+y) 


de  a 

d y 's 


nnd  hieraus 

-;f=-(|-y)(2x+y) 
j;‘=-2(|.-y)  ^;^=2x  + Jy- 

Da  nun  und  Ittr  x=:0  = y verschwinden,  nnd  für  diese  Werthe 
dx  dy 


.x)(x-f2y) 

^^=-2(|-x) 


t»  dyl 


h>  s 

-=-±(h+k)* 


der  Ausdruck  2 

d«e  ^ 

d X*  ’ 2 d X . dy  ' 
also  bestimmt  negativ  wird,  so  erhUt  somit  F fflr  a = b=:e  = '/,  s einen 
Maximumswerlh.  Oeometrisch  gedeutet  sagen  diese  beiden  Resultate,  dass 
von  allen  Rechtecken  gleichen  Umfanges  daa  Quadrat,  von  allen  Dreiecken 
gleiches  Umfanges  das  gleichseitige  Dreieck  die  grösste  Fliehe  habe.  Vergl. 
113,  lOö  und  108.  — Vergl.  fBr  eine  andere  Anwendung  880,  — für  die 
Geschichte  „Jacques-Denis  Cboinjr  (Jossy  1799  — Oendve  1869;  Professor 
der  Philosophie  und  Prediger  in  Genf),  Essai  historique  sur  le  probUmc  des 
Maximums.  Genövo  1823  in  4.“ 

64.  Begriff  der  IntegralreclumDg.  Ist  y = F (x)  und  ^ f (*)» 

d.  h.  ist  f (x)  .dx  das  Differential  von  F (x),  so  nennt  man  umge- 
kehrt F (x)  das  Integral  von  f (x) . d x.  Das  Operationszeichen  des 
Integrirens  ist  /,  und  es  besteht  somit  die  Gleichheit 

/f  (x) . d X = F (x)  Const  1 

wo  Ckmstans  beigefOgt  worden,  da  (56)  beim  Differenziren  constante 
Glieder  wegfallen.  So  z.  B.  erhält  man  (56  , 57) 

X-+I 


/a  .dx  = ax  -f-  C. 

/v.du  = uv — /u.dv 
a‘ 


/x“dx  = 


C. 


/a‘ . dx  i 


C. 


loga 

/Cos  X . d X = Sin  X -t-  C. 
Und  so  weiter. 


fdu  u , fv 

= log  a . log . X -H  c. 

- = Are  Sin  X -1-  C. 

JFI— X* 

d X 


/t 


■ = Are  Tg  X -f-  C.  6 


Die  Integralrechnung  wurde  namentlich  von  Johannes  Bernonlll  mit 
Erfolg  in  Angriff  genommen,  und  seine  Abhandlung  „De  methodo  Integralium 
(Opera  III)“,  die  er  1691  und  1692  zu  Gunsten  seines  damaligen  BchUers 
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HoapiUl’s  schrieb,  könnte  sls  ein  erstes  Lehrbncb  derselben  betrachtet  werden. 
Für  spitere  Werke  Ober  diesen  wichtigen  Abschnitt  der  Arithmetik  veigl.  4Ö. 
— Statt  4 kann  man  auch  schreiben 

/e*  . d X ö e*  + 0-  — log  x -f-  C- 

Die  letstere  Gleichheit  tritt  fBr  3^  in  dem  speciellen  Falle  ein,  wo  diese 
Letstere  Ar  m = — 1 den  Dienst  versagt 


Iotegr&tk>n  durch  SlbsUtlltioO.  Nach  64:4  erhält  man, 
wenn  x mit  a + bx,  also  dx  mit  + bdx  vertauscht  wird, 

/^j|^  = ±|l.g(.±b.)  + C.  . 

oder,  wenn  man  diese  Formel  für  -f-  und  — anfschreibt  und  addirt, 

Jdx  1 ,a  + bx'~  _ 

a*  — b*x2  2ab  ■ a— bx  * 

Vertauscht  man  hier  b mit  bi  und  benntet  52:5,  oder  setzt  (64:6) 

statt  X,  so  erhält  man 


/ a^  + b*x*  “ ab  a 


Vertauscht  man  (64:5)  ebenfalls  x mit 

dy 


bx 


, so  wird 


f dy 

J Va*  — b*x» 


^ .Are Sin  — + C. 


g2  b a 

oder,  wenn  man  noch  b in  bi  verwandelt  (52:5), 


/ 


d X 


Ka*4-b*x*  b 


oder,  wenn  man  x durch  — ersetzt  und  a mit  b wechselt, 

a ° X 


a J X Va*  -|-  b*  X* 
Vertanseht  man  endlich  x mit  x 
naidi  2 bis  6 ' 


6 


c oder  x -f-  c , so  erhält  man 


I- 

f-, 


dx  ' 

«’-H/Jx  — y x*  * 
dz 


1 1/4^7+^ + 2yx-/9 

V4ay  + /ft  y4ay-j-fii  — 2yx-+-/9 


2 


« + /?x  + yx* 
d X 


; Are  Tg 


V4ay  — /J* 
= 4=  Are  Sin 


Kday-f /?* 


V4oy — /S* 
C. 


0. 


7 

8 


^log[2yx-f/?4-2/7  Vw-f/Jx-l-yä^j-t-C. IQ 


Und  so  weiter. 


V7 
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Setit  man  in  3 sUU  x nech  gegebener  Vorschrift  x+c,  so  erfalU  men 

dx  1 ■ sj-b(x±c) 

- b’ (x*  + 3c  X + 3s  b a — b (x  + c)  ^ 

und  hieraus  für 

1 in r-a-  ^ ./ — ß 


•=7p7 


b=yy 


c=  + 


3, 


die  Formei  7.  Auf  ähnliche  Welse  werden  die  folgenden  Formeln  gefunden. 
— Ist  Are  Sin  x r=  x , so  folgt 


Tgs: 


Sin  z 


yi  — Sin*  z yi  — X 
also  kann  man  statt  0 auch 

dx  1 


I-, 


^ also  Are  Bin  x = Are  Tg 
3yx-/J 


Are  Tg 


3V7  }/a  + fix-yx* 


yi  -X« 

+ C. 


H 


Vo+/»X-yX*  vT 
setzen.  Da  ferner 

[2,x4-/9+3  vT  Vo+^x-fyl»]  [3yx+/9-3  vT  V'a+jSx  + y x«]=zj»‘— 4oy 

und  log  (ß*  — 4 a/)  als  constant  mit  der  Constanten  vereinigt  werden 

vT 

kann,  so  ist  es  erlaubt , 10  mit 


h 


dx 


^=-F=l0g; 


j/a  + ^k  + /x*  vT  2rx  + /»— 2VTV“  + i»x  + rx’ 

zu  vertauschen. 


+ C. 


t« 


66.  Integration  dnreh  Zerlegung  oder  inflOinng  in  Reihen.  Hat 
man  r X , 


wo  X nnd  X'  ganze  rationale  Functionen  von  x sind,  wo  ferner  der 
höchste  Exponent  von  x im  Zähler  kleiner  als  der  im  Nenner  sein, 
nnd  Letzterer  die  reellen  binomischen  oder  trinomischen  Factoren 
(a  + bx)“,  (c  + dx),...  (tz-|-/Sx  + 7'X*),...  haben  soll,  so  kann 
man 

^ =— . b’.  1 

X'  (a+bx)“  (a-|-bx)"“'  ^c+dx  ‘ ^ a-|-^x-t-yx? 

setzen , — die  unbestimmten  A , B , . . . ermitteln , indem  man  beid- 
seitig die  Nenner  wegschafft,  — nnd  dann  y gleich  der  Siuame  der 
Integralien  dieser  mit  dx  mnltiplicirten,  sog.  PartlaibrOebe*  an- 
nehmen. — Die  Integration  durch  Reihen  mag  folgendes  Beispiel 
erläntem : Es  ist 


X"  _ ^ x"  + “ x"+*°  _ 

a"-f-x"  ~ a"  a*‘  a®‘ 

— — - = x™“°  — X"“*" . a"  + x"~’" . a*"  — ... 
x"  + a" 

also  hat  man,  wenn  beidseitig  mit  d x multiplicirt,  und  rechts  glied- 
weise integrirt  wird,  , , 
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Ja"+x"  (m-f-l)a"  > (m  + n-i- I)a“"  (ni  + 2n-|- l)a5" 
j[»— «+i  x"~^"'^*.a“  x”~*"+’.a®“ 

m — n-f-1  m — 2n+l  ^ m — 3n  + l •••* 

wo  die  erste  Beihe  für  kleine,  die  zweite  für  grosse  Werthe  von  x 
convergirt,  also  anzuwenden  ist 


Hat  man  z.  B. 


r=r 


XU  bestimmen,  so  setzt  man,  da  x* — 7x  — 8 = (x-|-l)  (x -f  2)  (x  — 3)  ist, 
x»  + t _ A B C 

x>  — 7x  — fl  “ X + 1 X + 2 X — 8 

Hieraus  folgt  durch  Wegschafren  der  Nenner 

X*  + 1 = A (x*  — X — fl)  + B (x‘  — 2x  - 3)  + C (x«  -t-  3 X + 2) 

= x«  (A  + B + C)  — X (A  + 2B  — 3C),-(8A  + 3B  — 2C) 

oder 

1=C  + B + A 0 = 3C— 2B  — A 1 = 2C  — 3B  — 8A 

oder 


Han  bat  also  mit  Hülfe  von  04 : 4 


y = --f— +f— > f— 

' 2jx  + l^Jx  + 2^  2 Jx-a 


= — i log  (x  + 1)  + log  (x  + 2)  + i log  (X  — 3)  + Const 
= log[(x  + 2)|/^HI]-f  ConsL 

womit  die  gestellte  Aufgabe  gelSst  ist  — Setzt  man  (04  : 3)  v c=  X , wo  X 
irgend  eine  Function  von  x , und  u x , so  erhUt  man 

' d X 

/Xdx  = Xi— /X  — dx 

d X 

d 

Setzt  man  aber  v = und  u=  Vix’j  so  wird 

,dX,  x»dX  l,,d‘X, 

■^*-dT '^*=-2- • TT- 2 'dkr'* * 

« a a , d*X  ^ 1 . 

SeUt  mAn  feroer  v=r>-3 — r vnd  so  wird 

d X*  8 ’ 


_ d*X  . X» 


l*  A.  1 _ - u-  A , 

nn--8'^*’-dkr‘*^ 


etc.,  also  hat  man 
/Xdx  = Xx  — 


dx»  ^ * 


1.2'  dx  ^1.2.8  dx»  1.2. 3. 4 dx»^  ' 

A.  h.  die  den  Namen  von  Job.  BernonIJl  tragende  Reihe,  durch  welche  man 
jedes  Integral  der  Form  /X  d x in  eine  nach  Potenzen  von  x fortschreitende 
Beihe  entwickeln  kann. 

6T.  IntegratioD  dirch  ReemioD.  Setzt  man  z.  B. 

n _ Ti — ^ y V s=  Cos"+’  , v'  = Co8“+"+*7> 

m — 1 ’ m-|-l 
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aino 

du  dv 

iq> 


d n'  = Tg"  <p 


' Co8*qp’ 


- (m  + n)  CoB"+*-'  f . Sin  9) . d 9 
dv'  = — (m-fn-f  2)  Cos"+'’+'  q> . Sin  tf . dy 


80  erhält  man  nach  64 : 3 die  Recursionen 
/Sin“9) . Cos*  9 . d^)  = 

Rin" — i m r!A«“+l  Ml  m 1 

1 

» 

s 

4 

5 

6 
I 
8 
9 

10 

nach  denen  sich  eine  grosse  Reihe  von  Integralen  Anden  lassen. 
So  B.  B.  findet  man  nach  3,  4,  8,  9 mit  Hülfe  von  64:5  und 
65:2,  4 

/qp.Sin9).d9)  = — q^Cos^+Sinqp,  Cos 9). 69)"=  9) Sin 9p 4- Cos 9»  11 

/9>*.  Sin  91.69)  = — 9>*.Co89>  + 29iSm9)  + 2Co89)  19 

/ 


m + n 

.ySin' 
m + n ■' 

Sin"+*9).  Co8»+>  9> 

m4-n-f-2  q. 

m + 1 

^ m + 1 

' ähnliche  Weise  findet 

man 

/9>".  Sin  9> . 69)  = — 

- 9>" . Cos  9)  -|-  m/9) 

/ 9>“ . Cos  9) . d 9)  = 

9)". Sin  9)  — m/9) 

, wenn  X = a-f-bx" 

ist, 

. (a  -f-  b X*)» . d X = /x 

II 

H 

e. 

X 

s 

_ x"+* . X" 

n pb 

m + 1 

m-f- 1 

jjm  — .+  ! _ X>*+’ 

m — n + 1 

n b (p  -t-  1) 

n b (p  + 1) 

*»+i.Xp4^i  (m n -|- n p -)- 1)  b 

a (m  -f- 1) 

a (m  -f  1) 

x"-"+' . X»'+' 

(m  — n -4- 1)  a 

b (m n p -|- 1) 

(m-fnp  + l)b 

^ x"+' . X' 

n p a 

m + np  -t-  1 

m-f-np+  1 

x-+i.X'’+>  , 

m + n-f  np  + 1 

/ x"~" . X>’+' . dx 
/x»+".X'.dx 
/x— .Xf  .dx 
/X".  X'-«.dx 


a*— b*x* 

]/t?  — b*  X*  d X 
Und  80  weiter. 


a , a4-bx 
2V  a — bx 


/. 


X Va*  — b*  X* 


b* 

-^r-  Are  Sin 
2 b a 


19 

14 
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IS 


F&r  m = 2,  4,  6,  ete.  und  n = 0 gibt  1 
y’Sin*^.d^  = — 2 Coe ^ , Sin ^ -f- 9 

ySin^ f . d ^ ^ Coß  f , Sin^f  — ^ ^***  ^ ^ 2~4  ^ 

/8in‘ V • d V = — i Co»  ip  Sin*  9 — CoB  ^ Sin»  9»  — Co«  f Sin  y ® y 

etc.  Für  m = — 2,  — 4,  — 6,  etc.  und  n = 0 aber  gibt  2 


Ji 


*- — — £!£f  ( j -) i ~ _ £!*?  (8  4-  Ctg«  a) 

8in<f  ~ 8 ^ ^Sin«^^  8 f* 


18 


f d»  _ Ctgy 

JSin*9~  8.6 


ctgy , « I _*_ 

8.6  ^ ■'"Sin'y 


+ 8ini^>  = - ^ + 10  Ctg«,  + 8 Ctg«,) 


etc.  — Äna  64:3  erhUt  man  3 für  u = ,~  und  v = — Cos,,  — 4 dagegen 
fBr  n = ,>  und  T = Sin,,  — für  n = logx  und  dv  = xdx  aber 


/x.logx.dx=-^(logx  — y) 


13 


getst  man 

a + bx"  = X und  x"+*.X‘’  = ü 
so  findet  man  durch  Differentiation  und  einfache  Umgestaltungen  die  drei 
identischen  AusdrBcke 

düz=(m-f-l)x"Xfdx-|-npbx“+*X'^*dx 

sr(m-f-  l)ax”X'^idx-|-(m-t-l  + np)bx"+*X'^‘dx 
= (m  + l + np)x“X‘’dx  — npax'*X‘^*dx 
und  hieraus  durch  gliedweise  Integration,  indem  man  je  eines  der  angedeutstcn 
Integrale  ausrechnet,  und  in  demselben  die  Exponenten  von  x und  X durch 
m und  p ersetst,  die  sechs  Recnrsionen  6 bis  10.  — Ans  6 findet  man  s.  B. 
auch  fDr  m = 0,  n=;2  und  p=  ‘/,,  mit  BDlfe  von  06:10 


X )/»-]-  b 3 

2 


Va  + bl* 

* log(2bx  + 2l/TVa  + bx«)-|-C.  18 


Vertauscht  man  ln  1 und  2 die  Orösse  , mit  ,,  so  gehen  diese  beiden 

Oleiohungen  in 

/Cos*,  .Sln',.d,= 


CoB"-',.Sln“+', 


+ • 


m — 1 


/Co«”-*,.Bin",.d,  19 


m-|-n  ' m + n 

Coa“‘l'*.81n"‘'''*  , m4-n-|-2,„  „xs  . 

= ä+i ? + -^q:^/Coe"+»,.81n-,.d,fO 

Ober.  FOr  m=:2,  4,  6,  etc.  und  n=:0  gibt  19 


/Cos«,.d,  = .^Sin,  Cos  , + j ? 

/Cos«,.d,  = i Sin, Cos«,  Sin,  Cos  , -f  , 


«I 


/Cos« , . d , = i Sin  , Cos«  , + ^ Sin  , Cos*  , + Sin  , Cos  , + , 
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etc.  FOr  m=;  — 2,  — 4,  — 0,  etc.  aber  und  n = 0 gibt  20 

f~^  = Tgr 
J Cot'  9 


r dy  _ 

J t:«»*  y 


-r(*  + Co4r^’  = T<^  + '^8‘-^) 


•• 


f - f (8  -I * I-  - ^ ’’  (15  4-  10  Tg*  «4-3  Tg*  «] 

J Co»*  9 3.5^  Co8*  9 ^ Cu»*  9^  3.s'  ' ByT  By 

und  »0  weiter. 

68.  Tenchiedene  IntegralformelD.  Man  findet  ferner 
x*  ‘ * / Tg  X . dx  = — log  CoB  X 

f = log  Tg  f — *=  Are  Sec  x 

J Sin  X ® ® 2 J X /x*  — f 


J Va  + . dx  = (a-f-bx)*/* 

Jxl^a  + bx.dx  (B  + bx) 


ax 

T 


1 

9 

S 


f— = ^log 

J X l^a  -f-  b X /a 


„g.^E^  = /-ArcTgi^i  ft 
Va  4-  V&  ^ — * V — a 


J l'a-f /?x  + yx'^.dx=  Vg  + ^x4-yit*  + 


Aay  — ß^ 


d X 

Ko  +/9x  4-  yx* 


6 


dx  _ 1 . 2a-j-/Sx  — 2Vo  Va  -}-fix-^yx‘^ 


logi 

J xVa fix y x^  Ko 


= ?_  Are  Tg ^ 

y — a 2j/ — a Ka  -j^  /?x  -f-yx^ 


/Sin^x.dx  9T, 

Ci.ü 

d X 


r 4? 7^ ~ ^°8  * 

J Sin  X . Cos  X » o 


8 


/ 


= - L Are 
a -f-  b Cos  X K;^2 b*  ° B Cos  x -|-  b 


J"x”.log’x.dx  = 


1 , a Cos  X -I-  b -f  Kb*  — a*  Sin  x 

Fb5^l‘“8 

X”+' 

m-j-l 


a + b Cos  X 


n(n  — 1)  (n  — 2) 

(m  + 1)* 


log*-’  X -f  , 


lO 
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/loß"x  , 1 1 ..  , . a’.x  a •• 

— ^ — dx  = — — j-log"+'x  /a’.x.dx  = “j -5 — ^ 11 

X n -t- 1 ® < ■'  log  a log*  a 

/a*.dx  , , , , (xloga)*  , (xloga)®  _ 

-^  = logx  + xloga  + -y;|.,---4-  1.2^3V+---  »* 

Und  80  weiter. 

Die  Formeln  1*,  l*",  3*,  4*,  6,  8*,  S*"  und  11*  verstehen  sich  aus  dem 
FrBhem  von  selbst,  oder  lassen  sich  durch  hcidscltiges  DUTerentiren  leicht 
veiiflciren;  die  Bhrigon  Formeln  dagegen  können  s.  B.  auf  folgende  Weise 
abgeleitet  werden ; Aus  50 : 8 folgt 

Sin  3 X _ , , . t.  m 3^  * 

l-fCos3x  ® “S  1 + CoBX 


l -f-  X 


losTgyrnrlogSinx  — log(14-Coe  x) 


folglich 

, , _ X r Cos  X , Bin  X l , d X 

d-  "«Tg-j— [si„x  + l-fC08xJ^*~  Sinx" 
also  besteht  3*.  — Nach  57  :8  lat 

j.Q  d(l:x)  dx 

d.  Are  Sec  X = d . Are  Cos  — = * — = - — 

* VI  — (l:x‘;  X Vx‘  — 1 

also  muss  3*  bestehen,  und  wenn  man  in  3*  einfach  x in  ax  ; b nmsetat, 
wird  3*  erhalten.  — Nach  64:3*  ist 

/x  V*  + bx.dx  = x/V»  + bx  dx — /[/V«+bx  dx]dx 
Da  nnn  offenbar 

/(a-f-bx)*^*.dx=:j^(a  + bx)*^*  und  /Va  + blT dx  = ^(a-f-bx) 

0 D O 0 

so  folgt  somit 

/x  V»+bx  d X = ||  (a + b x//»  — / (a  -I-  b x)*''* . d X = (a  -f  b x)‘ '• 

d.  h.  4*.  — Setst  man  in  67:18  einfach  x-fo  statt  x ein,  und  sodann 
a=(4a/ — ß*):4f,  b=;',  c=/l:3^,  so  erhUt  man  6.  — Setst  man  in  66:11 
die  Grösse  </x  an  die  Stelle  von  x,  also  — dx ; x*  anstatt  dx,  und  vertauscht 
a und  ß,  so  erhUt  man  7*,  — und  aus  65 ; 13  wird  entsprechend  7*  gefunden. 
— Setst  man 


k 4-  h Cos  X = y oder  Coe  x =r  — oder  x = Are  Cos  ^—r — 

b b 


BO  folgt 


f _ f 

j a + bCosx  J y Vb»  — a*  + 2ay  — p 


und  daher  nach  7 entweder 


r dx  » . ~ 

J a + bCosx  ~ i/iTZ.'bS  * 


3(b«  — a»)  + 3ay 

2 V**  — btyS*  — a* -|- 2ay  — y* 
b -f-  8 Cos  X 
V**  — b*  Sinx 


— a’+2ay— y* 


JL  dx  _ 1 , 2(b'-a*)+2ay-2  Vb*-a*  Vb'— a«- 

a+bCosx-  Vbt_lts^*  y 

= -^-,L^[log log2b] 

Vb*  — a**^  aCosx  + b— Vb*— a»81nx  ^ 


Digitized  by  Google 


108 


— Die  Differential-  and  Integrelreehnnng.  — 


zwei  Intcgrelfonneln,  von  denen  die  erste,  d«  nach 

x + y 


Are  Tg  X -f-  Are  Tg  y = Are  Tg 


die  Differenz  der  beiden  Bogen 


1 — xy 


Are  Tg 


I a*  — b*  Sin  X 

a Cos  X -j-  b 


b 4-  s Cos  X T . _ « 

* ba‘-b‘8inxJ  “ a 


also  constant  ist,  mit  9*  übercinstimmt , — die  zweite  aber,  wenn  man 
log  3 b mit  der  Integratlonseonatanten  vereinigt,  nnd  unter  dem  Logaridanas 
Zübler  und  Nenner  mit  a Cos  x -j-  b -f-  |^b*  — a*  Bin  x multlplicirt,  mit  9\  — 
Betzt  man  in  64:8 

I •— t J X 

r=rnlog  *x. u = - 


v = log*x  dn  = x*’.dx  also  dv: 
so  erbilt  man 

/x“log‘x.dx: 


■+l 


m 1 
-«+1 


log*  X — 

log"-’ 


m-|-  1 


log* 

/x*'log*-’x.dx 


m-)-I 


n — 1 


^/x-log"-*x.dx 


also  anch 

/x“log"-’x.dx_  . , _ 

m-j- 1 " m- 

ete.,  also  dureh  sneeessive  Bubstitution  10.  — Betst  man  dagegen  in  64:8 

v = x dn  = a*dx  also  dv  = dx  n = a’:  log  a 

so  erhUt  man  mit  Hülfe  von  64 : 4 


/x.a*.dx  = 


-/a*dx! 


log  a log  a ' log  a log*  a 

oder  11*.  — Mit  Hülfe  von  48:4  endlieb  erbilt  man 

. . . (x  log  a)*  , fx  log  al*  , 

= logx-f-xloga-f  ^ + 

d.  b.  12.  — Für  weitere  Formeln  kann  man  die  in  46  aufgeziblten  Spezial- 
werke, besonders  auch  die  Integridtafeln  von  Meier  Hireeh  vergleichen. 

69.  Bettiminte  Integrale.  Nimmt  in 

y = F(x)  =/f(x)dx  1 

die  Grösse  x nach  und  nach  die  Werthe  x,  x-|-Ax,  x + 2Ax,... 
x-fn.  Ax  an,  so  erhält  y die  Werthe  y,  yi  = y+ Ay>  yt  = yi 
-f  A|  y , . . . y.  = y.-i  + A.-i  y,  so  dass 


= y + fA? . 4- Ai 


+ ...■ 


A X 


LAx  ' Ax  ' Ax  Ax 

Gibt  man  n.  Ax  einen  constanten  Werth  h,  nnd  lässt  n unendlich 
zunchmen , A x aber  abnehmen , so  erhält  man  die  Grenzgleichheit 
F(x-l-h)  — F(x)  = [f(x)-ff(x-f  dx)  + ...-t-f(x  + (n — l)dx)]dx  9 
d.  h.  der  Werth  eines  Integrals  zwischen  gewissen  Grenzen  ist 
gleich  der  Summe  der  Werthe,  die  das  Differential  zwischen  diesen 
Grenzen  annimmt,  und  man  kann  symbolisch 

j”f(x)dx  = F(b)  — F(a)  S 
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schreiben.  So  s.  B.  ist  mit  Hülfe  von  65:4 

ft 

f — = fArc  Sin  —1  = Are  Sin  1 — Are  Sin  0 = 

o 

Und  so  weiter. 

Das  beetimmte  Integral 

liast  sieh  nicht  in  endlicher  Gestalt,  wohl  aber,  wenn  x:a  und  e Achte 
Brflcbe  sind,  durch  eine  eonvergirende  Reihe  darstellen.  Seist  man  nAmlich 
X = a . Cos  f nnd  somit  d x = — a Sin  9 . d ^ 
wobei  die  Orenxen  0 und  x offenbar  in  '/,  n nnd  9 übergehen,  so  erhllt  man 
mit  Hülfe  des  binomischen  Lehrsatses 

>=-/_■.  r ■ a > = - « J . 1 1 - «•  c-t , . d , 


c>  1 e*  13 

1_4_Cos'9  — — Coa<9- 


2 

1l3i1.ÜCos-9_... 

2.4.6  • g ^ " V 


2.4  6 


• Cos*  9 — 


oder  mit  BennUnog  von  67 : 29 


eff  -1  l.ltS  l-li3. 

■^2  9)[l  — (y®)  "■yfyri"®  ) eT^TTT 


e»)*  — . 


■ ain»9 
2 


(ye)*  + y({^e*)’(l  + 4co®’9)  + 


Es  gehSrt  dieses  Integral  xu  den  sogenannten  elliptiseben  Functionen, 
für  deren  genauere  Kenntniss  auf  die  betreffende  Literatur  bei  45  xu  ver- 
weisen ist,, — nnd  es  verdanken  ihm  sogar  Letxtere,  wie  aus  143  begreiflich 
werden  wird,  ihre  Entdeckung  und  ihren  Namen.  — Auch  für  die  bestimmten 
Integrale  im  Allgemeinen  ist  auf  die  unter  45  aufgexkhlten  Werke  xu  ver- 
weisen, und  überdiess  auf  „Bierens  de  Haan,  Exposd  de  la  thdorie,  des 
propridtds  et  des  mdthodes  d’dvalnatlon  des  integrales  deSnles.  Amsterdam 
1862  in  4.,  — nnd:  Tables  d’intdgrales  ddfinies.  Amsterdam  1858  — Leyde 
1867,  2 Vol.  in  4.“ 

VO.  Integration  der  Differentialgleichnngen  erater  Ordnnng.  Eine 
Qleichnng 


ei  dy 

dx 

nennt  man  eine  Dlffereittlalgleleliimg  der  ersten,  zweiten,  etc., 
Ordnung,  je  nach  der  Ordnung  des  höchsten  Differentialqnotienten, 

und  zwar  linear»  wenn  7,  etc.  nur  in  erster  Potenz  erscheinen, 

— ■ jede  ihr  Oenfige  leistende,  eine,  zwei,  etc.  willkfirliche  Constante 
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enthaltende  Gleichung  F(x,  j)  = 0 aber  ihr  allgemeines  Integral» 

So  hat  z.  B.  die  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

dy  . , 1 xdy  — ydx  . b.dx  „ 

X V -f  b = 0 oder  - — ^ 5—  = 0 

dx  •'  x'^  x'‘ 

1 


der  ein  vollständiges  Differential  herstellende  oder  sog. 

Integrirende  Factor  ist,  wenn  a eine  willkürliche  Constanto  be- 
zeichnet, das  allgemeine  Integral 


oder 


■f 


xdy — ydx 


f dx 

vT* 


y = ax-f-b 

So  genügt  der  Differentialgleichung  erster  Ordnung  und  zweiten 

Grades  

y.dx  — x.dy  = rVdx*-l-dy* 

wenn  a wieder  eine  willkürliche  Constante  ist,  das  allgemeine  Integral 
y = a X r . Vl a^ 

aber  auch  das  diese  Willkürliche  nicht  enthaltende,  sog.  besondere 
Integral 

X*  -j-y*  = r* 

Aehnlich  in  andern  Fällen. 


Die  nach  Jacopo  Riecatl  (Venedig  1676  — Trevigi  1754;  ein  reicher 
Privatmann,  von  dem  drei  SShne:  Vincenao  1707 — 1775,  — Oiordano  1700 
bia  1790,  — und  Francesco  1718 — 1701  ebenfalls  Mathematiker  nnd  Physiker 
waren;  vergl.  für  Jacopo  dessen  Opere,  Luoca  1765  , 4 Vol.  in  4.,  — für 
Oiordano  dessen  Elogio  dnreh  Peilizari  in  Hem.  della  80c.  Ital.  IX)  benannte 
EUfferentiolgleichung  erster  Ordnung 

dy-j-b.y’.dx=:a.x”.di 

lasst  sich  in  einzelnen  speciellen  Füllen  leicht  auilSsen;  so  a.  B.  hat  man 
fOr  m = o 


dy-|-by*dx  = adx 

nnd  fUr  m = — 4,  wenn 

y “ T H "V  also 

' b X ' X* 


oder 


, da  x4-2bz, 

TI*—** 


gesetzt  wird 
d a- 


b z*  d X a dx 


oder 


d z 


X*  X*  X*  a — bz* 

so  dass  in  beiden  Füllen  die  Integration  nicht  den  mindesten  Schwierigkeiten 
nnterliegt.  — Auster  Riccati  hat  sich  neben  den  Bemeulll  und  Euler 
namentlich  anch  CIniranIt  um  die  Integration  der  Differentialgleichungen 
verdient  gemacht,  besonders  durch  sein  „H4moire  sur  l’intügratlon  des  üqua- 
tions  differentielles  du  premier  ordre  (M4m.  de  Par.  1740)“.  Ans  neuerer  Zeit 
mOgen  noch  zur  Ergünzung  der  in  45  erwühoten  Schriften  „Joseph  Petzval« 
Professor  der  Mathematik  in  Wien:  Integration  der  linearen  Differential- 
gleichungen mit  constanten  nnd  veründerlichen  Coef&cicnten.  Wien  1851 — 1850, 
3 Bünde  (6  Lieferungen)  in  4.,  — Georg  Wilhelm  Straneh  (Heppenheiia 
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1811  — Mnri  1868;  Lehrer  der  Methemetlk  le  Muri),  ProoUsehe  Anwendung 
ihr  die  Integration  der  totalen  und  partialen  DilTercntialgleichungen.  Bd.  1. 
Braunachwelg  1866  in  8.,  — Al.  Mayr,  Der  intcgrlrende  Factor  und  die 
particularen  Integrale.  WOriburg  1868  ln  8.,  — etc.“  angeführt  werden. 

VI.  Integration  der  Differentialgleichnogen  höherer  Ordonng.  Hat 
man  z.  B.  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
(d  x*-|-d  y*)’/»  -t-a.  d*y . d x = 0 

und  setzt 


so  geht  sie  in 
dx  = 


dy: 


dy 

dT  = P 

a . d p 

Ö+p*)'/* 

ap  d p 


also 


d*  y dp 


d X*  d X 

über,  so  dass  x = ^ 

oder  y = 


1^1+^ 

a 


■ß 


(1+p*)''*  ' 1^1 -l-p* 

wo  a und  ß willkürliche  Constante  sind.  Aus  diesen  Werthen  von 
X und  y folgt  aber  durch  Elimination  von  p die  Integralgleichung 
(x  — a)*  -f  (y  — ß)^=  a* 

Aehnlich  in  andern  Fällen. 

Hat  man,  um  noch  ein  anderes  Beispiel  so  geben, 

■i^=±y, 

■ so  (lügt  sontchst  ^ 

_i£.  il-  = T,  ±L 

dy 


oder  p.dp  = ik*.y.dy 


dx  ~ dy  • dx 
folgUob  durch  Integration 

p*=:C  + k*y*  oder  4^  = ■*"  y’  f — — =i, 

' dx  ' — ' J ^^C±k«y« 

Für  das  obere  Zeichen  ergibt  sich  somit  nach  66 : 5 
1 


oder 


x = ^log(ky  + VC+  k«y»)  + C, 

VC  + k'y»  = e“— ®i>  — ky 


ky  + yc  + k«y«=:e‘<— oder 
oder  durch  beidseitiges  Quadriren 

y = -^  [e“«*-”*»  - C . e-*- = A . e‘*  + B . e - 


kC, 


Für  das  untere  Zeichen  dagegen  ergibt  sich  nach  06 ! 4 
x = i-Arc81n-^  + C, 
oder  ' 

y = 4^^8ln[k(i  — C,)]cÄ,  Cos  kx-|-B,  Sink  x S 

wo  A,  =:  — Sin  k C,  und  B,  = Cos  k C, 

wobei  schliesslich  zu  bemerken,  dass  man  8 auch  ans  2 durch  Umsetsen  von 
k in  k i und  Benutzen  von  60 : 2 ableiten  kann. 
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ff.  Begriff  der  TariationtreehnnDg.  Wahrend  es  sich  bei  der 
Lehre  vom  Grössten  und  Kleinsten  (63)  dämm  handelt,  den  Werth 
einer  Unbekannten  so  zu  bestimmen,  dass  eine  andere,  als  eine 
bestimmte  Function  der  ersten  gegebene,  Grösse  ein  Maximum  oder 
Minimum  annimmt,  so  hat  dagegen  die  sog.  Variationsrcchnnng  die 
Aufgabe,  jene  Relation  so  zu  bestimmen,  dass  der  Werth  einer 
hinwieder  von  ihr  abhängigen  Function  so  gross  als  möglich 
werde.  Ist  y = f (x) , so  kann  es  sich  z.  B.  fragen , für  welchen 
Werth  von  x nimmt  y einen  gerossten  Werth  an,  — aber  auch  wie 
muss  f (x)  beschaffen  sein,  damit  für  einen  bestimmten  Werth  von 

J \/ 1 -|-  ^ * d®*"  Werth  von  /:  ydx  ein  Maximum  werde. 


Erstere  Aufgabe  löst  63,  Letztere  dagegen  die  Variationsrechnnng, 
für  welche  Geometrie  und  Mechanik  in  den  Problemen  der  Isoperi- 
metrie, der  Brachystochrono,  etc.  die  schönsten  Beispiele  liefern. 


Ausser  den  in  46  sufgezShlten  allgemeinen,  mögen  hier  noch  folgende 
Bpecialschriften  em’&hnt  werden;  „Kaler,  Methodns  inveniendl  lineas  enrraa 
maximi  minlmive  proprielate  gaudentes,  sive  aolutio  problematis  isoperimetriei 
latissimo  sensu  accepti.  Lausannes  1744  in  4.,  — LagrangCi  Essai  d’une 
nouvelle  m4thode  pour  ddtermlner  les  maxima  et  les  minima  des  formules  inte- 
grales, und : Observations  sur  la  mdthode  des  variations  (Miscell.  Soo.  Taurin.  II 
1760  und  rV  1766—1760),  — Euler,  Elementa  ealculi  varlaUonum,  nnd: 
Hethodus  nova  et  faciUs  calculum  variatlonum  tractandl  (Nov.  Comm.  Petrop. 
X 1766,  nnd  XVI  1772),  — Murbard.  Specimen  bistoriea  atque  prioclpiomm 
calcull  quem  voeant  variatiocum.  Gotting.  1796  in  4.,  — Enno  Heeren  Dirkaea 
(Hamswernm  in  Ostfriesen  1792  — Paris  1660;  Professor  der  Mathematik  nnd 
Aeademiker  in  Berlin),  Analytische  Darstellung  der  Variationsrechnnng.  Berlin 
1823  in  4.,  — H.  Ciräffe,  Commentatio  historiam  calcnli  variationum  Inde 
ab  origine  calcnli  diffcrentialis  atque  integralls  nsque  ad  nostra  tempora. 
Gottingas  1826  in  4.,  — Martin  Ohm  (Erlangen  1792;  Professor  der  Mathe- 
matik in  Berlin),  Die  Lehre  vom  Grössten  und  Kleinsten.  Berlin  1826  in  8.,  — 
Ampdre,  Exposition  des  principes  du  calcnl  des  variations  (Oergonne  XVI 
1826),  — O.  W.  Strauch,  Theorie  nnd  Anwendung  des  sog.  Varlationsoalouls. 
Zürich  1840,  2 Vol.  in  8.,  — Karl  Franz  Giesel  (Torgau  1826;  Lehrer  in  Torgau 
und  dann  Rector  zu  Delitzsch),  Geschichte  der  Variationsrechnung.  L Torgau 
1867  in  4.,  — A.  Mayr«  Grundlegung  der  Theorie  des  Variationscalculs.  'WOrs- 
bnrg  1861  ln  8.,  — Todhuntcr,  A History  of  the  Progress  of  tbe  Calculns 
of  Variations  during  the  19*^  Century.  Cambridge  1861  in  8.,  — etc.“ 
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O Me*tkumt , Zawm  der  Phantaeie  f 
Wtr  dir  «ri//  folgen,  irret  nie; 

Wer  ohne  dick  will  gek’n,  der  gleitet. 

(UaUer.) 


IX.  deometrisclie  Vorbegriffe. 

TS.  Odr  Ort  Ein  Ding  ohne  endliche  Cbösse,  an  dem  einzig 
der  Begriff  der  Lage  haftet,  heisst  Pauct.  Verändert  Letzterer 
seine  Lage,  so  heisst  man  ihn  in  Bewegungy  verbindet  damit  den 
ursprünglichen  Begriff  der  Rlcbtongy  und  fasst  alle  Lagen,  welche 
einer  gegebenen  Bedingung  genügen,  unter  dem  Ansdrucke  Ort 
zusammen.  So  nennt  man  den  Ort  eines  sich  bewegenden  Pnnctes 
gerade  Linie  oder  krumme  Linie«  je  nachdem  der  Pnnct  seine 
Richtung  fortwährend  beibehält  oder  fortwährend  ändert,  und  es 
liegt  im  Begriffe  der  Richtung,  dass  von  einem  Puncte  zu  einem 
andern  nur  Eine  Gerade,  ilire  kürzeste  Verbindung,  führt  Den 
Ort  einer  sich  bewegenden  Linie  aber  nennt  man  FiSebe«  — eine 
durchweg  gerade  Fläche  Ebene. 

FrSher  stellte  man  gewStmlich  den  Begriff  der  dreifacben  Ansdehnung  an 
die  Spitze  der  Geometrie,  und  stieg  davon  durch  Zerlegen  zu  dem  Puncte 
hinab;  jener  Begriff  ist  jedoch  erstens  nur  zum  Scheine  fDr  sich  klar,  da  die 
Richtigkeit  einer  mehrfachen,  aber  nicht  Ober  drei  steigenden  Ausdehnung 
erst  bei  der  Lehre  von  den  rlnmlichen  Coordinaten  entwickelt  werden  kann, 
— und  zweitens  Ist  der  Begriff  der  Lago,  von  welchem  hier  ausgegangen 
wird,  schon  zur  obcrflkchlichsten  Auffassung  jenes  Begriffes  nothwendlg,  und 
somit  jedenfalls  einfacher.  — Eine  Fliehe  kann  auch  als  Ort  eines  Punctes 
gedacht  werden,  obachon  nicht  eigentlich  durch  Bewegung  eines  Punctes  ent- 
stehen ; so  z.  B.  nennt  man  den  räumlichen  Ort  eines  Pnnctes,  der  von  einem 
gegebenen  Pnncte  einen  bestimmten  Abstand  haben  soll,  Kugelflicha  — FOr 
die  geometrische  Literatur  sind  2,  3,  4,  0,  45,  etc.,  sowie  einige  erat  eplter 
folgende  Abschnitte  zu  berathen;  hier  mögen  speciell  folgende,  theila  allge- 
meine, namentlich  aber  elementare  Werke  aufgefohrt  werden;  „P.  Rnmui. 
Geometria.  Paris  1577  in  16.  (HoUlnd.  durch  W.  Snellius,  Amsterdam  1622 
in  4.),  — Andreas  Tnequet  (Antwerpen  1612  — Antwerpen  1660;  I^ehrer 

Wolf,  UudSuk  I.  8 
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ln  den  JeenltencoUegien  *u  Löwen  und  Antwerpen),  Elemente 

planiD  ao  eolid».  Antverp.  1654  in  8.  (Auch  spöter,  *.  B.  noch  ^enet.  17«), 

— Jean-Picrre  de  Creunu  (Lausanne  1663  — Lausanne  1750;  Professor  der 
Mathematik  und  PhUosophie  in  Grbnlngen  und  Lausanne,  auch  auswlrtiges 
Mitglied  der  Parlser-Academie;  vergl.  Bd.  2 meiner  Biographien),  La  gdom^rle 
des  UgnoB  et  des  surfaces  rectillgnes  et  clrculaires.  Amsterdam  1718,  2 VoL 
ln  8.  — Al.  Clnlrmnlt,  EUmento  de  Gdomdtrle.  Paris  1741  in  8.  (Auch 
splteJ,  s.  B.  1753;  Itel.  Rom  1771),  — Th.  Simpson.  The  Elemente  ^ 
Geometry.  London  1747  ln  8.  (Auch  sp&ter,  s.  B.  1760),  — MaUhew  Stewari 
(Rothsay  in  BchotÜand  1717  — Edinburgh  1785;  Pfarrer  su  Rosencath,  später 
Professor  der  MathemaUk  su  Edinburgh),  Propositiones  gcometric»  more 
veterum  demonstrata..  Edinburgh  1763  in  8.,  - Abel  Bürja  (Kikebusch  bei 
Berlin  1762  — Berlin  1816;  Prediger  und  Professor  der  Mathematik  au  Berlin), 
Der  selbstlehrcnde  Geometer.  Berlin  1787  in  8.  (Auch  später,  a.  B.  1801), 

Jan  Henric  Van  Swinden  (Baag  1746  - Amsterdam  1823;  Professor  der 
Physik  und  Mathematik  an  Francker  und  Amsterdam ; vergl.  Moll,  Redevoering 
over  Van  Swinden,  Amsterdam  1824  in  8.),  Grondbeglnselns  der  Meetknnde. 
Amsterdam  1790  ln  8.  (2.  A.  1816;  deutsch  von  A.  Jacobl,  Jena  1834  ln  8.), 

— Lenendre.  Eidmente  de  gdomdtrie.  Paris  1794  in  8.  (14  4d.  1866;  deutsch 
von  Grelle,  Berlin  1822;  ital.  von  Cellal,  Firenec  1834;  engl,  von  Ch.  Davles, 
New-York  1855),  — Lorenao  MaacheronI  (Castagnetto  bei  Bergamo  1750 

— Paris  1800;  Professor  der  Mathematik  su  Pavia),  La  geometria  del  com- 
passo.  Pavia  1797  in  3 (frans,  von  Carette,  Paris  1798  in  8.;  deutsch  von 
Grüson,  Berlin  1825  in  8.),  — Lacroix.  Eldmcnte  de  gdomdtrie.  Paris  1799 
in  8.  (17  dd.  durch  Prouhet  1855),  — Meier  Hirsch.  Sammlung  geometrischer 
Aufgaben.  Berlin  1805—1807,  2 Bdo.  ln  8.,  — F.  Schweins,  Geometrie  nach 
einem  neuen  Plane  bearbeitet.  Göttingen  1805—1808  , 2 Bde.  in  8.,  Louis 
Bertrand  (Genf  1731  — Genf  1812;  Professor  der  Mathematik  au  Genf; 
vergl.  Bd.  1 meiner  Biographien),  Eldments  de  gdomdtrie.  Paris  1812  in  4., 
Jsaac-Emanucl-Lonis  Develey  (Payemc  1764  — Lausanne  1839;  Professor 
der  Mathematik  und  Astronomie  in  Lausanne;  vergl.  Revue  suisse  III),  Eld- 
mente  de  gdomdtrie.  Paria  1812  ln  8.  (3  dd.  1830;  deutsch,  Stuttgart  1818),— 
Joh.  Friedrich  Ladomus  (Brettcn  1783  — Karismh  18  . .;  Professor  der 
MathemaUk  au  KarUruhc),  Geometrische  Constructionslchre.  Freyburg  1812 
in  8.,  — Gabriel  Lame  (Toure  1795;  Ingdnisur-en-chef  des  mincs,  Professor 
der  Physik  au  Paris  und  Mitglied  der  Academie),  Examen  des  diffdrentes 
mdthodes  employdcs  pour  rdsoudro  les  probldmes  de  gdomdtrie.  Paris  1818  in 
8^  _ A.  L.  Crelle.  Elemente  der  Geometrie.  Berlin  1826 — 1827,  2 Bde.  ln  8, 

A.  F.  Möbius.  Der  baryccntrischo  Calcul.  Lelpaig  1827  in  8.,  F.  R. 

Kassier.  Geometry  of  planes  and  solide.  Riohmond  1828  in  8.,  — Klcolai 
Jvanowitech  Lobatschevskji  (Nischnci-Novgorod  1793  — Kasan  1856; 
Professor  der  MathemaUk  an  Kasan),  lieber  die  Prinaipien  der  Geometrie. 
Kasan  1829—1830  in  8.,  — Wolfgang  Bolyai  (Bolya  in  Siebenbürgen  1776 
— Maros-VÄs&rhcly  1856;  Freund  von  Gauss,  Professor  der  MathemaUk  und 
Physik  au  Maros-Väsirhely ; vergl.  Fr.  Schmidt,  NoUce  sur  la  vle  et  les 
travanx  de  W.  et  de  J.  Bolyai,  Paris  1868  in  8.),  Tentamen  juventntem 
studlosam  in  elemcnte  mathescos  pures  elcmentaris  ao  subllmioris,  methodo 
intuiUve,  ^vldentlaquo  hule  propria,  introducendi.  Maros-Visärhclyinl  1832 
bis  1833,  2 Vol.  in  8.,  — Claude-Lucicn  Bergery  (Orldans  1787;  Professor 
an  der  Artillerieschule  au  Metz),  Gdomdtrie  appUqude  ä l’industrie.  3 dd.  Mete 
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1886  ln  8 , — Michel  Chaile*  (Epernon  1793;  Profeesor  der  hShern  Oeometric 
ln  Paris  und  Mitglied  der  Academie),  Aperfu  historique  snr  l’origlne  et  le 
ddreloppemcnt  des  m^thodes  cn  gdomitrie.  Bruzclles  1837  in  4.  (Deutsch  von 
Sohncke,  Halle  1839  in  8 ),  — A.  W.  ilertel»  Sammlung  von  574  geometri- 
schen Aufgaben.  Leipzig  1838  ln  8.,  — B.  E.  Couaineryi  Le  calcul  par  io 
trait  Paris  1839  in  8.,  — Job.  Simon  Lorenz  Wöckel  (Pegnitz  1807  — Nürn- 
berg 1849;  Professor  der  Mathematik  ln  Nürnberg),  Die  Geometrie  der  Alten 
in  einer  Sammlnug  von  712  Aufgaben.  Nürnberg  1839  in  8.  (8.  A.  von  Th. 
Schrüder  1869),  — Job.  Rndolf  Wolf  (Zürich  1810;  Professor  der  Mathematik 
und  Astronomie  erst  in  Bern,  dann  in  Zürich),  Die  Lehre  von  den  gerad- 
linigen Gebilden  in  der  Ebene.  Bern  1841  in  8.  (2.  A.  1847),  — P.  J.  E.  Fincb. 
Professor  der  Mathematik  ln  Strassburg:  Giomitrie  41:imentaire  bas4e  sur  la 
th:lorie  des  inflniraent-petits.  2 4d.  Strasboifrg  1841  ln  8.,  — C.  L.  A.  Kunxe« 
Lehrbuch  der  Oeometric.  Jena  1842  in  8.,  — Magnus  Georg  von  Paueker 
(Simonis  Pastorat  1787  — Mitan  1865;  Professor  der  Malliematik  und  Astro- 
nomie zu  Mitau),  Fundamente  der  Geometrie.  Mitau  1842  ln  8.,  und:  Bildlebre- 
Mitan  1846  in  8.,  — N.  SebolAeld,  On  clemcntary  and  higher  geometry, 
trigonometry  and  mensuration.  New-York  1845,  4 Vol.  in  8.,  — Carl  Adams 
(Merscheid  bei  Düsseldorf  1811  — Winterthur  1849;  Lehrer  der  Mathematik 
und  Physik  zu  Winterthur),  Geometrische  Aufgaben.  Winterthur  1847—1849, 
2 Bde.  ln  8.,  — O.  Sehlömilch,  OrundzOge  einer  wissenschaftlichen  Dar- 
stellung der  Geometrie  des  Maasscs.  Eisenach  1849  in  8.  (3.  A.  1859),  — 
Eugene-Charles  Catalan  et  H.  Ch.  de  LafraSmoirei  Th5or5mcs  et  probl^mes 
de  g6om5trie  415mcntaire.  Paris  1852  ln  8.  (Deutsch  von  Kaufmann  und 
Renschle,  Stuttgart  1858  und  1862),  — Ed.  Ilcls  und  Eschweileri  Lehrbuch 
der  Geometrie.  Köln  1866—1858,  2 Bde.  ln  8.  (4.  A.  1867  ln  3 Bdn.),  — Job. 
Karl  Philipp  Splts  (Wieblingen  bei  Heidelberg  1826;  Professor  der  Mathe- 
matik in  Karlsruhe),  Geometrische  Aufgaben  zum  Gebrauche  an  höhem  Lehr- 
anstalten. Leipzig  1855  in  8.,  — Wilhelm  Fiedler  (Chemnitz  1832 ; Professor 
der  darstellcndon  und  neuem  Geometrie  am  schweizerischen  Polytechnikum), 
Die  Elemente  der  neuem  Geometrie  und  der  Algebra  der  binären  Formen. 
Leipzig  1862  in  8.,  — Houscli  Introdnction  k la  göomötric  supörienre.  Paris 
1865  in  4.,  — iUemanDt  lieber  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zu 
Grunde  liegen.  GOttingen  1867  in  4.,  — etc.“ 

V4.  Die  fortSCtlieiteDde  BewegXIDg.  Wenn  sich  ein  Punkt  be- 
ständig in  gleichem  Sinne  in  einer  Geraden  bewegt,  so  nennt  man 
ihn  forlscbrellend  y und  die  Grösse  des  Fortschrittes  Lünge* 
Die  Längeneinheit  ist  ihrer  Natur  nach  willkürlich,  und  darum  in 
jedem  Lande  und  für  jeden  Zweck  gesetzlich  fcstgestcllt.  (I.) 

Da  sowohl  Bequemlichkeit  als  Genauigkeit  der  Vergleichung  erfordern, 
dass  der  Maassstab  von  gleicher  Ordnung  mit  den  zu  messenden  Längen  sei, 
so  wird  es  niitbig,  neben  der  gewählten  Längeneinheit  noch  bestimmte  Viel- 
fache und  Tbeile  derselben  als  untergeordnete  Längeneinheiten  zu  benutzen. 
So  wurden  früher  bei  den  Fussmassen  ausser  dem  Fusse  die  Vielfachen  6 
(Klafter,  Faden,  Lachter,  Toise),  10  (Ruthe),  16000  (Wegstunde),  etc.  ge- 
braucht, und  die  Theile  '/u  oder  '/u  (Decimal-  und  Duodecimal-Zolle),  Vioo 
oder  Vi44  (Linie),  etc.,  — jetzt  bei  dem  metrischen  Maasse  ausser  dem  Meter 
zunächst  das  Tausendfache  (Kilometer)  und  der  Tausendstel  (Millimeter). 

8* 
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TK*  Oie  drehende  Bewegiug.  Bewegt  sich  eine  Ckrade  um  einen 
Ponct,  80  heisst  man  sic  drehend , und  die  auf  die  Ebene  der 
Endlagen,  der  sog.  Schenkel « bezügliche  Grösse  der  Drehung 
Winkel«  Den  Drehpunct  nennt  man  Scheitel  y den  Ort  der  Ge- 
raden Strahlenbilschel«  Die  Winkeleinheit  ist  die  Grösse  der 
Drehung  bis  zur  Rückkehr  in  die  ursprüngliche  Lage,  die  sog.  lim- 
drehungy  welche  in  2 Gerade«  4 Rechte  (4  R)  und  360  Grade 
k 60  Minuten  k 60  Secunden  (1  = 360»  = 21600'  = 1296000") 
eingetheilt  wird.  Ist  a < 90» , so  heissen  die  Winkel  a , 90»  «, 

90» + a und  270» + a der  Reihe  nach  spitz«  Stumpf«  concav 
imd  convex«  — Winkel,  welche  sich  zu  90»,  180»  oder  360» 
ergänzen,  complementdr«  suppiementSr  oder  expiementSr« 
Verlängert  man  einen  Schenkel  eines  Winkels  über  seinen  Scheitel 
hinaus,  so  erhält  man  den  zu  ihm  supplementären  IVehenwlnkel« 

— verlängert  man  beide,  den  ihm  gleichen  Scheitelwinkel«  Be- 
zeichnen a b und  d c die  Schenkel , c den  Scheitel  eines  Winkels, 
so  schreibt  man  /.c  = Z.acd  = ^(ab,  de). 

Die  TheUung  der  Umdrehung  (oder  des  Kreises)  in  360  Tbelie 
partes)  oder  Stufen  (arabisch  dergeh,  verdorben  degri,  in  schlechter  lateini- 
scher Uebersetzung  gradua)  ist  uralt,  und  rührt  wohl  daher,  dass  die  Zahl 
360  unter  den  Zahlen  mit  vielen  TbeUern  der  Anzahl  der  Tage  des  Jahres 
am  nSchsten  kSmmt.  Niherungsweise  wurden  die  Winkel  früher  auch  zuweUen 
in  BruchtheUen  des  ganzen  Kreises  gegeben,  vielleicht  sogar  ohne  Tbcilung 
durch  Wiederholung  bis  zum  Erschüpfen  einer  oder  mehrerer  Umdrehungen 
bestimmt  Merkwürdig  ist,  dass  in  KremsmOnster  (a.  Programm  der  dort.  Acad. 
für  1864)  ein  hSlzemer  Kreis  mit  Elfenbein-Einlage  von  1570  czlstirt,  der  in 
6.4.4.4  = 384  anstatt  in  6.3.4.5  = 360  Theilo  eingetheilt  ist  — Ferner  ist  zu 
bemerken,  dass  schon  Henry  Gelllbrand  (London  1507  — London  1637;  Pfarrer 
in  Kent,  dann  Professor  der  Astronomie  in  London)  im  Anfänge  des  17.  Jahr- 
hunderts vorschlug,  dcu  Grad  statt  in  60,  in  100  Minuten  zu  theilcn,  — dass 
sich  Lagrange  1783  bei  dem  Board  of  Longitude  in  London  dafür  verwendete, 
dass  man  sich  beim  Kreise  und  sonst  ausschlieaslich  der  Decimalthcilung  be- 
diene, und  alle  Tafeln  entspreehend  umarbeite,  — dass  endlich  bei  der  fran- 
zösischen Revolution  eine  Eintheiiung  der  Umdrehung  in  400  Grade  k 100  Minu- 
ten & 100  Secunden  beliebt  wurde,  an  der  Jetzt  noch  Einzelne  festhalten,  indem 
sie  einen  sog.  Centcsimol-Orad,  von  0°,9  = 54‘  der  alten  Theilung,  benutzen. 

IG«  Die  Parallelen  and  Senkrechten.  Zwei  Gerade  einer  Ebene, 
welche  bei  gleicher  Grösse  der  Drehung  in  zwei  Puncten  einer 
dritten  Geraden  entstanden  sind,  heissen  parallel  oder  zelilg  (||), 

— zwei  Gerade  dagegen,  deren  Winkel  90»  beträgt,  senkrecbt  ( J_)  , 
zu  einander.  Nennt  man  die  gleichliegcnden  Winkel  zweier  Geraden 
ntit  einer  dritten  correspondlrcnde«  die  entgegengesetzt  liegenden 
Wecbselwliikcl«  so  sind  correspondirendc  oder  Wechselwinkel 
von  Parallelen  (nach  Dehnition  nur  mit  der  Geraden,  aus  der  sie 
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entstanden  sind , — nach  Beweis  In  89  aber  auch  mit  jeder  andern 
Geraden)  nothwendig  je  einander  gleich,  — und  steht  die  eine  der 
Parallelen  senkrecht,  so  steht  auch  die  andere  senkrecht;  umgekehrt 
sind  zwei  Senkrechte  zu  derselben  Geraden  einander  parallel.  — 
Durch  jeden  Punct  einer  Geraden  führt  ein  bestimmter  Strahl  des 
einem  ausser  ihr  liegenden  Pimcte  zukommenden  Strahlbüschels,  oder 
ist  ihm  entapreebend.  Geht  man  aber  z.  B.  von  dem  Puncte 
aus,  der  dem  senkrechten  Strahle  entspricht,  so  ruft  seine  fort- 
schreitende Bewegung  einer  drehenden  Bewegung  des  Strahles,  und 
während  der  Punct  dem  unendlich  fernen  Puncto  zusteuert,  nähert 
sich  der  Strahl  dem  Parallelstrahl,  so  dass  sich  unendlich  ferner 
Punct  und  Parallelstrahl  zu  entsprechen  scheinen. 

Die  seit  Enldld  fast  allgemein  beibehaltene  Uebnng,  Parallele  als  Belebe 
Gerade  einer  Ebene  an  de&niren,  welche  sich  nicht  schneiden,  so  weit  man 
sie  auch  Terllngcm  m9ge  (oder  verdeckt  nnd  eigentlich  sogar  Ihisch  nnd 
vieldentig,  welche  sich  im  Unendlichen  schneiden),  stimmt  schliesslich,  wie 
wir  in  89  sehen  werden,  mit  der  obigen  Definition  Qberein;  aber  als  Definition 
sollte  man  nie  eine  negative  Eigenschaft,  sondern  wo  immer  möglich  das 
Erzeugen  benutzen,  — und  mir  kömmt  es  unmaassgeblich  vor,  dass  man 
sich  weniger  Uber  die  Schwierigkeiten  zu  verwundern  braucht,  welche  die 
Euklideische  Definition  den  ihr  ergebenen  Geometern  bereits  zwei  Jahrtausende 
lang  bereitet  hat,  als  Uber  das  eigensinnige  Beharren  auf  derselben.  — Von 
den  vielen  Schriften  Uber  Porallclen-Theorie  mögen  „Daniel  Haber  (Basel 
1768  — Basel  1829;  Professor  der  Mathematik  in  Basel;  vergl.  Bd.  1 meiner 
Biographien),  Nova  theoria  paraUelarum.  Bosileie  1823  in  8.,  — Legendrei 
Sur  la  thöorie  des  parallöles  (Mim.  de  Par.  1833),  — Nicolaus  Lobrnt- 
■cheTskJI,  Geometrische  Untersuchungen  zur  Theorie  der  Parallellinten. 
Berlin  1840  in  8.  (Franz,  durch  EoUel,  Paris  1866),  — Victor-Jakob  Bou- 
nlabowsky  (1804;  Professor  der  Mathematik  nnd  Academiker  in  Peters- 
burg), Sur  la  thöorie  des  paralleles  (BnU.  de  Pdtersb.  1851),  — ete.  angeführt 
werden.  Vergl.  auch  90. 

n«  Die  CoordinateD.  Um  von  einer  Geraden  oder  Axe  und 
einem  ihrer  Puncte,  dem  Anfangapnncte  oder  Pol,  zu  einem 
änseem  Puncte  m tiberzugehen,  bieten  sich  zwei  Hauptarten  dar: 
Entweder  dreht  sich  zuerst  die  Gerade  um  den  Pol,  bis  sie  (vergl. 
Fig.)  durch  m geht  (v),  und  dann  schreitet  der  Pol  bis  zu  m fort 
(r);  oder  es  schreitet  der  Pol  zuerst  in  der  Axe  so  weit  fort  (x), 
dass  die  Axe  nach  Drehung  um  einen  gegebenen  Winkel  (a)  durch 
m geht,  und  nun  schreitet  der  Punct  wieder  fort  bis  zu  m (y).  Die 
Bestimmnngsstücke  r und  v heissen  Iladlas  Veclor  oder  Lelt- 
strahl  und  Winkel  oder  Position,  zusammen  Polarcoordl- 
naten,  — die  Bestimmungsstücke  x und  y,  welche,  um  den  ganzen 
Winkelraum  zu  beherrschen,  die  Zeichenfolgen 

-f 1-  +H 
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annehmen  miissen,  Abselsae  und  Ordinate ^ zusammen,  je  nach- 
dem « = 90®  ist  oder  nicht , rechlwinklljfc  oder  sctilefwinklise 

Coordinaten.  Für  a = 90®  zerfallt  der  Winkclraum  durch  die 
Axe  und  die  Hichtung  der  Ordinaten  in  4 gleiche  Theile,  die  sog. 
Quadranten«  welche  nach  der  Ordnung  numerirt  werden,  in 
welcher  sie  der  Radius  Vector  durcliläuft. 


Die  schon  frfihe  in  der  Astronomie  (vergl.  33ö  und  353}  und  Geographie 
(vcrgl.  365)  gebrhuchliche  Methode,  die  Lage  auf  der 
® ^ Himmels-  oder  Erdkugel  durch  Coordinaten  au  be- 

t/  stimmen,  wurde  etwa  im  17.  Jahrhundert  nach  nnd 

At»  Xt  J ^ auch  in  die  Geometrie  eingeführt,  — wobei  aber 
Po  L X ^ der  Abstand  von  der  Axe  anfanglicb  Appllcate  (ein 
schon  bei  den  alten  Geometern  für  gewisse  Sehnen 
krummer  Linien  gebrauchter,  — in  neuerer  Zeit  von 
® - - mir,  vergl.  101,  für  die  dritte  Coordinate  des  Raumes 

eingeführter  Harne),  und  erst  später  Ordinate  (ein  zuerst  bei  Desargues 
vorkommender  Harne)  geheissen  wurde.  — Darin,  dass  ln  der  Ebene  jede 
Verschiedenbeit  der  Lage  durch  die  Verschiedenheit  der  Lage  nach  zwei 
Richtungen  (der  Axe,  und  der  zu  ihr  durch  den  Anfangspunkt  gezogenen 
Senkrechten,  — von  denen  die  erste  wohl  auch  Abscissenaxe,  die  zweite 
Ordinatonoxo  genannt  wird)  gegeben  werden  kann,  liegt  auch  die  Berechtigung 
zu  der  Behauptung:  Es  gebe  in  der  Ebene  zwei  und  nicht  mehr  als  zwei 
Ausdehnungen,  — besser  noch  das  Verständniss  jenes  Ausspruches.  Vergl.  92. 


78»  Oie  gebrochene  Linie.  Wird  die  abwechselnde  Bewegung 
in  Fortschritt  und  Drehung  fortgesetzt,  so  entsteht  eine  sog.  ge- 
brochene Linie,  bei  der  die  einzelnen  Fortschritte  Seilen«  die  mit 
den  Drehwinkeln  gleichartigen  Winkel  der  Seiten  Winkel«  die 
Drehpunkte  Ecken  heissen,  nnd  zwar  coneave  oder  convexe 
Ecken,  je  nachdem  die  Drehwinkel  concav  oder  convex  sind.  Die 
Summe  von  Winkel  und  Drehwinkel  beträgt  (vergl.  Fig.)  an  einer 
concaven  Ecke  2 R,  an  einer  convexen  Ecke  6 R.  — Verbindet 
man  zwei  Puncte  durch  verschiedene,  aber  gegen  die  gerade  Ver- 
bindung nur  coneave  Ecken  zeigende  gebrochene  Linien,  so  ist 
jeder  umschlossene  Zug  (73)  kürzer  als  der  umschliessende. 

Die  fortschreitende  und  die  drehende  Bewegung  bilden  die  Elemente,  aus 
welchen  jede  Bewegung  zusammengesetzt  ist,  und  Ihre  Unabhängigkeit  von 
einander  bildet  ein  Grundprincip  jeder  Wissenschaft,  welche  von  Bewegungen 
bandelt.  In  der  reinen  Mechanik  wurde  dieses  Princip  von  jeher  an  die  SpHza 


gestellt,  — in  der  Geometrie  dagegen  war  man  sonder- 
barer Weise  längere  Zeit  hindurch  misstrauisch  gegen  das- 
selbe, und  ich  rechne  cs  mir  zur  Ehre  an,  in  meiner  Schrift 
von  1841  (vergl.  73)  als  einer  der  Ersten  sein  Panier  hoch- 
gchaltcn  zu  haben.  — Die  Seite  des  Zuges,  nach  der  die 
Drehung  statt  hat,  heisst  innere  Seite,  und  bestimmt 
seine  mit  den  Drehwinkeln  in  dem  angegebenen  Rapporte 
stehenden  Eckenwinkel.  Sobald  man  durch  Drehung  um 
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mehr  als  swei  Rechte  eine  folgende  Seite  binter  die  vorhergehende  gehreoht 
hat,  so  muss  offenbar  die  dadurch  begonnene  Umdrehung  mindestens  vollendet 
werden,  um  die  innere  Seite  wieder  nach  vom  zu  bringen,  und  so  a.  B.  die 
HSglicbkeit  zu  erhalten,  wieder  in  die  Ausgangstage  zurttckankehren.  — Da 
die  Gerade  nach  73  die  kürzeste  Verbindung  zweier  Puncte  ist,  so  hat  man 

ab  + b h > ao -f- e h 
' eh  + hi  > cf  + fi 

gt  fi  + io  4- ck  > fg  + gk 

gk  -f  kd  > gd 

va  : — r: — t* 


wie  zu  beweisen  war. 


abcd>aefgd 


V9.  Das  n-Eck  und  n-Seit  Schliesst  sich  die  gebrochene  Linie, 
d.  h.  kehren  Pnnct  und  Gerade  nach  n Doppelbewegnngen  in  die 
erste  Lage  zurück,  so  hat  man  ein  n*Eck  oder  ein  n>Selty  je 
nachdem  die  Seiten  nur  zwischen  den  Ecken  oder  in  der  xmbe- 
grenzten  Länge  der  mit  ihnen  zusammenfallenden  Geraden  betrachtet 
werden.  Im  n-Ecke  finden  sich  zu  jeder  Ecke  (n — 3)  mit  ihr  nicht 
in  einer  Seite  liegende,  sog.  Gegen^Eckena  und  es  können  daher 

in  demselben  -^.n.(n — 3)  Verbindungslinien  solcher  Gegenecken, 

sog.  OlagODalen«  gezogen  werden.  Im  n-Seite,  wo  jeder  Dnrch- 

schnittspunkt  Ecke  heisst,  gibt  es  dagegen  zu  jeder  der  (2)  Ecken, 

tmd  3.^^^  Diagonalen.  Die  Anzahl  der  durch 

n Gerade  oder  n Puncte  bestimmten  n-Ecke  endlich  ist  -^•(n — 1)1 

Jede  von  n Geraden  einer  Ebene  wird  im  Allgemeinen  durch  alle  übrigen 
derselben,  d.  h.  in  (n  — 1)  Punkten,  geschnitten,  — also  hat  das  n-Seit,  da 
jeder  Dorchschnittspunkt  zwei  Geraden  zngehSrt, 


E. 


n(n-l) 


Ecken.  Jo  zwei  Ecken,  welche  nicht  in  dersciben  Seite  liegen,  nennt  man 
Oegenccken;  da  nun  durch  jede  Ecke  zwei  Seiten  gehen,  und  in  jeder  dieser 
Beiten  neben  der  gemeinsebaftliohon  Ecke  noch  (n  — 3}  Ecken  iiegen,  so  gibt 
es  zu  jeder  Ecke 

E'.  = E„-l-2(n-2)  = ("72)  S 

Oegcnecken;  also  kann  man  von  jeder  Ecke  ans  E'^  Diagonaien  ziehen,  — 
folglich  im  ganzen  n Seit  (da  jede  Diagonale  doppelt  gezählt  wird) 


D„  = i-E..E'.  = 3(J) 


Diagonalen.  — Das  n-£ck  hat  ebenfalls  n Beiten,  aber  in  jeder  Seite  nur 
3 Ecken , und  zu  jeder  Ecke  nur  (n  — 3)  Oegenecken , folglich  auch  nur 

_ n(n-3)  - 


Diagonalen.  — Geht  man  von  irgend  einer  Seite  eines  n-Seit’s  ans,  so  kann 
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man  von  Ihr,  da  sie  von  ollen  fibrigen  (n  — 1)  Seiten  geechnltten  wird,  naeh 
Anawabl  in  eine  der  andern  Selten  übergehen;  anf  welche  w>n  diesen  non 
auch  die  Wahl  fallen  mag,  immer  (voraosgesetst,  man  wolle  nicht  in  die  erste 
Seite  zurOekkehren)  bleiben  (n  — 2)  Wege  offen,  nm  eie  so  verlassen,  nnd 
man  kann  somit  auf  (n  — 1)  . (n  — 2)  Arten  von  der  ersten  an  einer  dritten 
Beite  Obergehen,  — entsprechend  anf  (n  — l).(n  — 2).(n  — 3)  Arten  zu  einer 
vierten,  — etc.  Ist  man  so  endlich  an  der  ni*“  Seite  gekommen,  so  bleibt 
nur  Ein  Weg  offen,  um  zur  ersten  Seite  surOekzukebren,  und  da  bei  jedem 
Uebergange  Ein  Dnrchscbnittspnnct  festgelegt  wnrde,  so  hat  somit  die 
erhaltene  Figur  n Ecken.  Da  nun  für  sich  klar  ist,  dass  das  Wechseln 
der  Ansgangsselte  ohne  Einfluss  bleibt,  dagegen  jede  Figur  noch  einmal 
entsteht,  indem  man  sich  die  Seiten  in  verkehrter  Ordnung  folgen  lksst,  so 
hat  man 


P„ 


(n  — 1) . (n  — 2) . (n  — 8) . . . 2 . 1 
2 


= V,.(n-l)l 


C 


als  Anzahl  der  im  n-Seit  enthaltenen  n-Ecke.  — Untersucht  man  anf  dieselbe 
Weise,  auf  wie  viele  Arten  man  n Punkte  so  paarweise  verbinden  kann,  dass 
die  Oesammtbeit  der  Verbindungen  eine  geschlossene  Linie  bildet,  so  vertauscht 
man  offenbar  cur  ln  der  frühem  Betrachtung  Seite  und  Punet,  so  dass  wieder 
ü die  mSglichen  n-Ecko  zSblt,  und  somit  n Gerade  und  n Puncte  gleich  viele 
n-Ecke  bestimmen.  Beide  Sitze  können  auch  mit  Hülfe  der  Combinationslehre 
abgeleitet  werden,  vergl.  „Carnol.  CorrölaUon  des  flgures  de  gdomitrie. 
Paria  1801  in  8.,  — etc.“  — Alle  n-Ecke,  welche  In  demselben  n-Seit  ent- 
halten sind,  mögen  ln  Beziehung  anf  dasselbe  aabordinlrt > unter  eich 
eoordinlrt  heissen. 


80.  Die  Winkelgninine.  Die  Winkelsumme  eines  n-Eeks  wird 
offenbar  gefunden,  indem  man  (78)  für  jede  eoncave  Eeke  2 R,  für 
jede  convexe  Ecke  6 R in  Rechnung  bringt,  und  für  jede  Um- 
drehung 4 R abeieht  Bezeichnet  somit  p die  Anzahl  der  convexen 
Ecken,  nnd  r die  der  Umdrehungen,  so  ist 

P,  (p,  r)  = 2 (n  -f  2 p — 2 r)  R 

die  Winkelsumme. 

Schon  Thlbaot  bestimmte  in  seinem  Grundrisse  (vergl.  6)  die  Winkel- 
summe des  Dreieckes  auf  analoge  Weise ; doch  versuchte  er  auch  nicht  einmal 
in  Beziehung  anf  diese  Figur  eine  allgemeine  Auffassung,  wie  sie  hier  er- 
strebt wnrde,  — ja  eine  solche  Ist  vor  1841,  wo  loh  ln  der  bereits  mehrfach 
citlrten  Schrift  die  obige  Formel  aufstellte,  meines  Wiesens  gar  nicht  gegeben 
worden. 


81*  Anzahl  and  Eintheilnng  dtr  n-Ecke.  Unterscheiden  sich  zwei 
n-Ecke  in  ihrer  Erzeugung  nur  dadurch,  dass  sich  die  Gerade  nicht 
in  demselben  Sinne  dreht,  so  unterscheiden  sie  sich  selbst  auch  nur 
dadurch,  dass  ihre  entsprechenden  Winkel  explementär  sind,  — und 
es  genügt  daher,  dasjenige  zu  betrachten,  das  die  geringere  Anzahl 
convexer  Ecken  hat.  Da  ferner  ein  concaver  Winkel  immer  zwischen 
0 und  2 R,  ein  convexer  zwischen  2 R und  4 R enthalten  sein 
muss,  so  ist  nothwendig 


Digitizad  by  Google 


— Oeometrisolio  Vorbegitffe. 


121 


2(n-f-2p — 2r)R>OR.(n  — p)-|-2R.p  oder  — >r 
2(n-t-2p — 2r)R<2R.(n — p)-+'4R.p  oder  -g— -er 


und  für  p = l muss  (vergl.  78)  mindestens  r = 2 sein,  damit  die 
Figur  zum  SchhiBee  kommen  kann.  Es  lässt  sich  hieraus  durch 

n2 4 

Induction  ableiten,  dass,  wenn  n gerade  ist,  — -j — n-Ecke,  und 

n2 5 ^ 

wenn  n ungerade  ist,  — j — n-Ecke  möglich  sind.  Diejenigen 


n-Ecke,  für  welche  r — p=l  ist,  und  die  daher  mit  dem  ein- 
fachsten n-Ecke  (0,1)  gleiche  Winkelsumme  haben,  heissen  gemein« 
die  andern  sind  ohne  Ausnahme  Oberscblagen«  Ein  Vieleck  end- 
lich, in  dem  alle  Seiten  und  alle  Winkel  gleich  sind,  heisst  regel- 
rnlUaig. 


Wradet  man  die  erhaltenen  Bedingungen  i.  B.  auf  daa  Dreieck  an,  so 
findet  man,  unter  Annahme  p = 0 fUr  r die  Qrenien  '/i  ’/iS  es  kann  also 
in  diesem  Falle  r = 1 , aber  auch  nur  gleich  1 werden , oder  es  gibt  Ein 
concaves  Dreieck,  und  dieses  ist  von  einfacher  Umdrehung.  Ffir  p = 1 mDsste 
wenigstens  r = 2,  nach  der  ersten  Grenze  aber  kleiner  als  2 sein,  — es  gibt 
somit  in  diesem  Falle  keinen  möglichen  Werth  ffir  r,  oder  es  gibt  kein  Drei- 
eck mit  Einem  convexen  Winkel.  Hit  Ausschluss  der  explementitren  Dreiecke 
gibt  es  also  nur  Eine  mögliche  Form  des  Dreieckes:  Das  concave  Dreieck 
von  einfacher  Umdrehung,  das  sich  durch 


P,(0,1)  = 2R 


darstellt.  — Ebenso  findet  man  ffir  daa  Viereck  die  3 Formen 


P«(0,1)  = 4R  P4(1,2)=4R  P,(2,2)=8R 

Ffir  das  Fünfeck  die  5 Formen 


P,(0,1)=6R  P,(0,2)  = 2R  P,(1,2)  = 6R  P,(2,2)=10B  P,(2,8)  = 6R 
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rOr  das  Secheeck  die  8 Formen 


P,(0,1)  = 8R  P,(0,2)  = 4R  P,(1,3)  = 8R  P,(1,3)  = 4R 


P,(2,2)  = 12R  P,(2,3)  = 8R  P,(8,4)  = 8R  P,(3,3)  = 12R 


wo  das  Becheeck  (3,4)  statt  seinem  KxplemenUlren  (3,2)  geaetxt  wurde, 

etc.  — Da  im  rcgelrnkssigen  n-Ecke  alle  Winkel  gleich,  also  simmtlleh 
coDcav  sind,  und  ihre  Summe  nach  80  bei  r Umdrehungen  2.  (n  — 3r)R  be- 
tragt, 80  muss  jedem  einzelnen  die  OrSase 

w.c=2R-  — R 

• n 

zukommen,  und  analog  stellt 

w_  = 2R— i-R 
" m 

den  Winkel  Im  regelrnhsslgen  m-Ecko  von  s Umdrehungen  dar.  Ist  nun 
m <C  n,  und  haben  beide  Ecke  dieselbe  Seite,  so  dQrfen  w,  und  w„  nie  über- 
einstimmen,  denn  sonst  würden  je  die  m ersten  Elementenpaare  des  n-Eoka 
für  sich  ein  m-Eck  bilden;  es  darf  also  nie 

2R  — — R = 2R-  — R oder  — = — 
n m n m 

werden,  d.  h.  die  Zahl  der  Umdrehnngen  muss  zu  der  Anzahl  der  Ecken 

prim  sein.  Da  fiberdiess  nach  oben  r zwischen  die  Grenzen  0 und  n/2  fallen 

muss,  und  es  zwischen  diesen  Grenzen,  wenn  n die  Piimfactoren  a,  ß,  fy- 

bat,  d.  h. 

n = o' . 1 

ist,  nach  den  Lehren  der  Arithmetik  (vergl.  Euler  in  Not.  Comm.  Petrop.  VIU, 
— Gauss  in  seinen  Disquisitiones  psg.  30,  — Caueby  in  Vol.  2 seiner  Exer- 
cices,  — etc.) 

Zahlen  gibt,  die  zu  n prim  sind,  so  gibt  cs  such,  wie  schon  Louis  Polneot 
(Paris  1777  — Paria  1859;  Professor  der  Mathematik  und  Academiker  in 
Paris)  in  seiner  Abhandlung  lü”  polygoncs  et  Ics  poly5drca  (Joum.  de 

l’icole  pol.  Cah.  10)  zeigte,  regelmlsslge  n-Eckc,  so  z.  B.  jo  Ein  Dreieck, 
Viereck,  Sechseck,  — zwei  Fünfecke,  — drei  Siebenecke,  — etc.  — Wohl 
der  Erste,  der  die  Vielecke  überhaupt  nach  ihren  Torschiedenen  Formen  be- 
trachtete und  classiflcirte,  war  Alb.  Girard«  indem  er  (vergl.  Kästner  m 108) 
in  seinen  „Tables  des  sinus,  tangentes  et  secantes,  selon  Ic  raid  de  10000 
parties,  avec  un  traitd  succinct  de  la  trigonomdtrie  tant  des  triangloa  plans 
qno  sph5riqnes.  A la  llaye  1626  in  12.^  beim  Vierecke  3 Formen  „la  simple, 
la  croisic  et  l’antre  ayant  l'anglc  ronverad  (d.  h.  die  drei  obigen),  beim  Fünf- 
ecke 11  Formen,  und  beim  Sechsecke  sogar  60  Formen  aufzäblt.  Er  hatte 
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swsr  also  ofTenbsr  einen  andern  Eintheilongsgmnd  als  den  oben  angenommenen ; 
aber  sogar  im  Falle,  wo  dieser  nicht  gans  sweckmlssig  gewesen  sein  sollte, 
ehrt  es  Girard,  der  überhanpt  ein  vortrefflicher  Mathematiker  gewesen  sein 
muss,  ungemein,  sich  diese  Aufgabe  schon  in  so  früher  Zeit  gestellt  zu  haben. 

M*  Die  CoDgrnenz  nnd  Aehnlichkeit.  Zwei  n-Ecke  heissen  con« 
gruent  (^)  oder  flbnilcb  wenn  sie  eich  in  ihrer  Erzengang 
gar  nicht  oder  nur  durch  die  Einheit  des  Fortschrittes  unterscheiden, 
d.  h.  wenn  sie  gleiche  Winkel  und  entweder  gleiche  Seiten  oder 
gleiche  Seitenverhältnisse  haben.  Die  Erzeugung  des  n-Ecks  wird 
aber  durch  (n — 1)  Seiten  und  die  (n — 2)  eingeschlossenen  Winkel, 
— oder  durch  (n  — 1)  Winkel  und  die  (n  — 2)  zwischenliegenden 
Seiten  bestimmt,  je  nachdem  Fortschritt  oder  Drehung  den  Vorrang 
hat.  Folglich  sind  zwei  n-Ecke  schon  bei  Uebereinstimmung  solcher 
(2n  — 3)  Elemente  congruent,  — und  aus  jedem  Congmenzsatze 
geht  ein  Aehnlichkeitssatz  hervor,  wenn  man  die  Gleichheit  der 
Seiten  durch  die  ihrer  Verhältnisse  ersetzt 

Eia  n-Eck  kann  oft  durch  weniger  als  (Sn  — 3)  Elemente  bestimmt  zu 
werden  scheinen;  aber  es  ist  eben  nur  scheinbar,  — denn  ln  allen  solchen 
Fallen  werden  genau  oben  so  viele  anderweitige  Bedingungen  zngefUgt,  als 
Elemente  weniger  genommen  werden.  So  würde  z.  B.  scheinbar  die  Congruenz 
zweier  regclmlssigen  n-Ecke  schon  durch  Uebereinstimmung  Einer  Seite  nnd 
Eines  Winkels  bestimmt,  — in  den  Füllen,  wo  nach  81  nur  Ein  regelmüsslges 
n-Eck  besteht,  sogar  schon  durch  Uebereinstimmung  Einer  Seite;  aber  ln 
diesen  Füllen  sind  die  Bedingungen  der  Gleichheit  aller  Seiten  nnd  Winkel 
an  die  Stelle  der  Elemente  getreten.  Ein  Belege,  dass  selbst  geübte  Mathe- 
matiker sich  diese  Bemerkung  nicht  oft  genug  wiederholen  kSnnen,  liefert  ein 
von  Adam  Burg  (Wien  1797 ; Professor  der  Mechanik  am  Wiener-Polytech- 
nikum) gegebener  Schein-Beweis  vom  Krüflenparallelogramm  (Zeitschrift  von 
Baumgartner  nnd  Ettingshausen  II  279).  — Zwei  n-Selte  sind  offenbar  con- 
gment  oder  ähnlich,  sobald  es  zwei  der  ihnen  subordlnirten  n-Ecke  sind; 
ebenso  bestimmt  die  Congruenz  oder  Aehnlichkeit  dieser  Letztem  diejenige 
aller  ihnen  entsprechend  coordinirten  n-Ecke.  — Dos  Symbol  oo  für  ähnlich, 
soll  schon  von  Lelbnitc  eingeführt  worden  sein. 

X.  Das  Dreieck. 

M.  OnuideigeDschaneD  dts  Dreiecks.  Das  Dreieck  ist  (81)  nur 
Einer  Form  filhig,  bat  (80)  die  Winkelsummc  2R  = 180®,  — ist 
(82)  durch  eine  Seite  und  die  anliegenden  Winkel,  oder  durch  zwei 
Seiten  und  den  cingcschlossenen  Winkel  vollkommen  bestimmt,  — 
durch  zwei  Winkel  oder  durch  einen  Winkel  und  das  Verhältniss 
der  einschliessenden  Seiten  der  Form  nach  gegeben.  Jede  Dreiecks- 
seite  ist  (73)  kleiner  als  die  Summe,  aber  grösser  als  die  Differenz 
der  beiden  andern  Seiten,  — ein  Drehwinkel  (Aussenwinkel)  gleich 
der  Summe  der  gegenüberliegenden  Dreieckswinkel, 
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Sind  a > b > c die  Seiten  eines  Dreiecks,  so  Ist  nach  73 

a < b -j-  c und  b < a + c also  auch  a > b — e 
Speciell  fQr  die  Lehre  vom  Dreieck  ist  i.  B.  auch  „Karl  Wilhelm  Fenerbaeh 
(Jena  1800  — Kriangen  1834;  Professor  der  Mathematik  so  Erlangen),  Eigen- 
schaften einiger  merkwürdigen  Punkte  des  geradlinigen  Dreiecks.  Nümberg 
1882  in  4.,  — Adams,  Die  merkwürdigsten  Eigenschaften  des  geradlinigen 
Dreiecks.  Winterthur  1846  ln  8.,  — etc.“  su  vergleichen. 

84.  Das  gleichschenklige  Dreieck.  Hat  ein  Dreieck  zwei  gleiche 
Seiten,  sog.  Schenkel«  so  heisst  cs  gleichschenklig.  Die  den  Winkel 
der  Schenkel  an  der  sog.  Spitze  halbirende  Gerade  zerfällt  (83) 
das  Dreieck  in  zwei  congmente  Theile,  und  halhirt  die  dritte  Seite 
oder  Basis  unter  rechtem  Winkel.  Die  Winkel  an  der  Basis  sind 
gleich,  und  hat  ein  Dreieck  zwei  gleiche  Winkel,  so  stehen  ihnen 
auch  gleiche  Seiten  gegenüber.  Errichtet  man  in  der  Mitte  einer 
Geraden  eine  Senkrechte,  so  steht  jeder  Punct  der  Senkrechten  von 
den  Endpuncten  der  Geraden  gleich  weit  ah. 

Bei  Mittheiluug  eines  der  ersten  S&tse,  welche  eines  sog.  BeweUca  be- 
dürfen, erlaube  ich  mir,  entsprechend  dem,  was  ich  1847  Im  Vorworte  zur 
sweiten  Ausgabe  meiner  „Geradlinigen  Gebilde  (vcrgl.  78)“  sagte,  und  was 
sich  nachmals  noch  durch  mehr  als  zwölfjährige  weitere  und,  wie  ich  sagen 
darf,  glückliohc  Probe  bewährte,  ein  paar  Worte  über  das  Wesen  des  Beweises 
und  den  ersten  Unterricht  in  der  Geometrie  beiznfügen;  „Der  Unterricht  in 
der  Geometrie“,  sagte  ich  damals,  „muss  wohl  damit  begonnen  werden,  den 
Schülern  einige  Benennungen  beisubrlngen , — wenn  es  auch  nicht  gerade 
notbwendig  scheint,  zum  voraus  dieselben  mit  allen  Kamen  bekannt  zu  machen, 
welche  in  einem  grossem  Abschnitte  der  Geometrie  nach  und  nach  erscheinen. 
Nachdem  aber  diesen  Erklärungen  einige  Grundsätze  beigefügt  sind,  beginnt 
nun  der  Lehrer  meistens  nach  dem  Vorgänge  von  Euklid  und  Legendre  einen 
Lehrsatz  mitznthcilen  und  zu  beweisen , — nnd  nun  ist  es  für  den  unvor- 
bereiteten Schüler  keine  Kleinigkeit,  dem  Oedankengange  des  Lehrers  zu 
folgen:  Gleichzeitig  soll  er  den  Inhalt  des  Satzes  auffassen  nnd  in  das  ihm 
unbekannte  Wesen  eines  Beweises  eindringen.  Gewöhnlich,  wo  mit  einem 
Congruenzsatze , oder  gar  mit  dem  Beweise,  dass  Scheitelwinkel  oder  rechte 
Winkel  einander  gleich  seien,  begonnen  wird,  ist  ihm  das  Letztere  um  so 
schwieriger,  als  ihm  nicht  einmal  die  Nothwendigkeit  eines  Beweises  ein- 
Icucbtct  Beim  zweiten  Satze  (ich  denke  mir  immer  den  mittelmäesigen  Schüler, 
— denn  mit  den  guten  Schülern  hat  es  keine  Noth,  als  dass  sie  selten  sind) 
häuft  sich  die  Schwierigkeit,  — und  so  bei  jedem  Folgenden.  Dazu  gesellt 
sich  nach  und  nach  Missmuth , ja  Abneigung.  Die  beim  Knaben  so  häufige 
Trägheit  im  Denken  verleitet  ihn,  gegen  den  Willen  seines  Lehrers,  das 
Repetiren  der  Beweise  durch  ein  geistloses  Memoriren  zu  ersetzen,  und  es 
ist  von  Glück  zu  sagen,  wenn  sich  nach  nnd  nach  der  Geist  dnreharbeitet, 
und  das  mit  dem  Ocdächtniss  Aufgefasste  am  Ende  doch  zu  seinem  Eigenthum 
macht.  Aber  häufig  geschieht  es  sehr  lange  nicht,  oder  gar  nicht,  und  der 
Lehrer  entdeckt  beim  Prüfen  oftBlösscn,  bei  denen  ihn  ein  Schauder  ergreift: 
Was  soll  er  s.  B.  denken,  wenn  ihm  ein  Schüler  sagt,  den  Beweis  wisse  er 
gut,  aber  den  Lehrsatz  nicht  — Mannigfaltige  Versuche,  die  Unterrichtsweise 
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ln  den  Elementen  der  Geometrie  den  Schalem  besser  anznpassen,  heben  mich 
endlich  auf  folgenden  Gong  gefOhrt,  mit  dessen  Resultaten  ich  alle  Ursache 
habe,  snfrieden  su  sein:  Nachdem  ich  die  nothwendigsten  Erklärungen  und 
Begriffe  gegeben  habe,  stelle  ich  den  Schalem  vorläufig  eine  Reihe  von  Sttsen 
als  Wahrheiten  hin,  erkllre  ihnen  dieselben  ihrem  Inhalte  nach,  nnd  lehre 
sie,  darin  enthaltene  Voraussetxungen  und  Behauptungen  gehörig  an  unter- 
scheiden, so  dass  sie  im  Stande  sein  sollen,  su  jedem  Satze  dio  entsprechende 
Figur  SU  seiohnen,  und  sich  Voranasetsung  und  Behauptung  in  Buchstaben 
boisuschreiben.  Dann  lasse  ieh  dio  Schaler  diese  Sätze  genau  memoriren,  — 
fordere  rwar  nicht,  dass  sie  dieselben  der  Reibe  nach  hersagen  können,  wohl 
aber,  dass  sie  von  irgend  zwei  S&tzen  wissen,  welcher  der  frfihere  und  welcher 
der  spätere  ist.  Haben  sich  so  die  Schaler  einen  gewissen  Vorrath  von  geo- 
metrischen Wahrheiten  gesammelt,  so  sage  ich  ihnen,  dass  jeder  Satz  eine 
nothwendigo  Folge  der  Vorhergehenden  sei,  und  zeige  ihnen  nun  an  zweck- 
mässigen Beispielen  die  Wahrheit  dieser  Aussage,  — d.  b.  ich  fange  mit 
ihnen  an  zu  beweisen.  Ich  sichere  mir  auf  diese  Art  den  grossen  Vortheil, 
dass  ich  zu  den  ersten  Uebungen  im  Beweisen  nicht  nothwendig  die  ersten 
Sätze  nehmen  muss,  sondern  aus  allen  gegebenen  Sätzen  nach  Belieben  die- 
jenigen auswählen  kann,  bei  denen  sich  einerseits  die  Notbwendigkeit  des 
Beweises  recht  klar  herausstellt , während  sich  anderseits  der  Beweis  leicht 
macht.  — Ist  ein  Satz,  je  nach  seiner  Schwierigkeit,  ein,  zwei  oder  mehrere 
Male  bewiesen,  so  lasse  ich  die  Schüler  den  Beweis  niedersebreiben , und 
fordere  sofort,  dass  sie  ihn  auch  selbstständig  zu  leisten  wissen.  Dabei  suche 
ich  mich  jedoch  von  der  gerade  hiebei  so  häufigen  Pedanterie  möglichst  ferne 
zu  halten,  und  anerkenne  jeden  Beweis,  so  ferne  er  nur  richtig  ist,  wenn  er 
auch  von  dem  Gegebenen  in  einzelnen  Tbeilen  oder  im  Ganzen  bedeutend  ab- 
weiebt,  ja  schwerfällig  ist ; denn  ein  einziger  Beweis,  den  ein  Schaler  so  recht 
aus  seinem  eigenen  logischen  Bewusstsein  hcrausconstruirt,  ist  mehr  werth  als 
ein  Dutzend  angelernter  Beweise.“  — Die  gegenwärtig  vorliegenden  vier  Sätze 
und  ihre  Beweise  vrOrden  sich  durch  folgendes  Schema  darstcUen  lassen: 


Wenn 


acr=cb 

A.acd=A.bcd 

ac=cb 

ad=db 

A.adc=Abdc 

AaodsAbcd 

Acba=A'“b 

u 

II 

rt 

ca=cb 

ad=db 

A.cda=A®db 

a d,  h HOlfsconstr.  bei  2 und  3:  Halblre  ^acb. 

Beweis:  1)  ^acdSSAI>öd  weil  sie  eine  Seite  gemcinscbaflUch , eine  zweite 
Seite  und  den  cingeechlossenen  Winkel  nach  Vor- 
aussetzung gleich  haben  (83). 


2) 

3) 


*) 


ad  = db  1 

Acda  = I 

A«ods 
Acba=  Aoäb 
A»cd S Abcd 


ac  = cb 
A«cd  s Abcd 
ca  = cb 


weil  sic  in  congraenten  Dreiecken  gleich  liegen, 
wie  bei  1. 

weil  sie  in  congmonten  Dreiecken  gleich  liegen, 
weil  sie  eine  Seite  gemcinsehaftlicb  nnd  zwei  zu 
ihr  glcichliegende  Winkel  (den  einen  n.  V.,  den 
andern  n.  C.)  gleich  haben  (83). 
weil  sie  in  congraenten  Dreiecken  gleich  liegen, 
wie  bei  1. 

weil  sie  in  congraenten  Dreiecken  gleich  liegen. 
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Es  würde  natürlich  Mer  eu  viel  Plate  elnnehmen,  auch  spätere  Bätse  so 
detaillirt  eu  beweisen;  aber  in  der  Schule  soll  so  bewiesen  werden. 


SS.  Das  UDgleichieitige  Dreieck.  Schlieascn  zwei  Seiten  eines 
Dreiecks  einen  grossem  Winkel  ein,  als  zwei  ihnen  gleiche  Seiten 
eines  andern  Dreiecks,  so  hat  auch  (83)  das  erstere  Dreieck  die 
grössere  dritte  Seite.  — In  jedem  Dreieck  steht  (84)  einer  grossem 
Seite  ein  grösserer  Winkel  gegenüber,  und  umgekehrt. 


L«gt  man  lum  Beweise  des  ersten  Satzes  die  beiden  Dreiecke  mit  einer 
der  gleichen  Seiten  (z.  B.  b)  an  einander,  nnd  halbirt 
die  Summe  der  von  den  gleichen  Seiten  eingeschlossenen 
Winkel,  so  ergibt  sich  sofort  (83)  o=e-(-f>’d.  — Zum 
Beweise  des  zweiten  Satzes  schneide  man  durch  eine 
HDIfslinie  von  der  grSssern  Seite  oder  dem  grossem 
Winkel  den  Uebersebuss  so  ab,  dass  dadurch  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck  entsteht,  und  benutze  84  nnd  83. 


86.  Weitere  Congmenz-  and  Aehnlichkeitssitie.  Zwei  Dreiecke, 
welche  alle  drei  Seiten  gleich  haben,  besitzen  (84)  auch  gleiche 
entsprechende  Winkel,  oder  sind  congment;  folglich  sind  (82)  zwei 
Dreiecke,  welche  die  Verhältnisse  aller  drei  Seiten  gleich  haben, 
ähnlich.  — Zwei  Dreiecke,  welche  zwei  Seiten  und  den  der  grossem 
gegenüberliegenden  Winkel  gleich  haben,  sind  ebenfalls  congment; 
haben  sie  dagegen  die  Gegenwinkel  der  kleinem  Seite  gleich,  so 
sind  die  Gegenwinkel  der  grossem  entweder  noch  gleich  oder 
supplementär. 


Zum  Beweise  des  ersten  Satzes  lege  man  die  beiden  Dreiecke  mit  einer 
gleichen  Seite  (c)  entsprechend  an  einander,  — verbinde  die  Oegcnecken,  — 
zeige  nach  84,  dass  die  Winkel  an  diesen  Oegenecken 
ans  gleichen  Theilen  bestehen,  — und  schliesse  endlich 
nach  83  auf  das  uothwendige  Bestehen  der  behaupte- 
ten Congmenz.  — Der  zweite  Satz  bedarf  kaum  eines 
eigentlichen  Beweises,  sondern  geht  unmittelhar  ans  der 
Figur  hervor. 


81.  Die  Symmetrie.  ZVei  Puncte,  deren  Verbindungslinie  durch 
eine  Gerade  unter  rechtem  Winkel  gehälftet  wird,  heissen  in  Be- 
ziehung auf  diese  Gerade  sjrmmelrlscb.  Verbindet  man  sie  mit 
irgend  einem  Puncte  derselben,  so  entsteht  (84)  ein  in  zwei  con- 
graente  Dreiecke  zerfälltes  Dreieck.  Verbindet  man  von  zwei  Puncten, 
welche  auf  derselben  Seite  einer  Geraden  liegen,  den  Einen  mit 
dem  Symmetrischen  des  Andern,  so  erhält  man  (83)  den  Punct  der 
Geraden,  von  welchem  die  gegebenen  Puncte  die  kleinste  Distanzen- 
summe  haben,  und  in  dem  sie  gleiche  Winkel  mit  der  Geraden 
bestimmen. 


Digitized  by  Google 


— Dm  Dreieck.  — 


127 


Wenn  «»i_L*o®  ood  a«g  = Sga,,  »o  bcisMn  die  Fnncte  a nnd  a,  aym- 
metiiech  In  Beziehung  auf  die  Gerade  a„  c , und  es  Ist 
ac  = a,  c,  ad  = a, d,  etc. , — ferner , wenn  b c a^  eine 
Gerade  ist : ^ a c a,  = ^ a,  c a,  =r  ^ b c d.  Verbindet 
man  a und  b noch  mit  irgend  einem  andern  Fnncte  d in 
a,c,  so  ist  endlich 

ad-(-db  = a,  d + db>a,  c-f-cb  = ac-|-cb 
wie  zu  beweisen  war. 


88.  Abstand  nnd  Prqjection.  Die  Senkrechte  ist  (87,  73)  die 
kürzeste  Verbindung  eines  Punctes  mit  einer  Geraden,  und  wird 
darum  als  Maass  des  Abstandes  gebraucht.  Ihr  Fusspunct  heisst 
ProJectlOB  des  PuacteSy  — die  zwischen  die  Projectionen  der 
Endpuncte  fallende  Folge  der  Projectionen  aller  Puncte  einer  Geraden 
Projecllon  der  Geraden.  Die  Senkrechte  von  einer  Dreiecks- 
ecke auf  die  Gegenseite  heisst  HVhey  letztere  BasUi. 

Es  ist  (vergl.  87  Fig.) 

aao  = -2»“i<y(»«  + oa,)=ac 
a,  ist  die  sog.  Frojection  von  a auf  c d. 


89.  ParallelensAtse.  Parallele  bilden  mit  Jeder  Geraden  gleiche 
corrcspondirende  oder  Wechsel -Winkel.  — Macht  man  die  ent- 
sprechenden Schenkel  zweier  Scheitelwinkel  gleich  lang,  so  werden 
(83)  die  Verbindungslinien  ihrer  Endpuncte  gleich  imd  parallel  (#). 
— Parallele  zwischen  Parallelen  sind  (83)  gleich,  — Gerade,  welche 
von  Parallelen  gleiche  Stücke  abschneiden,  sind  (83)  gleich  und 
parallel,  — und  wenn  zwei  Paare  von  Geraden  gegenseitig  gleiche 
Stücke  von  einander  abschneiden,  so  muss  (86)  jedes  Paar  aus  zwei 
Parallelen  bestehen.  — Zwei  Gerade  werden  (83)  durch  ein  System 
von  Parallelen  in  gleichen  Verhältnissen  geschnitten,  und  schneiden 
von  den  Parallelen  Stücke  ab,  deren  Difterenzen  in  denselben  Ver- 
hältnissen stehen.  — Parallele  haben  (76,  88)  überall  denselben 
Abstand,  und  schneiden  sich  daher  nicht;  umgekehrt  sind  cquidi- 
stante  Gerade  parallel.  — Dreiecke,  deren  Seiten  paarweise  zu 
einander  parallel  oder  senkrecht  stehen,  haben  gleiche  Winkel  nnd 
sind  daher  ähnlich. 


Für  den  Beweis  des  ersten  Satzes  hat  man  nach  83  aus  den  durch  die 
HOIfslinie  gebildeten  vier  Dreiecken 
« = v-f-r 

V-by  = a' 


9>  + — ß 
(*'  = d -f  V 


+ 


« -f-  /ä'  — a‘  ß 

Wenn  also  für  Irgend  eine  Gerade  (entsprechend  Definition  in  76)  o = a',  so 
ist  auch  für  jede  andere  Gerade  = — Für  die  Beweise  des  zweiten  und 
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dritten  Satses  sind  wohl  die  im  Texte  durch  Mmnmem  gegebenen  Andeutungen 
genOgend.  — Zum  Beweise  des  vierten  8atxes  siehe 
man  s e ||  a Aus  den  hiedurch  entstehenden  ihn- 
lichen  Dreiecken  a b d und  s o e erbUt  man  die  Pro- 
portionen 

ab  : ac  = ad  : ae  = : a;> 

=bd:ce=:bj>  — sa:C|"— sa 
in  welchen  der  geforderte  Beweis  liegt  — Der  Gang  des  Beweises  lür  den 
fünften  Sats  ist  im  Texte  angegeben.  — Der  Beweis  für  den  aechaten  Satz 
iat  durch  die  Figur  angedeutet;  es  ist  nkmlich  offen- 
bar c = C,  da  beide  gleich  c',  — r = C,  da  beide 
complementSr  su  jr“,  — also  haben  die  Dreiecke  abc, 
ABC,  aßf  gleiche  Winkel,  folglich  sind  sie  (83) 
Umlich.  — Das  Proportionalschneiden  der  Parallelen 
ermöglicht  verschiedene  einfache  Constructionen:  Soll 
durch  einen  Punct  A zu  einer  Geraden  BC  eine  Parallele  geführt 
werden,  so  sieht  man  irgend  eine  Gerade  AD,  trigt 
B D = A B ab , — zieht  aus  D wieder  eine  beliebige 
Gerade  DE,  und  trigt  C£  = CD  ab;  AB  ist  sodann 
offenbar  die  verlangte  Parallele.  — Denkt  man  sich 
eine  Einheit  als  Llnge,  so  stellt  auch  jede  auf  sie 
bezügliche  Zahl  eine  Lknge  vor.  Trigt  man  nun  auf 
die  beiden  Schenkel  eines  beliebigen  Winkels  nach  irgend  einem  Maassstabe 
diese  Einheit  und  zwei  in  ihr  gegebene  Zahlen  a und 
b ab,  so  erhllt  man,  je  nachdem  man  mit  dem  End- 
puncte  von  a denjenigen  von  1 oder  b verbindet,  und 
je  durch  den  andern  eine  Parallele  zu  dieser  Verbin- 
dungslinie zieht,  als  Abschnitt  auf  dem  andern  Schenkel 
X oder  y,  so  dass 
a : 1 = X : b oder  x = a x b 

y : 1 K a : b oder  y = a : b 

Trigt  man  c statt  1 auf,  so  erhält  man  bei  entsprechender  Constmetion 
x'  = (aXb):c  und  y‘  = (a:b)Xc 


Wt 


— etc.  Man  kann  also  auf  graphischem  Wege  eine  ganze  Zahl  oder  einen 
Quotienten  mnltipliclren , eine  einfache  Zahl  oder  ein  Product  dividlren,  etc. 
Von  einigen  hohem  Operatioaen  dieser  Art  wird  später  (z.  B.  in  93)  die  Rede 
sein;  dagegen  mOgen  hier  noch  einige  dieses  graphische  Reehnea  in 
ausgedehnterer  Weise  behandelnde  Schriften  citirt  werden , — nämlich : 
„H.  Eggers.  Lehrer  der  Mathematik  in  Schaffhausen:  GrundzOge  einer  gra- 
phischen Arithmetik.  Schaffhausen  1860  in  8.,  — K.  Culmann.  Die  graphische 
Statik.  Zürich  1866  in  8.,  — Franz  Reuieanx  (Eschweiler  1829;  früher 
Professor  am  schweizerischen  Polytechnikum,  jetzt  Director  der  k.  Gewerbe- 
Academie  in  Berlin),  Der  Constructenr.  8.  A.  Braunschweig  1869  in  8.,  — etc.“ 


90*  Weitere  sitxe.  Verbindet  man  die  Mitte  einer  Dreiecks- 
Seite  mit  der  Gegenecke,  so  wird  (83  , 89)  das  Dreieck  balbirL  — 
Von  allen  Dreiecken  gleicher  Basis  nnd  Höhe  bat  (73,  87)  das 
gleichschenklige  den  kleinsten  Umfang,  und  von  je  zweien  derselben 
hat  (78)  dasjenige,  dessen  Spitze  sich  mehr  von  der  des  gleich- 
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schenkligen  entfernt,  dessen  Basiswinkel  somit  die  des  andern  der 
Grösse  nach  zwischen  sich  schlicssen,  den  grossem  Umfang. 

Zum  Beweise  des  ersten  Satzes  zieht  man  durch  die  Mitte  b von  a c 
Parallele  zu  ad  und  cd,  — zeigt,  dass  sowohl  die 
beiden  Dreiecke  1,  als  die  beiden  Dreiecke  2 congru- 
ent  sind,  — und  schliesst  daraus,  dass  abd  = bcd 
sein  müsse.  Vergl.  auch  107.  — Der  Beweis  der  ersten 
Hklftc  des  zweiten  Satzes  liegt  in 

ae-)-cc  = fc<(fd-f-dc  = ad-]-dc) 

Zum  Beweise  der  zweiten  Hllfte  ist  der  ln  78  gegebene 
Satz  vom  umscbllessenden  Zuge  verwendbar.  — Macht  man  in  Dreieck  a b c,  wo 

ab>ac>>bc  sein  mag,  od  = db,  ae  = ab 
und  af=ad  = fg,  so  wird  AaefcSAadb 
und  AgefS  Aoed,  und  es  ist  somit 
Y'=:y,  d'  = d,  sowie  nach  Voraussetzung 
c g < a e,  also  a<iß'-  Folglich  hat  Dreieck 
aeg  ndt  Dreieck  abc  gleiche  Winkelsumme,  und  es  ist  Oberdiess  o<Vi(o+j9). 
Legendre  hat  hierauf  einen  Beweis  für  die  Winkelsumme  des  Dreiecks 
gegründet.  — Verzeichnet  man  Ober  den  Seiten  eines  Dreieckes  gleichseitige 
Dreiecke,  und  verbindet  die  Scheitel  der  Iietztem  je  mit  der  gegenüber- 
stehenden  Dreiecksecke,  so  schneiden  sich  diese  Lünien  in  Einem  Puncto, 
haben  gleiche  Lüngc,  und  bilden  mit  einander  gleiche  Winkel;  Oberdiess  Ist 
die  Summe  der  Entfernungen  dieses  Durchschnittspunctes  von  den  Dreiecks- 
ecken ein  Minimum.  Um  den  Beweis  hlefür  zu  führen,  seien  die  Dreiecke 
A B E und  B C F gleichseitig , — Dreieck  A C Q aber  entstehe , indem  man 

durch  den  gemeinschaftlichen  Pnnct  D der 
Verbindungslinien  E C und  F A - die  Gerade 
B G ziehe,  und  auf  ihr  BG  = CE  abtrage. 
Da  aus  der  Congruenz  der  Dreiecke  ABF 
und  E B C unmittelbar  die  Gleichheit  der 
Linien  EC  und  AF  folgt,  so  werden  wir 
nur  niithig  haben,  zu  beweisen,  dass  asBO" 
= t,  und  dass  Dreieck  A C G gleichseitig 
sei,  um  die  Richtigkeit  des  ersten  Thelles 
nnsers  Lehrsatzes  vollstindig  dargethan  zu 
haben.  Nun  folgt  aber  aus  der  schon  aufge- 
fOhrten  Congruenz  9 = V>,  folglich,  da  (nach 
83)  -j- 60® -j- ^ -j- a— 180®« (p -j- d-|-o-{- 

sein  muss,  d = 60®.  Ferner  haben  die  Drei- 
ecke B E D und  BAD  zwei  Seiten  und  ie  der  kleinern  Seite  gegenüber- 
stehenden  Winkel  tp  und  ^ gleich;  es  müssen  somit  nach  86  die  der  grössem 
Seite  gegenüberliegenden  Winkel  a und  (o  -f-  d)  entweder  auch  gleich , oder 
aupplcmcntAr  sein.  Ersteres  geht  oiTcnbar  nicht , da  d = 60  ® , also  muss 
« -(- (o  + d)  = 180 ® oder  n=:60®  sein.  Wenn  aber  o-|-d=120®,  so  muss 
9 = = ACE  A oder  ßs=  /_CE  A sein.  Es  sind  somit  auch  dio 

Dreiecke  GBA  und  CEA  congruent,  oder  die  Winkel  BAG  und  EAC 
gleich,  d.  h.  A^AGsGO®.  Analog  kann  bewiesen  werden,  dass  yz=^AFC, 
folglich  die  Dreiecke  CBG  und  CFA  congrnent,  folglich  ^ACO=:00‘. 
Es  Ist  somit  Dreieck  ACG  gleichseitig,  w.  z.  b.  w.  Um  nun  noch  den 
w o 1 f • L 9 
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zweiten  Theil  des  Lehrsntzes  zu  erweisen,  nlmliolk  dass  für  jeden  von  D ver- 
schiedenen Punct  H 

AII  + BH  + CH>AD+BD-fCD 
sei,  ziehen  wir  von  H auf  AF,  BO  nnd  CE  die  Senkrechten  II  d,  Hg  und 
Ha,  und  dann  noch  (durch  e und  D)  fc||Bg  und  D h ||  II g.  Ans  diesen 
Constructionen  folgt  einerseits,  dass  Dreieck  D c e gleichseitig,  oder  Dd  = dc 
= c h = b c,  — anderseits  dass  a c H S of  H,  oder  e a =:  e f.  Es  ist  somit 
Da  = fc  = Dg4"®^i 

Ad4-Bg  + Ca  = AD  + BD  + CD 
woraus  sofort  (85  oder  88)  die  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung  folgt. 

XI.  Das  rechtwinklige  Dreiedr  and  die  goniometrüchen 

Fnnctionen. 

91.  Das  rechtvioklige  Dreieck,  kt  in  einem  Dreiecke  ein 
Winkel  ein  Rechter,  so  sind  die  beiden  andern  Winkel  (83)  comple- 
mentär.  Die  dem  rechten  Winkel  gegenüberliegende  nnd  (85)  grösste 
Seite  heisst  Hypotenuse  y jede  der  andern  Seiten  Kathete.  Da 
sich  bei  zwei  rechtwinkligen  Dreiecken  die  Gleichheit  der  beiden 
rechten  Winkel  von  selbst  versteht,  so  wird  (83)  ihre  Congruenz 
durch  eine  Seite  und  einen  zu  ihr  gleichliegenden  Winkel,  oder 
durch  die  beiden  Katheten,  — ihre  Aehnlichkeit  durch  einen  Winkel, 
oder  das  VcrhSltniss  der  Katheten  bestimmt.  Zwei  solche  Dreiecke 
sind  aber  (86)  auch  congruent,  wenn  sie  die  Hypotenuse  und  eine 
Kathete  gleich  haben;  folglich  bestimmt  auch  das  Verhältniss  von 
Hypotenuse  und  Kathete  die  Form  des  rechtwinkligen  Dreiecks.  — 
Die  Mitte  der  Hypotenuse  steht  (76,  89,  84)  von  allen  Ecken  gleich 
weit  ab. 

Legt  man  zwei  rechtwinklige  Dreiecke,  welche  die  Hypotenuse  und  eine 
Kathete  gleich  haben,  mit  der  Letztem  entsprechend  an  einander,  so  entsteht 
ein  gleiobschenkligca  Dreieck,  das  jene  Kathete  zur  HShe  hat,  also  durch  sie 
in  zwei  congruente  Dreiecke  zerfallt.  — Ist  Dreieck 
a b c in  c rechtwinklig , nnd  a d = d b , so  ist  auch 
d c = d b ; denn  zieht  man  d c ||  a c,  so  wird  einerseits 
(nach  89)  c b durch  d e gehUftet,  nnd  anderseits  steht 
(nach  76)  de  J_  cb,  — also  ist  (nach  84)  dc  = db, 
wie  zu  beweisen  war. 

99.  DimensioneD  nnd  Fliehe.  Theilt  man  die  eine  Kathete  in 
gleiclie  Theile , und  verbindet  die  Theilpnncte  mit  der  Spitze , so 
erhält  man  (90)  ebensovicle  gleiche  Dreiecke,  und  es  verhalten  sich 
daher  zwei  rechtwinklige  Dreiecke,  welche  eine  Kathete  gleich  haben, 
wie  die  andern  Katheten.  Bezeichnen  somit  AB,  ab  und  Ab  die 
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Katheten  dreier  reehtwinkliger  Dreiecke  der  Flächen  F,  f und  qp, 
BO  hat  man 

F:qp  = B:b  qp:f=A:a  also  F : f = A B : a h 
Die  Flächen  hängen  also  von  den  Katheten,  die  darum  DimenaiO» 
nen  heissen,  ab,  und  nimmt  man  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  dessen 
erste  Dimension  1,  und  dessen  zweite  2 beträgt,  als  Flächeneinheit 
an,  BO  ist  die  Fläche  irgend  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  gleich 
dem  halben  Producte  seiner  Katheten. 

Diese  Weise,  eine  FlSchencinhelt  cintufDhrrn,  und  die  FiZohenberechnnng 
zu  bcgrllnden,  habe  ich  schon  1S52  in  der  ersten  Ausgabe  des  Taschenbuches 
publicirt.  Bie  scheint  mir  einen  wesentlichen  Vorzug  vor  der  sonst  Qblichen 
Weise,  die  Flkchcnbcrechnung  mit  dem  Quadrate  und  Rechtecke  zu  beginnen, 
zu  besitzen,  da  sic  ermöglicht,  die  einfachste  Figur,  das  Dreieck,  zu  erledigen, 
che  man  zu  andern  Figuren  übergeht. 


9S.  Oer  pythagorUsche  Lehrsatz.  Zieht  man  in  einem  recht- 
winkligen Dreiecke  der  Katheten  a,  b die  der  Hyjiotcnuse  c ent 
sprechende  Höhe  h,  welche  auf  c die  Abschnitte  x und  y bilden 
mag,  so  zerfällt  das  Dreieck  in  zwei  ilim  und  daher  auch  einander 
ähnliche  Theilc,  und  man  hat 

x:h  = h:y  c:a  = a:z  c:b  = b:y  1 

folglich  besteht  der  sog.  pythagoräische  Lehrsatz 

a*  + b«  = c*  S 

(vergL  115),  und  umgekehrt,  wenn  in  einem  Dreiecke  das  Quadrat 
einer  Seite  (c  = x*  + y''^,  5,  29,  etc.)  gleich  der  Quadratsurome  der 
beiden  andern  (b  = 2xy,  4,  20,  etc.;  a = x*  — y*,  3,  21,  etc.) 
ist,  so  liegt  der  erstem  Seite  ein  rechter  Winkel  gegenüber.  Ist 
das  Dreieck  nicht  rechtwinklig,  so  besteht  der  sog.  erweiterte 
pythagoräische  Lehrsatz 

a^  b*  + 2 a X = c'^  3 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  Z.(a,  b)  spitz 
oder  stampf  ist,  und  wo  x die  Projection  von  b auf  a bezeichnet. 


Dass  für  a _[_  b und  h _L  o die  Dreiecke  (x,  h,  n),  (a,  b,  c)  und  (h,  y,  b) 
gloiclic  Winkel  haben,  also  Ohnlich  sind,  und  die  ProporUunen  1 bedingen, 
l&sst  sich  sehr  leicht  zeigen.  Aus  1 folgen  sodann 
a*  = c . X 
b*  = c.y 


a*  -f-  b*  = c (x  y)  = c* 

d.  h.  der  muthmasslich  schon  den  alten  Indiern  bekannte, 
von  ihnen  auf  den  ihr  Land  bereisenden  griechischen  Philosophen  Pythagoraa 
(Samos  580  — Megapontum  500)  Ubergegangeue,  von  diesem  als  Flücbenaatz 
(115)  ausgesprochene  und  meistens  seinen  Namen  tragende  Lehrsatz  2,  der 
im  Mittelalter  auch  noch  den  Ehrentitel  Magister  mnlhescos  erhielt,  und  dessen 
Kenntniss  noch  vor  wenigen  Dezennien  in  manchen  sog.  „gelehrten“  Schulen 

9* 
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als  Beweis  einer  gani  ordentlichen  mathematischen  Bildung  galt  — Beteiehnet 
g den  Abstand  der  Mitte  der  Hypotenuse  von  der  Oegcnecke,  und  p die 
Projection  von  h auf  g,  so  hat  man  nach  1 nnd  91 

g;h  = h:p  h = VrT7  grr-^Cx-f-y) 

£s  bezeichnen  also  (nach  17)  g,  h,  p der  Reihe  nach  das  arithmetische,  geo- 
metrische und  harmonische  Mittel  der  Zahlen  x und  y,  — worin  wieder  ein 
kleiner  Beitrag  zu  der  graphischen  Arithmetik  liegt.  — Besteht  zwischen  den 
Seiten  a,  b,  c eines  Dreiecks  die  Beziehung  a'-|'b'  = c',  und  hat  ein  recht- 
winkliges Dreieck  die  Katheten  a und  b,  folglich  nach  2 die  Ilyiiotenusc  c, 
BO  haben  somit  die  beiden  Dreiecke  alle  drei  Seiten  gleich , — also  sind  sie 
congruent,  — also  steht  auch  im  ersten  Dreiecke  der  Seite  c ein  rechter 
Winkel  gegenDber.  Ist  c = x*-(-y‘,  b = 2xy  und  a = x*  — y*,  eo  hat  man 
wegen  der  Olcichbeit 

(X« ->•«)«  + (2  xy)«  = (x‘  + y«)*  4 

fDr  jede  ganzen  Wertbe  von  x nnd  y,  auch  ganze  Werthe  von  c,  b,  a,  welche 
einem  rechtwinkligen  Dreiecke  entsprechen,  d.  h.  ein  sog.  pylha||oriilschea 
Dreieck.  Für  x = 2 und  y = l erhllt  man  so  z.  B.  3,  4,  5,  — fllr  x = 5 
und  y = 2 aber  21,  20  , 20.  Da  21  4-29  = SO,  so  bieten  letztere  Zahlen  ein 
einfaches  Mittel,  um  auf  dem  Felde  mit  einer  Kette  von  50 ' eine  Senkrechte 
abzustecken.  — Es  ist  nach  2 

o«  = (a  + x)«-f  h» 

= (a  + x)«4-b»  — X« 

= a‘4-b«4:2ax 

wie  3 behauptet,  oder : In  jedem  Dreiecke  ist  das 
Quadrat  einer  Seite  gleich  der  Quadratsummc  der  beiden 
andern  Seiten,  mehr  oder  weniger  dem  doppelten  Producte  der  einen  Seite 
ln  die  Projection  der  andern  auf  dieselbe,  je  nachdem  der  eingeschloesene 
Winkel  spitz  oder  stumpf  ist,  — ein  Satz,  der  auch  mit  der  trigonometrischen 
Formel  104:4  Qbereinstlmmt.  — Für  x = l wird  nach  1 offenbar  a'  = e oder 

a = ] c , BO  dass  sich  ein  leichtes  Ver- 
fahren darbictet,  die  zweite  Wurzel  gra- 
phisch auszuziehen.  — Trkgt  man  auf  den 
einen  Schenkel  eines  rechten  Winkels  die 
Einheit,  auf  den  andern  eine  Orüsse  a auf, 
— zieht  b,  und  errichtet  in  seinen  End- 
puncten  Senkrechte,  — so  schneiden  letz- 
tere auf  den  Verlängerungen  der  Schenkel 
X und  w ab,  so  dass  nach  1 
l;a  = a:x  und  a:l  = l:w,  oder  x = a*  und  w = a~* 

Setzt  man  die  Construction  nach  beiden  Seiten  in  ähnlicher  Welse  fort,  so 
hat  man  nach  1 

a:x  = x:y  und  l:w  = w:v,  oder  y = n*  und  v = a~* 

u.  B.  f.  — Man  kann  somit  graphisch  auch  leicht  die  verschiedenen  Potenzen 
einer  Orösso  darstcllcn.  Vcrgl.  für  weitere  Construotionen  die  in  89  erwähnten 
Schriften. 


I 


94.  Oie  SeiteDVerhlltDiue.  Da  in  einem  rechtwinkligen  Drei- 
ecke (91)  die  Scitenverhiiltnissc  von  einem  Winkel,  und  die  Winkel 
von  einem  Seitcnvcrhältnisec  abhängen,  so  kann  man  die  Seiten- 
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yerhältnisso  in  Beziehung  auf  die  Winkel  benennen,  und  zwar  setzt 
man  (s.  77  Fig.) 

V V ' r 

— = Sinus  V -i  = Tangens  v — = Seeans  v 

r X X ^ 

X > X r 

= Cosinus  V — = Cotangens  v = Cosecans  v 

r y b y 

so  dass 

y = r . Sin  v x = r . Cos  v r = x . See  v ^ 

= X . Tg  V = y • Cot  V = y • Cosec  v 

Ueberdiess  setzt  man  zuweilen 

^ ^ = Sinus  versus  v — ^ = Cosinus  versus  v 3 
r r 

und  bezeichnet  r = 1 als  Sinus  totus. 


'W&hrend  man  ln  Siterer  Zeit  nach  dem  Vorgänge  des  hcrtlhmten,  in  der 
ersten  Hälfte  des  zweiten  Jahrhunderts  zu  Alexandrien  lebenden  Astronomen 
Claudius  PtolcinäuB  znr  Berechnung  der  Winkel  aueschliessllcb  Sehnen 
benutzte,  führte  um  die  Mitte  des  neunten  Jahrhunderts,  nach  den  Einen 
Mohammed  ben  Musa,  nach  den  Andern  der  etwas  sjiätcrc  Albatefgnlast 
eoiamr.  halbe  Sehne  des  doppelten  Winkels  unter  dem 

Namen  6tb  oder  Falte  (gefaltete  oder  halblrte  Sehne) 
in  die  Mathematik  ein,  woraus  später  die  lateinischen 
Uebersetzer  Sinna  machten.  Die  Tangens  soll  eben- 
falls schon  von  den  Arabern  eingefOhrt  und  in  Tafeln 
gebracht  worden  sein,  — während  von  der  Seeans 
Georg  Joachim  genannt  RhSticiia  (Feldkirch  1B14  — 
Kaschau  in  Ungarn  1576;  Professor  der  Mathematik 
in  Wittenberg)  eine  erste  Tafel  berechnete;  doch  kommen  nach  Baltzer  die 
Namen  Tangens  und  Seeans  erst  in  dem  Werke  „Thomas  Finke  (Flensburg 
1561  — Kopenhagen  1656;  erst  zu  Gottorp  als  Leibarzt  des  Herzogs  von 
Schleswig-Holstein,  dann  Professor  der  Mcdicin  und  Mathematik  zu  Kopen- 
hagen), Geometrln  rotnndi  libri  XTV.  BasUcoi  1583  in  4.“  vor.  Ueber  die 
Zeit  der  EinfUhrnng  des  Sinns  versus  habe  ich  keine  Angaben  gefunden; 
dagegen  kann  ich  noch  anfshren,  dass  Cunter  für  den  Sinne  des  comple- 
mentären  Winkels  (Complementl  Sinns)  zuerst  die  Abkürzung  Cosinus  ge- 
braucht haben  soll,  und  auf  ähnliche  Weise  dürften  Cotangens,  Cosecans  und 
Cosintu  versus  entstanden  sein.  — Die  ältern  Mathematiker  stellten  übrigens 
alle  diese  Grössen  entsprechend  der  beigegebenen  Figur  an  einem  Kreise  des 
Radius  1 dar,  und  erst  Ealer  führte  sic,  entsprechend  wie  es  im  Texte  ge- 
schehen ist,  als  Seitenverbältnisso  im  rechtwinkligen  Dreiecke  ein. 


93.  Die  goniometrischen  FonctioneD.  Dehnt  man  die  Sinus, 
Cosinus,  Tangens  und  Cotangens  auf  den  ganzen  Winkelraum  aus, 
indem  man  in  ihren  Definitionen  (94)  Hypotenuse  und  Winkel  durch 
die  Polarcoordinaten , die  beiden  Katheten  durch  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  mit  ihren  Zeichen  (77)  ersetzt,  so  werden  aus  ihnen 
die  sog.  gMiiometrisclien  Functionen.  Da  aber  ein  Bruch, 
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sobald  man  seinen  Nenner  als  Einheit  wählt,  dem  Wertfac  nach 
durch  den  Zäliler  dargestellt  wird,  so  lassen  sich  die  4 Functionen 
für  alle  Winkel  leicht  graphisch  darstellen,  und  so  ihrem  Verlaufe 
nach  durch  den  ganzen  Winkelraum  verfolgen.  So  lindct  man,  dass 
den  4 Quadranten  für 

die  Functionen  Sinus  Cosinus  Tangens  Cotangens 

die  Zeichenfolgen  H — I H h H 1 H 1 

und  Grenzwerthe  0,1  1,0  0,oo  ryofi 

entsprechen,  wo  je  die  erste  Grenze  bei  0"  und  180®,  die  zweite  bei 
90®  und  270®  eintrifft.  Die  4 Functionen  sind  periodisch,  und  zwar 
nehmen  alle  (abgesehen  vom  Zeichen)  bei  den  Winkeln  1 80®  — a, 
180® -t-«  und  360®  — « wieder  dieselben  Werthe  an,  die  sic  für  a 
halten.  Sinus  und  Tangens  eines  Winkels  sind  gleich  Cosinus  und 
Cotangens  seines  Complementes.  Spcciell  folgen  aus  dem  gleich- 
schenklig rechtwinkligen  und  dem  gleichseitigen  Dreiecke  Tg  45® 
= 1 = Cot  45®  und  Sin  30“  = '/z  “ Cos  60®. 

Diese  Ausdehnung  der  goniometrischen  Functionen  durch  EinfDhrung  der 
Coordlnatcn  ist,  glaube  ich,  auf  solche  Weise  ebenfalls  durch  mich  1841 
zuerst  geschehen.  — Vcrgl.  für  die  graphische  Darstellung  die  leicht  auf  die 
übrigen  Quadranten  ausdehnbare  Figur  des  vorigen  Satzes. 


96.  Einige  Grnndbeziehnngen.  Für  jeden  Winkel  a hat  man 
nach  dem  Vorhergehenden  offenbar 

Sin*  a Cos*  a = 1 Tg  a . Ctg  a = 1 1 


Sin  a 
Cos  a 


Tga  = 


1 


Ctga  ’ Cosa 


= Sec  a , 


Sin  a 

Sina=— Ts* 


= Coscc.  a S 

S 


V 1 -f-  Tg*  a ' H ■ f Tg*  a 

Ferner  darf  man  nur  ächte  Brüche  als  Sinus  oder  Cosinus  betrach- 
ten, dagegen  jede  Zalil  als  Tangens  oder  Cotangens,  und  auch  immer 
X = a . Sin  A y = a . Cos  A 4 

setzen,  da  daraus  die  immer  möglichen  Werthe 

Tg  A = -^  a = Ix*  -4-  y*  5 

folgen.  ^ 

Die  erste  Formel  folgt  ans  dem  Pythogoräischen  Lehrsätze ; alle  folgenden 
gehen  aus  ilir  und  den  Definitionen  fast  unmittelbar  hervor. 


9V.  Die  80g.  Transformation  der  Coordinaten.  Kennt  man  die 
Coordinaten  x y eines  Punctes  M in  Beziehung  auf  ein  Coordinaten- 
system  X Y,  so  kann  man  leicht  seine  Coordinaten  x'  y'  in  Be- 
ziehung auf  ein  aiiJcrea  Couidinatcnsystem  X'  Y'  linden,  wenn  man 


Digitizad  by  Google 


— RcchlwlnkllgeB  Dreieck  und  gODiumetrlschc  Functionen.  — 135 


die  Grössen  a,  ß,  kennt,  welche  die  gegenseitige  L&ge  der  beiden 
Systeme  bestimmen.  Man  hat  nämlich  offenbar 
X = o -f-  x'  Cos  ff  — y'  Sin  91  1 y = /S  + x'  Sin  <p  + y'  Cos  q>  S 

oder  wenn  man  1 . Cos  tp 2 . Sin  und  2 . Cos  <p  — 1 . Sin  <p  bildet, 

x'=(x — et)CoB9)+(y — /9) Sin 9)  3 y'  = (y — ß)Co6<p — (x — o)Sinqp4 
Substituirt  man  aber  in  beiden  Systemen  die  Werthe 
X — o = rCos(9>+V'))  y — Sin(9>-ft^),  x'  = rCos9/,  y'  = rSiny> 
und  setzt  im  ersten  9>  = a,  y = b und  im  zweiten  9P  = b,  = & — b, 

so  erhält  man 

Sin  (a  + b)  = Sin  a . Cos  b + Cos  a . Sin  b 3 

Cos  (a  + b)  = Cos  a . Cos  b + Sin  a . Sin  b 6 

und  damit  zwei  Grundformcln  der  Goniometrie. 


Die  Anwendung  der  unmittelbar  aus  der  bei- 
atehenden  Figur  abznlcacndcn  Transfonnationaformcln 
1 bla  4 zur  AufateUung  der  goniomctriechen  HaupU 
formcln  5 und  6 lat,  glaube  ich,  cbenralla  1841 
zuerst  durch  mich  eingefllhrt  worden.  Setzt  man  in 
Letztem  {Br  a und  b abwechaelnd  00  ° oder  370** 
ein,  BO  erhält  man  die  Formeln 
Sin  (a+  00»)  = + Coaa  Sin  ( 00»  + b)  = + Ooab  _ 

Coa(a+  00»)  = + Sin  a Coa  (00»  ± b)  = + Sin  b * 

Sin  (a  + 270»)  = "+  Coa  a Sin  (270»  + b)  = — Coa  b 

CoB  (a  + 270»)  = ± Sin  a Coa  (270»  ± b)  = J;  Sin  b 

welche  aebr  hänflg  zu  Reduction  auf  den  ersten  Quadranten  in  Anwendung 
kommen. 


S 


93.  Weitere  goniometrUche  Formeln. 

97  : 5,6  findet  man  leicht,  dass 


Mit  Hülfe  von  96  und 


Tff  fa  + b)  — ± ^ Tc  fa  + 45*1  = *^g  * — ^ 

^®^a±b)-  lg(a±4ö)  i + Tga 


Sin  a = 2 Sin  . Cos  = 3 Si“  "g — ^ ^ 


C0S2 

a 

"2  “ 

■Sin^|: 

= 1- 

2 Sin* 

a 

Y” 

:2C0S*y 

Sin 

a + 

Sin  b = 

2 Sin 

a + b 
2 

Cos 

a — b 

2 

Sin 

a — 

Sin  b = 

2 Sin 

a — b 

2 

Cos 

a-|-b 

2 

Cos 

a-f 

Cosb  = 

2 Cos 

a-f-  b 
2 

Cos 

a — b 
2 

Cos 

a — 

Cosb  = 

2 Sin 

a-|-b 

2 

Sin 

b — a 

2 
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(Sin  a + Sin  b) : (Sin  a — Sin  b) 

Sin  b 


= Tg  (45®  -1-  x)  wo  Tg  X = 


Sin  a 


Sin-^  = \/^ 


• Cos  ( 


4-1/2 


Tg 

und  80  weiter. 


=1/1 


— Cos  a 
•+  Cos  a 


Cos  2 

1 — Cos  a 
Sin  a 


+ Cosa 


2 

Sin  a 


1 + Cos  a 


5 

6 


Die  erste  Formel  1 wird  erhalten,  indem  man  die  Formeln  07 : S,B  durch 
einander,  und  dann  rechts  Zähler  und  Nenner  durch  Cosa. Cos b dividlrt,  — 
die  rweite  geht  unmittelbar  aus  der  ersten  hervor.  — Die  unter  2 gegebenen 
Fomicin,  um  Sin.  und  Cos.  eines  Winkels  durch  Sin.  und  Cos.  seiner  Hälfte 
auBZudrilckcn,  gehen  aus  07  : 5,0  hervor,  indem  man  a und  b durch  a/j  ersetzt, 
und  mit  ihrer  HQlfc  erhält  man  n.ich  07  ; 5 

Sin  n = Sin  + .^)  = Sin  ~ C»»  4-  + Co»  Bi“  4- 

O J ö o o o 

= 2 Sin  A (1  - Sin«  “ ) + (1  _ 2 Sin«  y)  Sin  y 

= 3 Sin  4-  — 4 Sin»  4- 

u 3 

Die  Formeln  3 worden  entweder  mit  HQlfc  von  97:5,0  erhalten,  indem  man 
je  links 

a + b , a — b , , a + b a — b 

» = —^-  + —2-  und  *•-  ^ 


2 2 

einselzt,  — oder,  wie  ich  1S4G  zeigte  (vcrgl.  Omnert’s  Archiv  VII  443),  aus 
der  beistchenden  Figur,  in  welcher  ad  = af  und  ao 
die  Biscctrix  des  Winkels  fad  sein  soll.  Man  er- 
hält nämlich  aus  derselben  unmittelbar 
Sin  a -f-  8in(}  = fg+  de  = 2 . bc 


= 2 . ac  . Sin 


= 2Cos^^- 


Sin- 


«»4- <7 
2 

und  entsprechend  gehen  die  Qbrigcn  Formeln  ans 
Sina  — Sln/S  = 2.ch  Cos  o + Cos  (9  = 2 . a b Cos  a — Cos /9  = — 2 . d h 
hervor.  — Die  Proportion  4 wird  aus  den  zwei  ersten  Formeln  3 durch 
Division  erhalten,  — die  Formeln  5 gehen  aus  2 hervor,  — die  0 aus  5.  — 
Mit  HQlfc  von  0 erhält  man  Qberdiess 


1 Sin  a 


Cos  a Sin  (90  — a) 

— ijT  ^1®  (90  — a) 

Cos  a Sin  (00  — a) 

Ferner  mit  HQlfc  von  1 und  2 snccessive 
2Tga 


2" 

= Tg  (45 -|) 


Tg2a  = 


1-Tg«a 


Vl  + Tg«2a=i^4 


J 1 + Tg«2a  — l = Tg2a.Tga  ^l  + Tg» 21  + 1 = Tg  2 a . Ctg a lO 
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Sin  2 s = 
und  BO  weiter. 


3Tg^ 

r+Tg*a 


CoB  2 a = 


1 — Tg«^ 

r+Tg«a 


11 


99«  Der  Moivre'sche  Lehrsatz.  Durch  Mnltiplication  findet  man 
(97 : 5,6) 

(Cos a + i Sin o) . (Cos /?  + i Sin  fi) . (Cos y + i Sin /)...= 

Cos  («  + /?  + y + ...)i;i  Sin  (<»  ■+/?-)-  y 
oder  für  « = /?  = y = . . . den  sog.  Moivre’sehcn  Lelirsatz 

(Cosa  + i Sin  o)”  = Cos  n« + i Sin  na  1 

welchen  man  auch,  indem  man  na  = ß setzt,  unter  der  Form 

(Cos  ß + i Sin  ß)'  = Cos  — -f-  i Sin  — 
n n 

schreiben  kann.  Da  hieraus  (95,  96) 


(Cos  a ± i Sin  «)-"  = = (Cos  « + i Sin  a)" 

= Cos  ( — m o)  + i Sin  ( — m a)  9 

(Cos  ß + i Sin  ß)  " = ^Cos  ^ + i Sin  = Cos  /9+  i Sin  ^ß  3 

folgen,  so  erstreckt  sich  die  Gültigkeit  des  Moivre’schen  Lehrsatzes 
auch  auf  negative  und  gebrochene  Exponenten.  (Vergl.  50). 


Um  2 zu  erhalten,  hat  man  nur  zu  beachten,  dass  durch  einfache  Hulti- 
plication 

(Cos  « ^ I Sin  o)  (CoB  o i Sin  o)  — Cob*  a — i* . Sin*  a 

= CoB*  a -f  Sin*  a = 1 

gefunden  wird,  — also  die  beiden  Factoren  Cos o i_  i Sin  o und  Cosa + i Sin  u 
wirklich  reciprok  sind.  — Der  Moivre’scho  Lehrsatz  scheint  zuerst  (wie  in 
60)  analytisch,  und  erst  sp&ter  auch  in  obiger  Weise  abgeleitet  worden 
zu  sein. 


Sin»x- 


lOO.  Einige  gODiometrilche  Reihen.  Da  der  Moivre’sche  Lehr- 
satz mit  50:4  ühereinstimmt , so  findet  man  aus  ihm  50:7,  und, 
indem  man  Cosx  durch  Kl  — Sin^  ersetzt,  sowie  43  anwendet, 

«•  rc-  , , (n*— l'^)  (n^  — 3*), 

Sm  „x  = n[Smx-^-^Sm3x  + ^j-2.3:4:5 
Sin  nx 
Cos  X 

Cos  n X = 1 

Cos  nx 
Cos  X 


n*— 2*^.  , , (n2_2'‘0  (n2— 4*)  , 

= “ ^ “TTO-  “X2V374.5—  *■ 

n*(n'^  — 22) 


1.2 


Sin2  3 


1.2. 3. 4 


Sin*  X — . . . 


, n2— 1*^.  , (n2_12)(n2_32)^.  . 

1 Sm2x+  ^ Sm*x-... 


Setzt  man  in  der  ersten  und  dritten  dieser  Reihen  n = 3 m und 
x = 30'’,  also  (95)  Sinx  = -^,  und  ordnet  nach  m,  so  erhält  man 
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Sin  (m  . 90")  = m . 1,5707963  — m>  . 0,6459641 
4-m*  . 0,0796926  — m’  .0,0046818 
-I-  m9  . 0,0001604  — . 0,0000036 

-f  tn>*.  0,0000001  — ... 

Cos  (m  . 90")  = 1,0000000  — m*  . 1,2337006  * 

-f  m*  . 0,2536695  — m«  .0,0208635 
-I-  m«  . 0,0009193  — m‘»  . 0,0000252 
4-  m'*  . 0,0000004  — . . . 
aus  wciclicn  sich  ergibt,  dass 

y.  1,. 5707963  1 T'cöfiRTTQ 

‘ " 90.60.60  ~ 20(5264,8  ~ 

und  dass,  wenn  a eine  nicht  sehr  grosse  Anzahl  von  Secunden  be- 
zeichnet, 

Sina  = a.Sinl"  oder  a = Sina:Sinl"  und  Cos  a = 1 3 
Setzt  man  aber  in  50:7  anstatt  x die  Grösse  a : n , und  lässt  n 

uncndlieh  gross,  also  unendlich  klein  werden,  so  nehmen  Sin-^, 

Cos  — und  { I*  ^ die  Qrenzwerthe  — Sin  1"  = 1 und  -j— — r 

n V u / n n 1.2. ..h 

an,  und  man  erhält 


Sin  a ==  I 


4-. 


Cos  0=1 


1.2.3  ' •••  1.2 

woraus  sich  die  Vergleichung  zwischen  den  in  50  imd  94  einge- 
fUhrten  Sinns  und  Cosinus  ergibt.  (V). 

Da  nach  06 : 1 und  43 
Coa"x  = (l  — 81n*x)"'« 

= 1 - ('^•)  Sin*  X + Sin*  X - ("J«)  Sin*  x + . . . 


n Pin*x 


1 ■ 2 
BO  crhilt  man  aus  bO : 7 


n (n  — 2)  Sin*  x 
i;2  '“2*  ■ 


n (n  — 2)  (n  — 4)  Sin*  x 


1.2.3 


2* 


4...  s 


Sin 


: /'"\ci__r.  n-1  8in*x  , (n-1) (n-3)  Sin*x  (n-l)(n-3)(n-5)  Sin*x  , , 

.nnx  = ^jjSinx[l 3-  + - — g -~öi — ] 


2« 


1.2.3 


2* 


n — 3 8in*x  , (n  — 3)  (n  — B)  8in*x  , 

1 '^2~  "I  l'.T  2*  J 


-Q8in*x[l- 
+ 0sin*x[l_"^.?i^  + .. .]-... 


Sin  X - 


/(n-U(ii-3)  , (n-l)(n-2)(n-3)  , (n-l)(n-2)(n-3)(n-4)\a^_,,_ 

V TTOi-  + — rX372 — + OTOTb ) ®‘“  ' 


=•[ 


Sinx- 


1.2.3 
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und  analog  eine  entsprechende  Qlciciiung  fUr  Cos  nx  oder,  indem  man  erst 
beidseitig  durch  Cos  x dividirt,  und  dann  erst  entwickelt,  für  Sin  n x ; Cos  x 
und  Cos  nx  ; Cos  x,  d.  h.  1,  wo  die  erste  und  vierte  Reihe  fllr  ganze  un- 
gerade, die  zweite  und  dritte  Reihe  aber  für  ganze  gerade  Werthe  von  n 
abbricht.  — Bezeichnet  d x eine  kleine  Anzahl  von  Secunden , so  crhitlt  man 
nach  3 und  07 : 6,0 

Sin  (x-t-dx)  = 81n  x + Cosx.  dx  . Sin  1"  oder  d.Sin  x=  Cosx.dx.Slnl" 
Cos (x -f- d x)  = Cos X — Sin  x.dx  . Slnl"  d.  Cosx=r  — Sin  x. dz. Sin  1" 
etc. , woraus  sich  wieder  eine  interessante  Vergleichung  mit  67 : 2,3  ergibt, 
und  zugleich  gezeigt  ist,  wie  in  der  Trigonometrie  gewisse  Fehlcrglcichungcn 
ohne  Kenntniss  der  Differentialrechnung  aurgcstollt  werden  können.  — Aus  4 
folgt,  dass  sehr  nahe  ^ 

3 . Sin  a — o' . Cos  a = 2 a'  oder  o'  — ■ ^ 7 

2 -f-  Cos  a 

oder,  wenn  a in  Graden  ausgcdrückt,  also  a'  = 00. 60.  u . Sin  1“  ist,  und 
(entsprechend  126)  Are  1°  = n : 180  = 1 : 67,3 , sowie  Sin  1"  = Are  1"  = 
Are  1°  : OO  . 60  gosetat  wird 

1 3Sina  171,9.  Sin« 

“ Are  1®  " 2 + Cos  a 2 -f-  Cos  a 
Um  zu  bcurthcilcn,  wie  weit  8 zulissig  ist,  dienen  die  Gleichheiten 
log  (100.  Sin  1")  = 0,0855749  = log  Sin  1' 40", 000  = log  Sin  100",000 

log  (1000.  Sin  1")  =7,0855749  = log  Sin  10' 40", 004  = log  Sin  1000,004 

log  (5000  . Sin  1")  = 8,3845449  = log  Sin  1»  23'  20",491  = log  Sin  5000,401 
log  (10000 . Sin  1")  = 8,0855749  = log  Sin  2» 40'  43",092  = log  Sin  10003,002 
log  Cos  1' 30"  = 0,0000000  = log  1,0000000 
log  Cos  3 0 = 9,0000098  = log  0,0909906 
log  Cos  11  0 = 9,0090078  = log  0,9999060 
log  Cos  34  0 = 0,0009783  = log  0,0996600 
Die  Formeln  2,  welche  schon  Euler  in  seiner  „IntroducUo  in  Analysin 
inünitorum“  gab,  sind  zur  Berechnung  der  Sinus  und  Cosinus  um  so  be- 
quemer, als  man  (05)  m nie  grösser  als  */t  setzen  bat;  Tangente  und 
Cotangento  gehen  aus  Sinus  und  Cosinus  durch  Division  hervor.  — Zur  Er- 
gänzung des  in  04  Bcigebrachton  ist  zu  erwähnen,  dass  schon  Purbaeh  und 
ReKtoluentaD  Sinustafeln  berechneten ; und  zwar  sind  diejenigen  von  Rogio- 
montan  wenigstens  in  der  durch  Daniel  Santbeeh  von  Noviomagum  (Neu- 
magen  an  der  Mosel  ?)  besorgten  Ausgabe  „Joannis  Regiomontanl,  De  triangu- 
lis  planis  et  sphffirieis  libri  quinque,  unk  cum  tabulis  sinuum.  Basilcas  (1561) 
in  fol.“  enthalten,  — ob  auch  in  der  durch  Johannes  Seboner  (Karlstadt 
bei  Wflrzburg  1477  — Nflniberg  1547;  erst  Pfarrer  zu  Bamberg,  dann  Professor 
der  Mathematik  zu  Nürnberg)  besorgten  fHlhcro  Ausgabe  „Joannis  de  Regio- 
monto.  De  triangulis  omnimodis  libri  quinque.  Norimbergso  1533  in  fol.“,  weiss 
ich  nicht,  — und  geben,  die  Eine  Rlr  den  Sinus  Totus  0 Millionen,  die  Andere 
für  den  Sinus  Totus  10  Millionen,  die  Sinus  für  den  ganzen  Quadranten  von 
Minntc  zu  Minute.  Erasmus  Relnhold  (Saalfcld  1511  — Saalfeld  1663; 
Professor  der  Mathematik  zu  Wittenberg)  gab  ln  seiner  Schrift  „Primus  über 
tabularum  dlrcctionum.  Ihibingio  1554  in  4.“  nebst  Anderm  unter  dem  Titel 
„Canon  foecundus“  eino  schon  von  Regiomontan  angefangeno  und  dann  von 
ihm  erweiterte  Tangententafel  für  den  Radios  10  Millionen,  — bis  auf  80® 
fOr  jode  Minute,  für  den  letzten  Grad  von  10  zu  10  Secunden  die  Tangente 
und  ihre  Differenz  mit  der  darauf  folgenden  Tangente  enthaltend.  RbSlIena 
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stellte  sich  die  Aufgabe,  für  jedes  rechtwinklige  Dreieck,  in  welchem  die 
Hypotenuse  oder  eine  der  Katheten  1000  Billionen  Theile  habe,  je  die  andern 
Seiten  (d.  b.  Sinus,  Tangens  und  Seeons)  su  berechnen,  und  dabei  im  Winkel 
von  10  SU  10  Secunden,  für  den  ersten  und  letzten  Orod  des  Quadranten 
sogar  nur  von  Secunde  zu  Seennde  fortzuschreiten ; obschon  er  aber  während 
circa  13  Jahren  mit  mehreren  Rechnern  dieser  Aufjgabc  oblag,  konnte  er  sie 
bis  zu  seinem  Tode  nicht  völlig  bemeistem,  und  musste  namentlich  die 
Herausgabe  von  Tafeln  seinem  Schiller  Lncas  Valentin  Othe,  später  such 
einige  Zeit  Professor  der  Mathematik  in  Wittenberg,  überlassen,  der  dann 
in  der  Tbat  das  berühmte  Werk  „Opus  Folatinum  de  triangulis,  a O.  J. 
Rhsetico  coeptum,  L.  V.  Otho  consummavit  A.  1596.  Neostadli  in  Palatin. 
(Heidelberg«)  1506  in  fol.“  publicirtc,  welches  die  Sinus,  Tangens  und  Secans 
für  den  ganzen  Quadranten  von  10  zu  10  Secunden  und  für  den  Radius  1000 
Millionen  gibt,  — während  der  auf  dasselbe  Material  gegründete,  von  Bartho- 
lomäus Pltlseaa  (Schlauno  bei  Orüneberg  in  Schlesien  1561  — Heidelberg 
1613;  llofkaplan  Friedrich  IV.  von  der  Pfalz)  berausgegebene , jetzt  sehr 
seiten  gewordene,  aber  zur  Voriücation  immer  noch  sehr  werthvolle  „Thesaurus 
mathematiens  sivo  Canon  sinuum  ad  radlum  1000000000000000  a O.  J.  Rbntiens 
supputatus.  Francofurti  1613  in  fol.“  sich  auf  die  Sinns  und  ihre  Diiferenzen 
beschränkte.  Nach  Erfindung  der  Logarithmen  wurden  die  trigonometrischen 
Tafeln  mit  den  logarithmischen  verbunden,  und  cs  sind  die  merkwürdigsten 
dieser  neuem  und  vereinigten  Tafeln  bereits  in  14  einlässlich  besprochen 
worden. 

lOl.  inwendnog  anf  algebraische  Gleichnngen.  Wenn  in  der 
Cardanischen  Formel  (19)  b'^ -|- a’  negativ  werden  soll,  so  muss  a 
negativ  und  a^  > b*  sein.  Setzt  man  aber  in  der  entsprechenden 
Gleichung  a negativ,  so  geht  sie  (98:2)  für 

y = — 2 VT  . Sin  y 1 

in  1 / 1)2' 

y — 3 Sin  g>  — 4 Sin*  q>  — Sin  3(p  9 

über , so  dass  q)  für  a*  > b*  möglich  wird.  Die  ilir  genügenden 
Werthe  3<p,  180«  — 3<p,  3fi0«-f3y,  540«  — 3<p,  720«-f3<p, 
900«  — 3y,...  geben  für  2 l'T  = c die  drei  reellen  Wurzeln 
yi  = — c Sin  (f  yj  = — c Sin  (ßO«  — q>)  y»  = c Sin  (60«  |-  y)  9 
entsprechend  der  in  19  aiifgcstellten  Behauptung. 

Die  im  Texte  aufgezähltcn  6 Werthe,  weiche  2 genügen,  sind  offenbar 
in  1 als 

tp  60  tp  1 20  “f“  ip  1 80  ” tp  240  — ^ tp  300  — ip 

statt  tp  einzufObren,  und  geben  daher,  da 

Sin  tp  zu  Sin  (ISO  — tp)  Sin  (60  — tp)~  Sin  (120  -|-  tp) 

Sin  (240  + 9)  = — Sin  (60  -f  9)  = Sin  (300  — 9) 
die  unter  3 aufgefuhrten  drei  Wurzeln;  die  weitem  Werthe,  welche  nach  2 
genügen,  geben  zur  Einfühmng  ln  1 nur  um  360°  vermehrte  Werthe,  also  nichts 
Ncuca.  — Auch  eine  Gleichung  zweiten  Oradea  kann  mit  Hülfe  goniometri- 
Bchcr  Functionen  aufgclöat  werden.  Bringt  man  z.  B. , wie  Job.  OotUicb 
Wilhelm  Iticnzing  (Ncundorf  in  Kurhesaen  1T02;  Lehrer  der  Mathematik 
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und  Physik  su  Holle  und  Erfurt)  in  Qrunert’s  Archiv  (Bd.  1)  vorschlug,  die 
Qieichung  zweiten  Orodes  auf  die  Form 

X*  4"  2 0 X — b’  = 0 so  dass  x = [±VT  + “ 

nnd  setzt  Tg  2 9 = .^  4 

so  ergeben  sich  mit  HQlfe  von  98 : 10 

X'  = a[vT4:Tg‘27-l]=  a.Tg2,.Tg9z=  b . Tg  9 ^ 

X"  = - a [ 1T+ tg*  27  + 1]  = - 0 . Tg  2 9 . Ctg  9 = — b Ctg  9 
als  Werthe  der  beiden  Wurzeln. 

10s.  AnwendDDg  aof  traDsceDdente  GleichaogeD.  — Um  die 

Gleichung 

a . Sin  X i[:  b . Cos  x = c 1 

aufzulüsen,  setze  man 

a = m . Cos  (p  b = m . Sin  y 2 

woraus  sich  sofort  (97  : 5) 

Sin  (x  + y)  = — ^ wo  Tg  ~ ® 


ergibt.  — Hat  man  die  Gleichungen 

X Sin  y = a Sin  a — b Sin  4 x Cos  y = a Cos  a — b Cos  fi  S 
und  bildet  4.  Cosa  — 5 . Sin  a und  4 . Sin  o + 5 . Cos  a,  so  erhält 
man  statt  ihnen 

X Sin  (y  — o)  = b Sin  (a — /3),  xCos(y  — o)  = a — bCos(a — fi)  6 
und  hieraus 


Tg(y-g)=  .b-Sin(g-/9)  y 

a — b.Cos{a  — /?) 

oder  nach  52:3,  4,  wenn  man,  um  Bogen  zu  erhalten  (100),  rechts 
mit  Sin  1"  dividirt, 

b . b^ 


y = “ + aSinr 

Und  so  weiter. 


2a^Sin  1" 


Sin2(a— » 


FOr  Anwendungen  dieser  Formeln  vergleiche  z.  B.  den  Pnrallaxensatz  387. 


XII.  Die  Trigonometrie  nnd  einige  weitere  Eigenschaften 

des  Dreieckes. 

10s.  Oie  trigODometrischen  Grondbeziehnngen.  Bezeichnet  man 
die  Seiten  eines  Dreiecks  mit  a,  b,  c,  die  Gegenwinkel  mit  A,  B, 
C,  so  hat  man  (94  und  Fig.) 

a . Sin  B = h = b Sin  A 
c = X y = b . Cos  A + a . Cos  B 
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und  somit,  da  jede  dieser  Beziehungen  verdreifaeht  werden  kann, 
einerseits 

a ; b : c : : Sin  A ; Sin  B : Sin  C 1 

und  anderseits 

a = bCosC-f-eCosB,  b = eCosA-t-nCosC,  e = aCosB-t-bCosA  ® 
aus  welehen  Proportionen  und  Glciebheiten  alle  zur  Berechnung 
des  Dreiecks  nöthigen  Formeln  abgeleitet  werden  können. 


Die  für  die  Ucbersichtlichkcit  der  Formeln  gar  nicht  unwichtige  Hebung, 
die  Beiten  und  Oegonwinkcl  durch  entsprechende 
clnzcinc  Iluchstaben  zu  bezeichnen,  und  die  gnnio- 
metrischen  Functionen  direct  in  die  Rechnung  ein- 
zufUhren , ist  durch  Euler  beliebt  worden , — ja 
man  kann  sogen,  dass  vor  ihm  unsere  gegenwärtigen 
o Formeln  gar  nicht  existirten.  — Bpccicli  für  Trigono- 

metrie sind  ausser  manchen  (z.  B.  in  lUO)  schon  genannten  Schriften  etwa 
noch  Folgende  zu  vergleichen:  „Nicolaus  Koppcrnick  oder  Copernlcua 
(Thom  1473  — Frauenburg  1343;  Domherr  in  Frnuenburg;  vcrgl.  Weslphal, 
Nie.  CopernieuB,  Constanz  1822  in  8.,  — Czymski,  Copornic  et  scs  travaux, 
Paris  1847  in  8„  — Prowc,  Zur  Biographie  von  Nie.  Copcrnlcus.  'fhorn  1853 
in  8.,  — etc.),  De  latcribus  et  anguiis  triangulorum.  WiUemberg  1342  in  4. 
(Deutsch  von  hlenzzer,  Ilalbcrstadt  1857  ln  4.),  — Willcbrord  SnelliuB, 
Doctrina  triangulorum.  Lugdnni  1627  in  8.,  — Peter  Crßger  (KSnigsberg 
1380  — Danzig  1630;  Professor  der  Matbcmatik  in  Danzig  und  specicU 
Ilevcl's  Lebrcr),  Praxis  trigonometrim  logarithmicic.  Dantisci  1634  in  8.  (Auch 
später,  z.  B.  1648),  — Thom.  Sloipaon,  Trigonometry  plane  and  sphcrical, 
with  the  construction  of  logarithms.  London  1763  in  8.,  — Andrea  Cag^aoU 
(Zante  1743  — Verona  1816;  Director  der  Stemworto  zu  Mailand  und  Professor 
der  Astronomie  zu  Modena;  vcrgl.  Carlini,  Notizic  snlla  vita  c sugll  studii  di 
A.  Cognoli,  Modena  1810  in  4.),  Trigonometria  piana  c sferica.  Paris  1786 
in  4.  (2  cd.  Bologna  1804;  fronz.  durch  Chomprü,  Paris  1786  und  1808),  — 
Eaeroix»  Traitö  dl5mentaire  de  trigonomdtrie.  Paris  1708  in  8.  (8  cd.  1837; 
dentsoh  von  Idcler,  Berlin  1822),  — Christoph  Friedrich  von  Pflelderer 
(Kirchheim  1736  — Tübingen  1821;  Professor  der  Mathematik  und  Physik 
zu  Warschau  und  Tübingen)  und  Bohnenbcr|(er>  Ebene  Trigonometrie,  mit 
Anwendungen  und  Beiträgen  zur  Ocschichto  derselben.  Tübingen  1802  in  8., 

— Christian  Ludwig  Gerling  (Hamburg  1788;  Professor  der  Mathematik 
und  Astronomie  zu  Marburg),  Grundriss  der  ebenen  und  sphärischen  Trigono- 
metrie. Güttingen  1813  in  8.,  — F.  R.  Ilaasler,  Elements  of  anolytical  Tri- 
gonometry.  New-York  1826  in  8.,  — Georg  Karl  Justus  tJlrieh  (GSttingon 
1708;  Professor  der  Mathematik  zu  Güttingen),  Trigonometrie  und  Stereo- 
metrie. Göttingen  1828  in  8.,  — J.  A.  Grnncrt,  Elemente  der  ebenen,  sphä- 
rischen und  sphäroidischen  Trigonometrie.  Leipzig  1837  in  8.  (Letztere  auch 
specieil,  Beriin  1833  in  4.),  — Joseph  Dicng;cr  (Hausen  bei  Breisach  1818; 
Professor  der  Mathematik  zu  Karlsrulio),  Handi>uch  der  cliencn  und  sphärischen 
Trigonometrie  mit  Anwendungen.  Stuttgart  1833  in  8.,  — W.  Breaoeckc, 
Trigonometrie  für  dos  Bedürfniss  höherer  Leiiranstaltcn.  Berlin  1856  in  8, 

— etc.“ 
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104»  Weitere  Formeln.  Aus  103 : 1 ergibt  sich  mit  Hülfe  von 
98:4 

(a-fb):(a-b)  = Tg  A^:TgA^  1 

oder  mit  Benutzung  von  98 : 1 

Tg  = Tg  (45«  - v) . Ctg 

Ferner  folgt  aus  103 


wo  Tg  (p  — 


Sin  B 


Tg  A=^  — y ^ g — 

und  ans  103:2,  wenn  man  die  drei  Gleichheiten  der  Reihe  nach 
mit  a,  b,  c multiplicirt , und  die  zwei  letztem  von  der  ersten  ab- 
zieht  (oder  ans  93 : 3) 

a = V b*  + c*  — 2 b c . Öos  A 4 

A 


= 1 (b  -f-  c 4-  d)  (b  H-  c — d) 
Aus  4 folgt 


wo 


d = 2V'bc".Cos—  5 


Cos  A = 


b*  + c*  — a*  (b  + c)*  — a'^_ 


+ 1 


2 b c 2 b c 

und  somit  (98),  wenn  a-|-b-f-c  = 2s. 


und  so  weiter. 


Sin  A = 1^8(8 — a)  (s — b)  s — c) 


6 

1 

8 


A I ß C 

Die  Proportion  1,  aus  der  sich  2 sofort  ergibt,  da  — — und  — wegen 

. . der  Winkelsumme  des  Dreiecks  complemenUr  sind, 
.•'V  — kann  auch,  wie  ich  schon  1840  ln  Oronert’s 
y 'ii'!  Archiv  (Bd.  7)  zeigte,  so  zu  sagen  unmittelbar  der 
beistehenden  Figur  entnommen  werden ; dieselbe  gibt 


nBmIieh 


a + b 


t : s 


Tg 


A + B 


a — b 


Tg- 


Ans  derselben  Figur  folgen  ferner 


a + b 


8in(A  + .^) 


Cos 


A— B 


a — b 


Bin 


A — B 


S.u^--« 


Bin-J 


Sin-^ 


Bin  ® Cos  Y 


zwei  Formeln,  auf  welche  schon  Karl  Brandan  Mollweide  (WolfenbUttel 
1774  — Leipzig  1825;  Professor  der  Mathematik  in  Hallo  und  Leipzig)  in 
Zach’s  monatlicher  Correspondenz  von  1808  aufmerksam  machte,  und  welche 
gegenüber  1 dasselbe  sind,  was  (101)  die  sog.  Oauss’schen  Formeln  gegenüber 
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den  Neper’schen  Analogien.  — F*Qr  die  Formeln  3 und  4 genügen  die  im 
Texte  gegebenen  Andeutungen.  Statt  4 kann  man  auch  schreiben 


a = >^  + c*  + 2bc  — 2bc(i  + CosA)=:  + c)*  — 4 b c Cos* 

woraus  b leicht  folgt.  — Mit  Hülfe  von  98 ; & und  der  sich  ans  4 nnmittelbar 
ergebenden  0 folgen 


Sin- 


-i/l  — Cos  A -i/n*  — (b  — c)*  

“ 2 ~ ^ TiTc  ~ 

l/(a  b — c)  (a  — b c)  -i/Ci  s — 2 c)  (2  s — 2 b) 

~ “ 4 bc  T ' 4bc 


c4=y‘± 


Cos  A 


2 


c)*  — a* 

-t  b c — 


_ -|/(b  + c + a)  (b  + c — a)  _ -|/2  s . (2  s — 2 a) 
^ 4bc  ^ 4bo 


d.  h.  die  zwei  ersten  Formeln  7;  dividlrt  man  sie  durch  einander,  so  erhllt 
man  die  dritte  7,  — multipUcirt  man  sie  dagegen  mit  einander,  so  folgt  mit 
Hülfe  von  08 : 2 sofort  8.  — Mit  Hülfe  von  103 : 2 erhUt  man 
(a  b c)*  = a*  b*  -j-  c*  -|-  2 a b 4-  2 a c + 2 b c 

= a (b  Cos  C + c Cos  B)  -|-  b (a  Cos  C -f-  c Cos  A)  -f- 
+ c (a  Cos  B -f-  b Cos  A)4-2ab4-2ac-|-2bc 
zz2[ab(14-CosC)  + ac(l  + Cos  B)  + b c (1  + Cos  A)] 

= 4 [a  b Cos* -f- a c Cos’ ^ + b c Cos*  lO 

«A4 

oder  unter  Benutzung  von  98 : 2 und  103 : 1 

(a  + b-f-c)*  = 2[abSinC.Ctg.^4-acSinB.Ctg.|-  + bcSin  A .CtgA] 

= 2bcSinA[CtgA  + ctg|-  + Ctg.J]  fl 

Als  vorllnJBges  Beispiel  einer  Anwendung  der  obigen  Formeln  mag  Folgendes 
dienen:  Jean-Pierre  Pietet  (Genive  1730  — Oenive  1781;  Rechtsgelehrter 
und  spiter  Syndic  von  Genf)  bestimmte  1769  in  Umba,  einem  Dorfe  in  Lapp- 
land, wo  er  sich  Im  Aufträge  der  russischen  Regierung  aufhielt,  um  den 
Venusdnrebgang  (vergl.  386)  zu  beobachten,  — die 
Höhe  X seines  Quadranten  über  dem  benachbarten 
Y Meerbusen,  indem  er  (vergl.  „CollecUo  omnium  ob- 
servationnm  qun  occasione  transitus  Veneris  per 
Solem  A.  1769  jnssu  augnstzs  per  Imperium  Russicum 
institnbe  fuemnt.  Petropoll  1770  in  4.“,  pag.  110)  auf 
dem  Eise  des  Letztem  eine  Basis  a = 3016',  nnd  so- 
dann von  D aus  die  Depressionswinkel  o=4“l'64", 
/J  = 3*53'5"  und  den  Horizontalwinkel  maoss.  Man  hat  nkmlich 

nach  4 

a*  = CA*  + CB*— 2CA.CB.Co8y 
wlhrcnd  nach  04  : 2 

CA  = x.Ctga  CB  = x.Ctg^ 

also  ist 

n’  = X*  Clg’o  X*  Ctg*^  — 2 X*  Ctg  u Ctg /J  Cos  y 
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folglich  kann  man  x nach 


yCtg'a-f-f^'/f— 2Ctga.Ctg/f.(^a;’ 
a.Tga.Tgi? 


1« 


V'I’g*  a + Tg* /3  — 2 Tg  a . Tg^ . Cos  y 

berechnen,  nnd  diese  Formel,  welche  auch  noch  (gans  entsprechend  wie  4 
in  6)  nmgestaltet  werden  konnte,  ergibt  fDr  Plctet’s  Daten  x = 348',65. 

lOB.  Di«  BerecknoDg  der  Dreieckifliche.  Bezeichnet  F die  Fläche 
dea  Dreiecks  ABC  (s.  103  Fig.),  so  ist  (92,  104) 

x.h  , y . h c . h - 


F = 


b c 


. Sin  A = c’* 


Sin  A . Sin  B 
2 Sin  C 


= V s (s  — «)  (s  — b)  (s  — c) 
Letztere  Formel  kannten  schon  die  Alten. 


9 

1 


Da  nach  103  nnd  104:8 
h = b . 8in  A 


b = o . Sin  B : Sin  C 


b 0 . Sin  A = Vs(s  — a)  (s  — b)  (s  — e) 
so  gehen  die  Formeln  2 und  8 sehr  leicht  snccessive  ans  1 hervor.  — Die 
Formel  3,  welche  schon  der  im  7.  Johrhnndert  lebende  griechische  Mathe- 
matiker Hern  (der  Jüngere  genannt,  aum  Unterschiede  von  dem  377  erwähnten 
Hero)  in  seiner  durch  Francesco  Barossi  (Venedig  1088  — Venedig  1687?; 
ein  Edelmann)  herausgegebenen  „Oeodasia.  Venet  1073  io  4.“,  wenn  auch 
ohne  Beweis  und  natürlich  noch  in  Form  einer  Regel,  gab,  — kann  auch  ohne 
Hülfe  der  Trigonometrie  sehr  leicht  erhalten  werden,  da  nach  83:3,3 
fb*+c*— ai'w*  (8bc)«  — (b«-|-c«  — a«)» 


h’=b‘-x*=b*-(^!±|^)‘: 


3 c / ~ 4 c* 

_[(b+c)«-a*][a*-(b-c)«]_(a+b-f-c)(b+c-a)(a-|-e-b)(a+b-c) 
4 c*  4 c* 

4s  (s  — a)  (s  — b)  (s — c) 

~ c* 

erhalten  wird,  woraus  mit  Hülfe  von  1 in  der  That 
sofort  3 folgt.  — Beim  sog.  graphischen  Rechnen 
(vergl.  89)  kann  man  die  Fliehe  eines  gegebenen 
Dreiecks  a b o auf  folgende  Weise  bestimmen : 
Man  sieht  a d parallel  zur  Hfihe  h des  Dreiecks, 
trügt  darauf  von  a aus  zwei  Lkngeneinheiten  ab, 
zieht  d c und  sodann  b e ||  d c ; dann  hat  man 

— 1^. 

3 

also  ist  { die  Fliehe. 


3:g=zh:f 


oder 


f=- 


lOB*  Die  TrigonoiBetrie.  Sind  in  einem  Dreiecke  eine  Seite 
nnd  die  Winkel  gegeben,  so  kann  man  nach  103,  — sind  zwei 
Seiten  nnd  der  eingeachlossene  Winkel  gegeben,  nach  104:5  nnd 
103,  oder  nach  104:2  nnd  103,  — sind  alle  drei  Seiten  gegeben, 

Woir,  Bulbuk  I.  tO 
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nacti  104:7,  je  die  übrigen  Klemcnte,  sowie  nach  106  die  Fläche 
bercclinen. 

Aus  d<‘n  logarIthmUeh-tnp<>nninotri«ehen  Tafeln  ergibt  sich  als  Werth 
einer  h'erunde  in  Einheiten  der  7.  Ftelle: 


bei 

für  Sinus 

für  Cosinus 

für  Tangens 

(t® 

3010.10,0 

0,0 

.ioiaio,o 

i:» 

7K,0 

5,0 

84,2 

3t) 

30, r> 

12.2 

48,0 

45 

21,1 

21,1 

42,1 

CO 

12,2 

3C,5 

48, G 

75 

5.0 

78,6 

84,2 

90 

0,0 

301030,0 

301030,0 

wo  bei  0®  und  90®  der  Werth  einer  Secunde  bei  0®  0'  10"  und  89®  59'  50" 
eingetragen  wurde.  Es  geht  hieraus  namentlich  ber%’or,  dass  bei  der  Tangente 
noch  im  ungünstigsten  Falle,  nämlich  bei  45®,  eine  Secunde  42,1  Einheiten 
der  7-ste11igcn  Mantisse  entspricht,  also  eine  Einheit  der  letstem  nur  0",024, 
— dass  dagegen  der  Sinus  nur  fOr  Winkel  unter  80®,  der  Cosinus  nur  für 
Winkel  Ober  60®  eben  so  gOnstlge  Chancen  acigi,  während  ersterer  gegen 
90®  hin,  IcUterer  gegen  0®  hin  sur  Bestimmung  eines  Winkels  gans  unbrauch- 
bar  wird;  daher  der  grosse  Vorzug,  welchen  praktische  Becbner  den  Tangenten* 
formeln  geben.  — Als  Rechnungsbeispiele  mSgen  den  von  Johannes  Earbnutott 
(Wadenschweil  1808  — ZQrieh  1852;  Ingenieur  und  Docent  der  Astronomie 
In  ZQrieh;  vergl.  Bd.  2 meiner  Biographieen)  herausgegebehen  „Ergebnissen 
der  IrigonomelriBchen  Vermessungen  ln  der  Schweiz.  Zürich  1840  ln  Fol.“ 
beistehende  zwei  Dreiecke  entnommen  werden,  in  denen  successlve  ans 

^7  <(*  ß\  Y Grossen  s,  t 

t,  S,  t,  II  u,  V 

«,  V,  (o  + f)  w,  Fj 

w,  «,  u ^ + 

«I  (<*  + •)  *,  Mf  * 

theils  als  wirklich  Oesuchtc,  theiU  zur  Probe  zu  be* 
rechnen  sind,  wofür  nach  103:1;  104:5,7;  105:2,3 
und  104  : 7 die  Formeln 

Pin  M Sin  d 


u = t - 


Ta  ^ ^ — ”)  ty  — “) 

2 y(y-w) 

Tg 


x)(»  1 V — X)  wo  x = 2|avCos 


S + U + l 

y=  — ^ 


V = t . 

Mn  ij 


^2—  = "Tk  Ctg  ^t‘. 

=90« 


__  Pin  (o  -j-  0 

Sin  /t 


Tgf,=  — 
fi-hv  I i -j-fi ' 


+ 


F,  = Sin  («  -|  i) 


F = F,  + F, 
benutzt  werden  kiiiinen.  Orgehen  sind 


3 ' 3 

F,  = Vy  (y  — 8)  (y  — u)  (y  — Wr 
F = '/,  t (a  Sin  o -(-  u Sin  i) 
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a = 44665'*, 30 

oder 

log  a = 4,6488992 

0 = 38»  45' 42", 7 

log  Sin  o = 9,7960333 

^ = 97  0 31,9 

- /J  = 9.9960012 

}>  = 44  4 45,4 

- f = 9,8423027 

d = 41  12  27,6 

- d=  9,8187471 

( = 48  35  9,2 

- ( = 9,8750312 

i]  = 90  12  23,2 

- t,  = 9,9999972 

woraus 


= 40'  25" 

2 

,9  ^t’'  = «3°  'IO'  57  ",5 

= 42»  38' 36' 

folgen,  nnd  somit  nach  obigen  Formeln 

loga  = 

4,6488902 

loga  = 

4,6488992 

log  Sin  a = 

9,7960333 

log  Sin  /?  = 

9,9966012 

E log  Sin  f = 

0,1576073 

E log  Sin  f = 

0,1576073 

logs  = 

|_ 

4,6031398 

logt  = 

4,8031077 

s = 

40099,58 

t = 

63548,85 

logt  = 

4,8081077 

logt  = 

4,8031077 

log  Sin  1 = 

9,8750312 

log  Sin  d = 

9,8187471 

E log  Sin  1)  = 

0,0000028 

E log  Sin  tj  = 

0,OOU(K)28 

II 

9 

4,6781417  ^ 

log  V = 

4,6218576 

u = 

47658,65 

V = 

41865,63 

log2  = 
V,loga  = 

0,3010300 

n = 

44555,29 

2,3244496 

B + V = 

86420,92 

Vilogv  = 

2,3109288 

X = 

62476,41 

log  Cos  = 

9,8693077 

a + v-f  X = 
a -f“  V — X 

148897,33 

23944,51 

logx  = 

4,7967161 

log  (a  + V + X)  = 

6,1728869 

8 = 

40099,58 

log(a  + T — X)  = 

4,3792069 

n = 

47658,65 

59709,93 

logw*  sr 
logw  =r 

j- 

9,6520928 

4,7760464 

w = 

2y  = 

147468,16 

w = 

59709,93 

y — 

73734,08 

log  (y  — *)  c= 

log(y  — n)  = 
E log  y (y  — •«)  = 

4,5267849 

4,4162315 

0,9864652 

y — s = 
y - u = 
y — w = 

33634,50 

26075,43 

14024,15 

log  Tg«  = 

+ 

9,9284716 

Ingy  = 

4,8676683 

log  Tg  — 

9,9642368 

log  (y  — w)  = 

4,1468765 

r + » _ 
2 “ 

log  y (y  — w)  = 

9,0145448 

42«  88'  86", 6 

log  V = 

4,6218676 

logTg(45  — 9)  = 

8,4930809 

loga  = 

4,6488992 

log  Ctg = 

0,0201 109 

log  Tg  9 = 

9,9729684 

loglg-^-^^ — = 

8,5131918 

10* 

+ 


+ 

+ 
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9 = 43»  13'  2", 5 


1 

■e 

II 

1 46  37,3 

II 

•D 

42  38  36,5 

loga  = 

4,6488992 

log  Bin  (o  -b »)  =r 

9,9995343 

E log  Sin  1»  =: 

0,1276123 

logw  = 

4,7760462 

loga  = 

4,6488992 

logv  = 

4,6218576 

log  Bin  (a f)  = 

9,9993343 

Elog2  = 

9,6989700 

logF,  =s 

8,9692613 

F.  = 

9316683..,. 

F,  = 

9523150 . . , . 

F = 

18839833  . . , . 

loga  = 

4,6488992 

log  Bin  a = 

9,7966333 

log  a Sin  a = 

4,4433323 

a Sin  a = 

27893,39 

vSina  = 

31397,19 

£ = 

39292,38 

— X = 
2 

29646,29 

90-i+i  = 

— 8»40'57",5 

t±L- 
2 ~ 

46  19  84  ,0 

i _ 

1 32  1 ,3 

2 

1" 

M = 

48  11  33  ,3 

l = 

44  27  32  ,3 

« + . = 

87  20  31  ,9 

log  Bin  ^ = 

9,8723873 

w = 

39709,88 

logy  = 

4,8676683 

log  (y  — »)  = 

4,3267849 

log  (y  — u)  = 

4,4162313 

logCy  — w)  = 

4,1468763 

log  F,*  = 

17,9373612 

logF,  = 

8,9787806 

= 188398'/,  Hectarea 

logv  = 4,6218370 

log  Sine  = 9,8730332 

logv8inf=  4,4968908 
log  t t=  4,8031077 

logy-y  = ^.”^9704 

logF  = 9,2730781 

r = 1883988...,. 


Die  twei  Proben  für  '/,  und  je  die  Probe  (ttr  w und  F stimmen 

offenbar  befriedigend.  — Zum  Schlüsse  noch  die  Bemerkung,  dass  es  sehr 
rweckmlssig  ist,  flir  jede  solche  grossere  Rechnung  suerst  ein  vollsUndiges 
Schema  anfsuschreiben , und  dann  dieses  nach  und  nach  gans  mechanisch 
ausznmien;  je  weniger  man  w&hrend  dem  eigentlichen  Rechnen  au  denken 
braucht,  desto  sicherer  rechnet  man. 


lOT.  Die  Fllcheniitse.  Dreiecke  von  gleicher  Grundlinie  und 
Höhe  sind  (105)  gleich  gross,  und  es  wird  daher  (89)  die  Fläche 
eines  Dreieckes  nidit  verändert,  wenn  man  eine  seiner  Ecken  parallel 
*ur  Gegenseite  verschiebt  Ferner  verhalten  sich  (105)  Dreiecke 
von  gleicher  Grundlinie  wie  ihre  Höhen,  — von  gleicher  Höhe  wie 
ihre  Grundlinien,  — von  einem  gleichen  Winkel  wie  die  Producte 
der  einschliessenden  Seiten,  — ähnliche  Dreiecke  wie  die  Quadrate 
gleichliegender  oder  sog.  homologer  Seiten,  — irgend  zwei  Drei- 
ecke wie  die  Producte  aus  Grundlinie  und  Höhe. 

Dass  Dreiecke  von  gleicher  Orundlinie  und  HOhe  gleiche  Fliehe  haben, 
kann  nach  P.  Gerwien  (Onincrt’s  Archiv  IV  237)  auch  unmittelbar  auf 
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folgende  Weise  aachgewiesen  werden:  Legt  man  die  beiden  Dreiecke  acb 
und  a d b mit  ihrer  gleichen  Omndlinle  an  einander, 
so  werden  die  Hüben  e e = d f , als  senkrecht  zu 
derselben  Geraden,  parallel,  bestimmen  daher  mit 
der  Verbindungslinie  der  Spitaen  zwei  congmente 
Dreiecke  e e g und  d g f ; es  ist  daher  o g = g d 
Zieht  man  nun  dnrch  g die  Parallelen  gh  ||  ad, 
g i II  a c , g 1 II  c b und  g k ||  d b , ao  hat  man 
(entsprechend  00)  die  Dreiecke  1,  8,  5,  7 der  Reihe 
nach  den  Dreiecken  2,  4,  6,  8 congruent,  also 

Aacb  = l + 3 + 6 + 7 = 2 + 4 + 6 + 8=A»db 

w.  z.  b.  w.  — Hit  Hfilfe  des  soeben  nen  bewiesenen  Satzes  Hast  sich  z.  B- 
die  Antjgabe  lOsen,  ein  gleichseitiges  Dreieck  zu  eonstmiren,  das  mit  einem 
gegebenen  Dreiecke  abc  gleiche  Fliehe  hat:  Man 
Terseichne  Ober  a b ein  gleidiseitigea  Dreieck  a b d, 
und  Ober  dessen  H&he  d f einen  Halbkreis  (der 
•brlgens  auch  leicht  entbehrt  werden  kann,  wenn 
sich  Jemand  daran  stossen  sollte,  in  der  Dreiecks- 
lehre  einen  Kreis  zu  finden),  — ziehe  ce  ||  ab, 
— trage  fg  = fe  ab,  und  ziehe  von  g ans  g h |j  a d 
und  gi  II  db.  Da  A >1^ b = A ao  ist  die 

Construction  offenbar  richtig,  wenn  gb  )|  kl,  also 
entsprechend  s g ||  k h.  Nun  Ist  (91 , 03)  nach  Construction  wirklich 
fg:fk  = fo:fk  = fd:fe  = fd:fg  = fb:fi 


d 


oder  g b II  k 1.  — Ebenso  Hast  sich  z.  B.  ein  Drei- 
eck ABC  von  einem  Punctc  D aus  in  drei  gleiche 
ThcUe  theilen,  wie  beistchendc  Figur  zeigt,  in  der 
AE  = EFe=FC,  EO  II  ab  II  FH,  und  endlich 
O I II  B D II  H K.  Der  Beweis  braucht  wohl  kaum 
bcigefllgt  zu  werden,  da  die  Construction  eine 
unmittelbare  Anwendung  des  Satzes  vom  Ecken- 


108.  Einige  isoperimetrische  Sitze.  Haben  zwei  Dreiecke  gleicher 
Basis  gleichen  Umfang,  so  entspricht  (90)  demjenigen,  das  den 
kleinsten  nnd  grössten  Basiswinkel  hat,  die  kleinere  Höhe,  tmd  es 
hat  somit  anch  die  kleinere  FlSche,  während  das  gleichschenklige 
von  allen  solchen  Dreiecken,  das  gleichseitige  somit  aber  von  allen 
isopernnetrischen  Dreiecken  überhaupt  die  grösste  Fläche  besitzt 

FOr  den  Beweis  der  enteren  Theile  des  Satzes  dOrneu  die  gegebenen 
Andeutungen  geoDgen,  — die  Scblusabehauptnng  aber  Ist  ohnehin  schon  in 
68  strenge  bewiesen  worden.  — Für  Isoperimetrie  fiberhaupt  vergl.  „Simon 
Lbldller,  De  relaUone  mutua  capacitatls  et  termlnomm  figuramm,  seu  de 
maximls  et  minimla.  Pan  I.  Vanovias  1782  in  4.,  nnd:  Polygonomdtde  et 
abrügd  d’isoperimetrie  dldmentalre.  Oenive  1786  in  4.,  — Jak.  SielBer. 
Einfacher  Beweis  der  Isoperimetrisehen  Hauptsitze  (Crelle  18),  und:  Bur  le 
maxhnum  et  le  minlmum  des  figures  dans  le  plan,  snr  la  sphSre  et  dass 
l’espace  en  gdndral  (Crelle  24),  — etc.“ 
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109.  Die  TraOKTeruIen.  Jeder  von  drei  Puncten  einer  Geraden 
bestimmt  mit  den  beiden  andern  zwei  Abschnitte,  deren  Summe 
oder  Differenz  ihre  Distanz  darstellt,  je  nachdem  er  zwischen  ihnen 
{innerer  Theilpunct),  oder  auf  derselben  Seite  von  beiden  (äusserer 
Theilpunet)  liegt.  So  z.  B.  bildet  eine  beliebige  Gerade  oder  sog. 
Transversale  auf  den  Seiten  eines  Dreiecks  entweder  zwei  innere 
und  einen  äussem,  oder  drei  äussere  Theilpuncte,  und  in  beiden 
Füllen  werden  die  Producte  der  nicht  an  einander  liegenden  Ab- 
schnitte gleich,  oder  bilden  (vergl.  116)  eine  sog.  Involution. 


Dieser  spätestens  von  dem  um  80  o>  Chr.  in  Rom  lebenden,  aber  von 
Alexandrien  stammenden  Mathematiker  und  Astronomen  MeBclaim  aulge- 
fundene, in  neuerer  Zeit  jedoch  erst  wieder  seit  Carnot  su  Ehren  gesogene, 
sog.  Traaeversalensats  Ikast  sich  leicht  erweisen,  wenn  man  durch  eiue  Drei- 
ecksecke  (s.  B.  a)  eine  Parallele  (ag)  sur  Qegen- 
selte  ( b e ) zieht ; denn  man  erhUt  aus  den  ent- 
stehenden ähnlichen  Dreiecken  die  Proportionen 
a,  . ag:be  = ad:db 

fa : ag  = o f : e e 

■^.bc.cf.db.cc.fn  aus  deren  MultipUcaUon  er  sofort  hervorgeht  Er 
Usst  sich  offenbar  auch  umkehron,  d.  h.  wenn  drei  Puncte  die  Seiten  eines 
Dreiecks  so  theilen,  dass  jene  Involution  besteht,  so  müssen  die  drei  Puncte 
in  einer  Geraden  liegen;  ferner  ist  er  auf  jedes  Vieleck  ausdehnbar,  und  hat 
sogar  (vergl.  190)  sein  Analogon  am  sphärischen  Dreiecke.  Er  ist  überhaupt 
, ein  Fundamentalsatz,  und  wird  im  Folgenden  manche  Anwendung  Anden.  Für 
mehreren  Detail  kann  z.  B.  auf  „Charles-Julien  ■rianehon  (Sdvres  178b; 
ArtillerieofAzier),  Application  de  la  thtorle  des  transversales.  Paris  1818  in  8., 
— Adams,  Die  Lehre  von  den  Transversalen.  Winterthur  1848  in  8-,  — etc.“ 
verwiesen  werden. 


110.  Einige  weitere  Sitze.  Jede  Gerade,  welche  durch  eine 
Dreiecksecke  geht , theilt  (89)  die  Gegenseite  und  eine  zu  ihr 
Parallele  proportional,  — und  zwar  (107),  wenn  sie  den  Dreiecks- 
winkel halbirt,  im  Verhältnisse  der  einschliessenden  Seiten.  — Ver- 
Bindet  man  die  Mitte  einer  Dreiecksseite  mit  der  Gegeneoke,  so  ist 
(93)  die  Quadratsumme  der  beiden  andern  Seiten  gleich  der  doppel- 
ten Quadratsumme  der  Verbindungslinie  und  einer  der  Hälften.  — 
Zieht  man  von  don  Dreiecksecken  durch  einen  Punct  Gerade,  so 
theilen  sie  (109)  die  Seiten  so,  dass  die  Producte  der  nicht  an 
einander  liegenden  Abschnitte  gleich  werden.  — Die  Senkrechten 
von  einem  Puncte  auf  die  Dreiecksseiten  theilen  diese  (93)  so,  dass 
die  Quadratsummen  der  nicht  an  einander  liegenden  Abschnitte 
gleich  werden. 

Der  Beweis  der  ersten  Hälfte  des  ersten  Satzes  geht  aus  der  im  Texte 
gegebenen  Andeutung  hervor.  Um  die  zweite  Hälfte  zu  beweisen,  bat  man 
(107),  da  die  Dreiecke  (a,  e,  c)  und  (b,  e,  d)  einerseits  einen  gleichen 
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Winkel  haben, 

4 \ (a,  e,  c)  t (b,  e,  d)  = a . e : b . c = a : b 

und,  da  sie  anderseits  gleiche  Höhe  besiUeii, 

® 

also  ffluss  sich 

^ a : b = c : d 

verhalten,  w.  s.  b.  w.  Da  ferner  (lOd,  9t() 

a b c d 8in(«"hjy)  8in(/?+  y)  Bin  y Bin  y 

ec  e e Sin^  * Binu  Sin/^Binu^ 

8in*(a-f-y)  — Sin*y [Sin(g-l-^)-l-Biny]fSin(M-|-y)  — Biny] 

Bin  a Bin  /i  “ Bin  o . Bin  /? 

i Ci  “ Q-  « a4*2y 

4 Sin  — ^ Coa  ^ . Sin -j  Cos  — " 

Bin  a . Bin  ß ^ 

SO  hat  man  auch 

a.b  — c.d  = e*  oder  a.b  = c.d-|-e* 
d.  h.  ca  ist  das  Product  Sweier  Dreiecksseiten  gleich  dem  Productc  der  durch 
die  Bisscctrix  ihres  Winkels  gebildeten  Abschnitte  mehr  dem  Quadrate  dieser 
Bissectrix.  Ist  auch  f die  Bissectrlx  von  ßy  so  ist  entsprechend  a (c-f‘d)  = 
g . h 4*  ^ ond  da  überdiess  nach  dem  oben  bewiesenen  Satze 


d ; c = b : a 

g : h = a : (c  + d) 
BO  folgt 


. b (d  + C) 

•‘--r+b- 

a.b 

^ B c ^ d 


tt(d  -t-c) 

B b 

a c d 
a(c+d)b« 


. ...  ab(c  + d)’  , , . , , VI,.  a(c4-d)b’  , _ 

B.b  = c.d  + e«  = -^^_^j^j,-  + c«  und  B(c  + d)  = g.h  + f«=-~^^X^^^4.n 

Sollten  in  einem  Drcieek  c = f sein,  ao  mUaste  daher 

B (b  - C - d)  = . b (0  + d) 

sein , wsi  offenbar  fOr  b c=  c + d ttntt  hat  WSre  dtgegw  b^(o-f'd),  so 
wbre  auch  a4' b ^ (a+ c + d),  und  es  würde  sich  also  aus  obiger  Oieich- 
heit die  Ungereimtheit  ± = ip  ergeben.  Es  bedingt  also  e =;  f,  wie  ich  schon 
1843  (Grunert's  Archiv  III  445}  seigte,  das  Vorhandensein  eines  gleichschenk- 
ligen Dreieckes.  — Der  zweite  Satz  geht  aus  i)3 : 3 hervor ; denn  aus 
c,*z=8,*  + b*  — 2a,.x  und  c,*  = a,*  + b’ -J- 2a,  x 
folgt,  unter  Voraussetzung  von  a,  = a,,  durch  Addition 
c,»  + c,*  = 2(a«-|-b*) 

w.  z.  b.  w.  — Der  diiitte  Satz , welcher  durch  Olovannl  Cev*  (Mailand  16 . . 
— 17..;  Commlssar  der  crzberzoglicben  Kammer  zu  Mantua  und  Bruder  des 
Jesuiten  Tommaso  Ceva  1648 — 1737,  der  Professor  der  Mathematik  zu  Mai- 
land war),  dessen  Namen  er  oft  trlgt,  in  seiner  Schrift  „De  lincis  sc  invicem 
tecantibus.  Mediolani  1678“,  und  dann  später  wieder  von  Johannes  Bernoolll 
(Opera  IV  33)  ausgesprochen  wurde,  geht  sehr  leicht  aus  dem  T ransrcrsalcn- 
u Satze  OOD)  hervor;  schreibt  män  diesen  nimlich  iür 

yy\  A»cl  toll  Transversale  bf,  sowie  für  Ab  cd  mit  Trana- 
. / \ versale  ae  auf,  so  erhält  man 

/ \o< 

f / ',  / ab.dg.cf=bd.gc.fa  1 

\ da.be.cg  = ab.oo.gd  • 


ad.be.cf=db.eo.fa 
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w.  «.  b.  w.  VerbUt  sich  «d:db=;m:n  und  be;ce  = o:n,  «o  moss  «ich 
n«ch  3 nothwendig  «och  c f : f « :=  n : o verbnlten , und  um  1 folgt  eodnnn 

og  _ «b  cf m + n n m -t-u  ^ 

dg  bd'f«  n "o  o 

Ans  derselben  Figur  ergibt  sieb  nsch  9S,  dass 

.d,«  + d,g*  = «g‘  = f,  a'  + f,  g« 

^ K*  + c f,*  = c g*  = e,  c»  +■  e,  g» 

®i  g*  + b 6|  ’ = b g*  = d|  b*  + d,  g* 

ad,*  + be,«  + cf,‘  = d,  b‘  + e,  c‘  + f,  a«  S 

womit  auch  noch  der  vierte  Bati  erwiesen  Isb  — Mit  Hülfe  des  Pythago- 
rUschen  Lehrsatses  findet  man  ferner,  dass,  wenn  o,  ß,  j irgend  welche 
Puncte  einer  Geraden,  nnd  M die  Projeetion  eines 


lussem  Pnnetes  N auf  dieselbe, 

Nct*./Jy  + Ny*.o/»  = 

(M««  + NM‘)/»y  + (M,'  + NM*)e^  = 

Me(Mj»  + o«/?r  + My(M^  — 

Nun  ist  aber  offenbar 

Me./ly  + M/.«/f  = (M/f  + •ß)ßf  + (Uß  — ßf)  aß 
= M ^ - a y S 


also  hat  man 


No’./Jy  + N^’-o/f^M/J*. oy + NM*. oy=N/J*. oy-t- «(J.oy./Jy  ff 
d.  b.  den  sog.  Sats  von  Stewart,  welcher  auch  als  eine  Erweiterung  des 
obigen  «weiten  SaUes  betrachtet  werden  kann,  da  dieser  aus  ihm  für  a^  = /ty 
sofort  hervorgeht. 


111.  D«f  CentraiB  der  Ecken  nnd  du  Centrnm  der  Seiten.  Die 

in  den  Mitten  der  Dreiecksseiten  errichteten  Senkrechten  schneiden 
eich  (110)  in  Einem  Puncte,  der  von  allen  Ecken  gleich  weit,  nüm- 
lich  um  den  sog.  nadina  (^),  absteht,  daher  Centroia  der  Eeken 
heisst,  nnd  (83)  überdiess  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  von  ihm  aus 
jede  Seite  unter  doppelt  so  grossem  Winkel  erscheint  als  von  der 
Qegenecke  aus.  Da  ferner  ein  von  beiden  Schenkeln  eines  Winkels 
equidistanter  Punct  (91)  in  seiner  Bissectrix  liegt,  und  jeder  in  der 
Bissectrix  liegende  Punct  equidistant  ist,  so  fällt  der  Dnrchschnitts- 
punct  der  Bisscctrissen  zweier  Dreieckswinkel  auch  in  die  Bissectrix 


des  dritten,  nnd  dieser  von  allen  Seiten  gleich  weit,  nämlich  um 
das  sog.  Apothema  (a),  abstehende  Punct,  heisst  Centrnm  der 
Selten.  Hat  das  Dreieck  die  Seiten  a,  b,  c und  ist  h die  der 
Seite  c entsprechende  Höhe,  so  findet  man  (94,  105)  leicht,  dass 


nnd 


c h 

a -f“  b c 


zn  setzen  sind. 


Schneiden  sich  die  in  den  Mitten  D nnd  E der  Dreiecksselten  A B = e 
und  B C =;  a erriehteten  Senkrechten  in  M , und  fllUt  man  von  M die  Senk- 
rechte MF  auf  die  dritte  Seite  AC  = b,  so  muss  nach  110:6  auch  F ln  der 
Mitte  von  A C liegen,  und  M bat  (nach  64}  von  alien  Ecken  denselben  Abstand  g, 
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oder  ist  CeotnnB  der  Ecken.  Da  ferner  (nach  83)  ^ B M O = 3 f and 
ZOMA  = 2y,  so  ist  ^ B M A = 2 (y  + ^)  = 3. ^ B C A.  Endlich  folgt 


w.  s.  b.  w.  — Dass  sich  die  Bissectrisson  der  Dreieckswinkel  in  Einem,  von 
allen  Seiten  equldistanten  Puncte  O,  dem  Centrnm  der  Seiten,  schneiden, 
kann  wie  im  Texte  erwiesen  werden,  — oder  such,  unter  Annahme,  dass 
s.  B.  C D,  und  A E,  Bissectrissen  seien  nnd  B F,  dnrch  Ihren  Schnittpnnct  O 
gesogen  werde,  nach  110:8  und  dem  sweiten  Thelle  des  ersten  Satses  von 
110.  Endlich  folgt 


„ oh  , _ Sa  , ba  , Ca  , 

y = -j-  t>nd  = + + »1“ 

wi«  xn  beweUea  war. 


eh 

tt  cs  i L I 

Ä b c 


llt.  Der  SehwerpsDct  ind  der  HSkenpnoct  — Die  von  den 

Dreiecksecken  nsch  den  Mitten  der  Gegenseiten  gehenden  Geraden 
schneiden  sich  (110)  in  Einem  Pnncte,  dem  sog.  Schwerpunctey 
der  (89)  von  jeder  Ecke  nm  Vs  der  Verbindungslinie  absteht.  Ebenso 
treffen  sich  (110)  die  drei  Höhen  eines  Dreiecks  in  Einem  Puncte, 
dem  sog.  mbeDpuncte«  und  verbindet  man  diesen  Letztem  mit 
dem  Centrum  der  Ecken,  und  theilt  die  Verbindungslinie  in  drei 
gleiche  Theile,  so  fallt,  wie  Euler  zuerst  zeigte,  der  zweite  Theil- 
punct  mit  dem  Schwerpuncte  zusammen. 

Dass  sich  sowohl  die  von  den  Dreiecksecken  nach  den  Mitten  der  Gegen- 
seiten gezogenen  Geraden,  als  die  drei  HShen,  je  in  Einem  Pnncte  schneiden, 
lisst  sieb  entsprechend  den  im  vorigen  Satze  dnrohgcfllhrten  Beweisen  nach 
110:3,  5 zeigen.  Ersteres  braucht  kaum  weiter 
aosgefBhrt  zu*  werden,  nnd  dass  d b : b e = 2 : 1 
oder  also  db:de  = 2:8  nnd  ebenso  gb;bf=:3:l 
folgt  ebenfalls  unmittelbar  aus  110:4.  FBr  Letz- 
teres kann  man  folgenden  Gang  einschiagen;  Ist 
der  HObenpunct  a durch  gi_J_md  und  ml  I dg 
gefunden,  nnd  trifTt  die  von  ihm  auf  mg  ge- 
sogene Senkrechte  in  b,  auf,  so  hat  man  nach  110:6 

ml»-f-dl»  + gh,»  = id«  + lg*  + h,m* 
oder,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  i g*  -|-  m 1*  mit  Hülfe  des  pytbagorüizcben 
Lehrsatzes  addirt 

mg*  + md* -bgh,*  = dg’-j- mg*  + hl m*  oder  gh,*  — h,m*  = dg*  — md* 
Füllt  aber  die  Senkrechte  von  d auf  mg  in  h,  ein,  so  bat  man  nach  dem 
pytbagorüischen  Lehrsätze 

dg*  — gh,*  = md»  — h,  m*  oder  gh,*  — h,m*  = dg*  — md* 

also  muss 
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gh,*  — h,  m*  = g h,*  — h,  m’  oder  gh,  — b,  mz=gh,  — h,  m 
sein,  was  nur  mSglich  Ut,  wenn  b,  und  b,  zuaanuncnfallciL  — Um  endlich 
den  von  Euler  (Novi  Comnicnt  Petro]i.  XI)  ausgcBprocbcncn  merkwürdigen 
^ats  zu  erweisen,  verlkngerc  man  ab  Ober  b hinaus  um  bc  = */|  ab, 
und  verbinde  den  so  erhaltenen  Pnnct  c mit  e und  f : dann  ist  offenbar 
^)>ccco^adb  und  /^befcoAubg,  also  cc  ||  dh  und  fc  ||  gi,  also  c noth- 
wendig  Cenlnim  der  Ecken,  w.  z.  b.  w. 

XIII.  Das  Viereck  ond  VielecL 

119.  Dai  Tiereck.  Das  Viereck  ist  (81)  der  zwei  gemeinen 
Formen  (0,1)  und  (1,2)  mit  der  Winkelsumme  4 R,  und  der  über- 
schlagenen Form  (2,2)  mit  der  Winkelsumme  8 11  fähig.  Für  Con- 
gruenz  und  Achnlichkeit  vergl.  82,  — für  die  Fläche  im  Allge- 
meinen 117.  Speciell  für  das  gemeine  Viereck  ist  Letztere  (107) 
gleich  dem  halben  Producte  einer  Diagonale  in  die  Summe  der 
Entfernungen  der  Qegenecken  von  derselben,  — oder  gleich , dem 
halben  Producte  beider  Diagonalen  in  den  Sinus  ihres  Winkels. 

Ein  gemeines  Viereck  mit  zwei  parallelen  Gegenseiten  (Basen)  heisst 
Trapez*  und  seine  Fläche  ist  gleich  ihrem  arithmetischen  Mittel 
multiplicirt  mit  ihrem  Abstande.  Werden  auch  noch  die  beiden 
andern  Seiten  (Schenkel)  parallel,  und  daher  (80)  jede  zwei  Gegen- 
seiten gleich,  so  hat  man  ein  Parallelogramm  oder  Zeileck} 
jede  seiner  Diagonalen  hälftet  dasselbe  und  die  andere  Diagonale, 

— seine  Nebenwinkel  sind  supplementär,  seine  Gegenwinkel  gleich, 

— und  seine  Fläche  ist  gleich  dem  Producte  einer  Seite  (Grund- 
linie) in  ilue  Entfernung  von  der  Gegenseite  (Höhe).  — Ein 
gleichseitiges  Parallelogramm  heisst  Rhombus*  ein  gleichwinkliges 
Rechteck*  ein  gleichseitig-gleichwinkliges  Quadrat.  Die  Fläche 
des  Quadrates  ist  gleich  der  zweiten  Potenz ' einer  Seite , — im 
Rhombus  aber  halbircu  die  Diagonalen  die  Winkel,  und  stehen  zu 
einander  senkrecht 

Sehr  hkuflg  findet  man  angegeben,  es  seien  zwei  Vierecke  auch  congment, 
wenn  sic  4 Beiten  und  einen  Winkel,  oder  wenn  sie  3 Seiten  und  die  der 
4.  Seite  anliegenden  zwei  Winkel  gleich  haben.  Es  kilnnen  jedoch  diese  Satze 
schon  durch  blosse  Ansebaoung  zorUckgewiesen  werden;  denn  die  Vierecke 

ttßyd  und  a b c d haben  die  Selten 
ad  = ad,  d/  = dc,  yß^chj  ^osba 
und  die  Winkel  a = a,  — und  ebenso 
haben  die  Vierecke  abcd  und  AB  CD 
die  Winkel  a = Ä,  b=B,  und  die 
Seiten  ad=AD,  dc=DC,  cbz=GB, 
wie  es  jene  Sätze  fordern,  und  sind  doch  nichts  weniger  als  eongrnent  Es 
sind  also  jene  Sätze  nieht  allgemein,  sondern  nur  bedingt  richtig.  — Von 
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allen  Trapctun,  die  gleiche  Udbe  und  gleiche  Baeeu 
haben,  bealUt  dae  gleichschenklige  den  kleinsten 
Umfang;  denn  rieht  man  dg  |{  cb  und  eh  ||  af, 
so  haben  die  Dreiecke  a d g und  heb  bei  gleicher 
Basis  gleiche  Höbe , also  ist  (00)  he-)-eb<ad 
•j-  d g.  — Zieht  man  in  einem  Vierecke  ru  jeder 
Diagonale  eine  Parallele  durch  die  Mitte  der  andern,  und  verbindet  den 
Durcbschnittspunct  der  Parallelen  mit  den  Mitten 
der  Seiten,  so  zerfUlt  das  Viereck  in  4 gleiche 
Theile.  So  s.  B.  ist 

afeg = V,(abe-1-  nec) = Vt  + bcc) = */t  + bic)  = 

= Vt(abl  + alc)=i(abd-|-aod) 

vr.  r.  b.  w.  Es  soll  dieser  Sata  zuerst  von  Brune 
(Grelle  22)  mltgctheilt  worden  sein.  — HUdet  man 
die  Seiten  eines  Vierecks , und  verbindet  je  die 
Mitten  zweier  Nebenseiten  durch  Gerade,  so  ist  offenbar  das  so  entstehende 
Viereck  ein  Parallelogramm,  dessen  Selten  parallel  zu  den  Diagonalen  des 
erzeugenden  Vieiecka  und  gleich  ihren  Hälften  sind.  Mit  Benutzung  hiervon 
hat  man  aber  nach  104 : 4 

g.  + h.  = 2.[(|)’+(4)’]  = l(e.  + f.) 

oder:  In  jedem  Vierecke  ist  die  Quadratsumme  der  die  Mitten  der  Gegen- 
seiten verbindenden  Geraden  gleich  der  Hälfte  der  Quadratsumme  der  Diago- 
nalen. — Nach  derselben  Formel  hat  man  ferner 

a*  = (y  + y)‘ + C4  - X)«  - 2 (y -l- y)  (i- - X)  Oos  (180  - 9) 

b’  = (y-y)*  + 4-*)*-2(-|--y)(y-*)C08? 

c*  = (4  - y)«  + (-L  + X)«  - 2 (-1  - y)  (-i  + X)  Cos  (180  - v) 


d'  = (-|-  + y)‘  + (y  + »)*-2(|-  + y)4  + *)C<>»» 

also  durch  Addition 

a«  -f-  b«  -t-  0*  + d«  = e«  -I-  f»  -f  4 (y«  X*  — 2 X y Cos  y)  =:  e«  + f*  -I-  4 1« 
oder:  Die  Qnadratsunune  der  Seiten  eines  Vierecks  ist  gleich  der  Quadrat- 
snmme  seiner  Diagonalen,  vermehrt  um  dos  vierfache  Quadrat  der  die  Mitten 
der  Diagonalen  verbindenden  Geraden.  Aus  diesem,  schon  von  Euler  aus- 
gesprochenen Satze,  folgt  für  das  Parallelogramm,  wo  i = 0 ist,  spcciell:  In 
jedem  Parallelogramme  ist  die  Quadratsumme  der  Seiten  gleich  der  Quadrat- 
summe der  Diagonalen. 


1J.4.  Die  Tetragonometrie.  Statt  analog  der  Trigonometrie  eine 
eigene  Tetragonometrie  aufzustcllen , lassen  sich  die  Aufgaben  am 
Vierecke  bequemer  mit  Hülfe  der  erstem  auflösen,  Sind  z.  die 
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Winkel  a,  ß,  y,  S bekannt,  so  erhält  man  (vergl.  Fig.,  sowie  103; 
104:5)  um  b aus  a,  oder  a aus  b zu  bestimmen: 


b = a K'(f  4-  g + h)  (f  -t-  g — h) 


wo 


. Sin  y Sin  S 

Sin  (a  4-  y)  ^ Sin  (ß ä) 
angenommen  wurden. 


h = 2l'fgCos 


» — ß 


Nach  103  und  104 : 5 crhilt  man  zunkchst  aus  der  Figur 

X : a = Sin  y : Sin  (o  + f) 

y : a = Sin  d : Sin  4- 

b = V(x  +Y4  d)  (X  + y — d)" 
wo  d = 2 yx  y Cos 

und  hieraus  durch  EinfObrung  der  HDlfsgrüssen  2 so- 
fort 1.  — Für  eine  andere  betreffende  Aufgabe,  die  sog.  Potbenot’sche,  vergL 
217.  — Vergl.  auch  „St.  BiSraaen»  Introductio  in  tetragonometriam.  Hafiii» 
1780  in  8.“ 


IIK.  Einige  Eigenichaflen  dei  Parallelogrammee.  Verlängert  man 
zwei  Nebenseiten  eines  Parallelogrammes  so,  dass  die  Endpuncte 
mit  der  Gegeneckc  eine  Gerade  bilden  (s.  Fig.  1),  und  hält  den 
einen  Endpunct  (a)  als  Pol  fest,  so  beschreiben  (83,  89)  die  Ecke 
(c)  und  der  andere  Endpunct  (b)  ähnliche  Wege,  indem  bb'llcc' 
und  bb' : cc'  = ba : ca.  Es  beruht  hierauf  der  sog.  Slopctiaclinabel 
oder  Pantograph.  — Construirt  man  über  zwei  Seiten  eines  Drei- 
ecks Parallelogramme  (s.  Fig.  2),  und  verlegt  die  Verbindungslinie 
(a)  des  Durchschnittspunctes  der  Gegenseiten  und  der  gemeinschaft- 
lichen Ecke  an  die  dritte  Seite,  so  bestimmt  sie  (113)  mit  ihr  ein 
Summcnparallelogramm.  Sind  speciell  jene  Seiten  Katheten  und  die 
Parallelogramme  Quadrate,  so  erhält  auch  das  Summenparallelo- 
gramm über  der  Hypotenuse  diese  letztere  zur  Höhe,  so  dass  auf 
diese  Weise  der  sog.  pythagoräische  Lehrsatz  (93)  neuerdings  er- 
wiesen wird. 


tVenn  b c a gerade  lat,  so  verhUt  eich 

be:ec=:bd:da 
^ also  verhüt  sich  auch 

b'c':  e'c'  = b‘d':d‘a 
folglich  ist  b'c'a  noch  gerade.  Somit  hat  man 
o'  b c ; b a = b e : b d = b'  e' : b'  d'  = b'  o' : b'  a 
oder  es  ist  c o'  ||  b b'.  Endlich  bat  man 

bb':cc‘  = ba:ca  = bd:ed  = da:fa 
. z.  b.  w.  Um  letztere  VerhUtnlssc  beliebig  abtndem 
SU  können,  sind  gewöhnlich  die  Silbe  bd,  da,  ec  und  cf  mit  einer  Reihe 
eqnidistanter  Löcher  versehen,  in  welche  bei  e und  f Stifte  gesteckt  werden. 
Oft  wkhit  man  auch  den  Punct  c als  Pol,  in  welchem  Falle  sodann  a und  b 
khnliobe  Wege  beschreiben.  Die  Idee  dieses  sur  VeijOngung  von  SUhopetten, 
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Pl&nen,  etc.  sehr  bequemen  Inetrumentee  gnb  etw»  1003  der  Jesuit  Christoph 
Scheiner  (Wsldu  in  Schwaben  1675  — Neisse  1650;  Professor  der  Mathe- 
matik *u  Freiburg  i.  B.  und  Ingolstadt,  suloUt  Rector  des  Jesuitencolleginma 
SU  Neisse);  auch  beschrieb  er  dMselbe  splter  in  einer  eigenen  Schrift 
„Pantographice  sen  ars  deilneandi  res  quMÜbet  per  parallelogrammnm  lineare 
neu  oavum,  mechanicum,  mobile.  Rom*  1681  in  4.“  Seither  ist  der  ursprün|f“ 
lieh  nur  ans  hölzernen  Baben  bestehende  Pantograph  vielfach  umgestaltet 
worden,  wofür  z.  B.  „Georg  Friedrich  Parrot  (Mömpeigard  1767  — Helsing- 
fors  1862 ; Professor  der  Physik  zu  Dorpat  und  spüter  Academiker  in  Peters- 
burg), Descrlption  d’un  nouveau  pantographe  (M6m.  de  Pitersb.  1831),  — 
D.  Kaen.  Abbildung  zweier  vervollkommneter  Pantographen.  Quedlinburg 

1866  in  8, etc.“  verglichen  werden  können.  — Für  den  Beweis  des  Satzes 

vom  Summenparallelogramm  genügt  wohl  ein  Blick  auf 
die  beistehende  Figur.  Für  den  sog.  pythagorlisohen 
Lehrsata,  dessen  Erfindung  Pythagoras  nach  einer 
zwar  wohi  (vergl.  93)  irrigen  Sage  mit  einem  Opfer 
/ 7 von  hundert  Ochsen  feierte,  so  dMs  (nach  Iilchtenberg) 

^ ' seit  dieser  Zeit  bei  jeder  grossen  Erfindung  alle  Ochsen 

zittern , — hat  man  nach  und  nach  alle  möglichen  Beweise  aufgestellt,  wofür 
z.  B.  auf  „Joh.  Joseph  Ignatz  HolTinanD  (Mains  1777;  Professor  der  Mathe- 
matik und  Physik  zu  Asehaffenburg) , Der  pythagoriische  Lehrsatz  mit  32 
Beweisen.  Mainz  1819  in  4.  (2.  A.  1821)“  verwiesen  werden  kann.  Hier 
mögen  nur  noch  zwei  dieser  Beweise  gegeben  werden,  die  beide  dM  gemein- 
schaftliche haben,  dMS  die  Quadrate 
der  Seiten  des  rechtwinkligen  Drei- 
eckes wirklich  dargestellt  sind : Bei 
dem  Einen,  durch  ganze  Linien  ange- 
denteten  Beweise  sind  die  drei  Qua- 
drate so  ln  Stücke  zerlegt,  daM  die  mit 
gleichen  Nummern  versehenen  Thelle, 
wie  man  ohne  Mühe  nachweisen  kann, 
congruent  sind.  ■—  Bei  dem  Andern, 
durch  pnnctirte  Linien  angedeuteten 
und  schon  von  Euklid  gegebenen  Be- 
weise ist  zu  zeigen,  dass  b a d jS  c a e 
und  baisebh,  und  dMS  je  die 
ersten  Dreiecke  die  Hülften  der  Ka- 
thetenqnadrate , die  zweiten  aber  die 
Hälften  der  Rechtecke  afge  und  bfgh 
sind,  in  welche  dM  Hypotenusenquadrat  durch  die  zur  Hypotenuse  Senk- 
rechte cg  zerfällt  wird.  Dass  sich  die  Hülfslinien  al,  bd  und  cg  wirklich 
in  Einem  Pnncte  k schneiden,  kann  (vergl.  Ornnert’s  Archiv  IV  112)  leicht 
naebgewiesen  werden. 

116.  Du  Tierseit  und  die  harmonigehe  TheilHng.  Sind  (s.  Fig.  1) 
a,  b,  C,  b vier  Puncte  einer  Geraden  A,  nnd  a,  b,  c,  d die  von 
einem  Puncte  B nach  ihnen  führenden  Strahlen,  so  findet  man  (103) 
die  Proportion 

Q b a b _ Sin  (a,  b)  _ Sin  (a,  d)  ^ 

b c ■ b c Sin  (b,  c)  ■ Sin  (d,  c) 


Digilized  by  Google 


158 


— Das  Viereck  nnd  Vieleck.  — 


SO  dass,  wenn  die  einen  4 Elemente  sieh  gleich  bleiben,  auch  das 
den  andern  entsprechende  DoppelvcrhSltniss  gleich  bleibt  Werden 
die  Doppelverhältnisse , wie  z.  B.  für  ob  = bc  und  bb  = oo,  oder 
für  (a,  b)  = (b,  c)  und  (b,  d)  = 90"  gleich  der  Einheit,  so  heissen 
die  Puncte  und  Strahlen  barmoniscb«  und  entsprechend  heisst 
eine  durch  einen  innem  und  äussem  Theilpunct  in  gleichem  Ver- 
hältnisse getheilte  Distanz  taarmoiilsch  gelbelll»  So  z.  B.  wird 
(109)  jede  der  drei  Diagonalen  eines  Vierseits  (s.  Pig.  2;  z.  B.  ac) 
durch  die  beiden  übrigen  (ge  und  h i)  in  gleichem  VerliiUtnisse 
(ab:bc  = ad:dc)  oder  harmonisch  geschnitten.  Allgemeiner  steht 
das  Pnnctenpaar,  in  welchem  zwei  Diagonalen  eine  Transversale 
schneiden,  zu  den  zwei  Punctenpaaren , welche  die  von  den  beiden 
übrigen  Ecken  ausgehenden  Seiten  auf  derselben  bilden,  in  ln« 
volulion. 


Die  wechaelseltigeii  Beziehungen,  welche  (76)  zwischen  den  Elementen 
einer  Geraden  und  eines  Strahlenbflschd’s  bestehen,  kSnnen  ofTenbu  fest- 
gebalten  worden,  wenn  wir  die  beiden  Gebilde  aus  ihrer  ursprünglichen  oder 
sog.  perapectivlaeheii  Lage  in  eine  andere  gegenseitige,  eine  sog.  schiefe 
Lage  versetzen , — nur  llsst  sich  in  letzterm  Falle  (wo  nun  eben  nicht  mehr 
jeder  Strahl  durch  den  ihm  entsprechenden  Punet  geht)  zu  einem  Elemente 
des  einen  Gebildes  das  ihm  entsprechende  Element  des  andern  QebUdes  nicht 
mehr  unmittelbar  finden,  wohl  aber  mit  HOlfb  der  durch  MuUiplication  der 
Proportionen 

a b : b = Sin  (a,  b)  : Sin  9 
b :bc  = 8in^  :Sin(b,c) 
d ; a b = Sin  <f  : Sin  (a,  d) 
cb;d  = Sin  (c,  d)  : Sin^ 

entstehenden  Proportion  1,  welche  das  Wesen  dieser 
gegenseitigen  Beziehung  oder  sog.  Projeetlvität  der  beiden  GobUde  in  sich 
fasst  Sie  zeigt  uns  nimllch,  dass,  wenn  man  sich  irgend  drei  Elementen- 
paare:  aa,  6b,  ce  entsprechen  lasst,  zu  jedem  vierten  Elemente  b oder  d 
des  einen  Gebildes  dos  ihm  entsprechende  vierte  Element  d oder  b dos 
andern  Gebildes  gefunden  werden  kann ; denn  setzen  wir 

ab.Sin(c,  b).Sin(a,  d)  c b . a b . Sin (a,  b) 

^ cb.Sin(c,  d)  Sin(a,  b)  **  C b . a b . Sin  (c,  b) 

so  dass  im  erstem  Falle  q,  im  zweiten  p nur  bekannte  GrSssen  enthalt,  so 
folgen  aus  1 

ob  oc-j-cb  , . OC 

Tir=-T^  “'=7^ 

Ctg(c,d)r-‘>-^"»>-°)-  • 


p = 


_ Sin  (a,  d) 
Sln(c,  d) 


q = 


Sin  [(a,  c)-f  (c,d)] 
8in(c,  d) 


Sin(a,  c) 


Ferner  zeigt  uns  1,  dass  immer  zwei  Elemente  jedes  Gebildes  auf  gleiche 
Weise  Vorkommen;  o und  c,  6 und  b,  a und  c,  b und  d.  Man  nennt  solche 
Elemente  sich  sugeordnet.  und  es  sind  daher  die  entsprechenden  Elemente 
von  zugeordneten  Elementen  ebenfalls  einander  zngeordnet  Da  endlich  jene 
Proportion  keine  Grösse  enthalt,  welche  die  gegenseitige  Lage  der  beiden 
Gebilde  bestimmt,  und  kein  Verhaitnlss  einer  Proportion  gleich  bleiben  kann, 
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nbu  dass  das  andere  auch  gleich  hleibc,  sn  haben  wir  den  merkwOrdigen, 
schon  im  Texte  angedcuteten  und  von  Sleincr  stierst  ausgesprochenen 
Doppelsatx;  'Wenn  die  vier  Strahlen  a,  b,  c,  d ihre  gegenseitige  Loge  nicht 
verlndem , so  schneiden  sie  jede  Transversale  so  in  vier  Puncten , dass  ein 
gewisses  Doppelverhiltniss  ihrer  Entrernungen  unverllndert  bleibt,  — wenn 
dagegen  die  vier  Punetc  a,  h,  c,  b ihre  Lage  nicht  verändern,  so  bilden  jede 
vier  Strahlen  eines  Büschels,  welche  durch  diese  Punctc  gehen,  solche  Winkel 
mit  einander,  dass  ein  gewisses  Doppelverhlltniss  ihrer  Sinuszahlen  unver- 
ändert bleibt.  — Von  diesem  Satze,  dessen  ersten  Theil  allerdings  Papfios 
schon  kannte,  wollen  wir  auf  den  uns  vorzüglich  wichtigen  speeielleii  Fall 
Obergehen,  wo  dos  Doppclverhällnlss  der  Distanzen 


— I 

ab  ■'  cb'~ 


oder 


ab:ab  = ab  — Qc:ac  — ab 


wird,  also  die  Distanzen  der  4 Punctc  eine  harmonische  Proportion  cingchen, 
um  deren  willen  die  Pnncte  seihst  harinoniaclie  Pnnete  heissen,  während 
man  das  für  sie  specicll  gleich  der  Einheit  werdende  Doppelverhältniss  im 
Allgemeinen  das  aDharmonlache  Verbiltnlaa  genannt  hat.  Olcichzeitig 
wird  auch  das  Doppelverhältniss  der  Sintiszahlcn 


Bin  (a,  b)  Sln(c,b) 


= 1 


Bin  (a,  d)  Bin(c,d) 

Die  Strahlen  erhalten  entsprechend  den  Namen  haroiODiache  StrablcDt  — 
2 und  3 ziehen  sich  in 

ac.cb  „ Sin  (n,  c)  . Sin  (c,  b) 


Cb  = - 


Tg(e,d)  = - 


6 


ab  — cb  ain(^a,  bj  — Sin  (c,  b)  . Cos  (a,  c) 

zusammen,  und  der  obige  Doppelsntz  kann  jetzt  folgendermassen  ausgesprochen 
werden;  Jede  vier  harmonisclicu  Strahlen  schneiden  jede  Transversale  har- 
monisch , — und  wenn  irgend  ein  Punct  mit  vier  harmonischen  Puncten  ver- 
banden wird,  so  entstehen  dadurch  vier  harmonische  Strahlen.  — Setzen  wir 

0 b = — ^ i,  so  folgt  noch  6 


.v_  ac(ac  — 2 J) 

4d 


und  hieraus  ergibt  sich  für  d='/,  ac  sofort  cb  = 0 und  bc  = 0,  — fBr 
J = — dagegen  cb  = — ac  und  ab  = 0.  Wenn  daher  ein  Punct  b mit 
einem  der  einander  zugeordneten  Puncte  a und  c zusammenflUlt,  so  fällt  auch 
der  ihm  zugeordnetc  vierte  harmonische  Punct  b mit  demselben  zusammen. 

Setzen  wir  endlich  d = 0,  so  wird  cb  = <x>  und  ab  = -^  = bc.  Wenn 

daher  ein  Punct  b die  Distanz  zweier  zugeordneten  Puncte  a und  c hälftet, 
so  liegt  der  ihm  zugeordnete  vierte  harmonische  Punct  b im  Unendlichen. 
Verbindet  man  somit  eine  Drciccksecke  mit  der  Mitte  der  Gegenseite,  und 
zieht  durch  die  Ecke  eine  Parallele  zur  I.ictztern,  so  bilden  diese  beiden 
Linien  mit  den  zwei  übrigen  Dreieckssciten  vier  harmonische  Strahlen.  — 
Aus  6 folgt 


Tg(b,d)  = Tg[(b,o)-f  (c,d)]  = 


2 Sin  (a,  b)  . Sin  (b,  c) 


Bln[(a,  b)  — ^b,  c)J 

Setzen  wir  hier  (a,  b)  =:  (b,  c),  so  folgt  (b,d)  = 00®.  Wenn  somit  ein  Strahl 
b den  Winkel  zweier  einander  zugeordneter  Strahlen  a und  c hälftet,  so 
steht  der  Ihm  zugeordnete  vierte  harmonische  Strahl  d zu  ihm  senkrecht.  — 
Schreibt  man  den  Transvcrsalensats  (100)  für  die  Dreiecke  acb,  agc,  hgc 


Digitized  by  Google 


IßO 


— Da*  Viereck  und  Vieleck.  — 


•V'\ 

f 1* 

/ 


k*. 


•V.  . 


und  die  Tranaveraalen  gb,  hd,  al  anf,  *o  erhUt  man  die  Olelchbelten 

ab.ee.hg  = bo.eh.ga 
cd. ab. gl  = da.hg.le 
ga  . he  . c 1 =:  ah  . eo  . lg  , 

X 

ab.cd  = bc.ga  • 

n.  I.  b.  w.  Auf  diesen  merkwürdigen  Batz,  an 
^ welchem  man  schon  ln  den  Sammlungen  von 
Fa|i|ioa  (LIb.  VII,  prop.  131)  ein  Analogon  ftndet,  hat  Htciner  ln  seinen 
„Oeometrischen  ConstnicUoncn.  Berlin  1833  in  8.“ 
die  LCsung  mehrerer  Aufgaben  durch  blosse  An- 
wendung de*  Lineals  gegrOndet:  Soll  sn  den 
drei  Puncten  a,  b,  o der  o augeordnete  vierte 
harmonische  Punct  d gefunden  werden,  so  aieht 
man  ae,  ag  und  cf  beliebig,  — sodann  bf 
und  b e , — endlich  h g,  welche  ln  dem  ge- 
suchten Puncte  d elnschneldeL  — Soll  an  drei 
Strahlen  a,  b,  o der  c sugeordnete  vierte  har- 
rooiiiache  Strahl  d gefunden  werden,  so  zieht 
man  durch  einen  beliehigen  Punct  e in  e zwei 
Beliebige  fg  und  hi,  — dann  die  Verbindungs- 
linien f h und  lg,  die  sich  ln  k schneiden, 
und  damit  d bestimmen.  — Soll  au  der  Geraden 
a b durch  c eine  Parallele  gesogen  werden , ao 
trügt  man  auf  ab  irgend  zwei  gleiche  Distanaen 
sd  = db  ab,  — siebt  ac  und  bc,  — von  a 
ans  die  Beliebige  ae,  — dann  de  und  endlich 
bf,  welche  ne  ln  dem  Puncte  g schneidet,  der 
mit  e die  Parallele  bestimmt.  — Soll  durch 
einen  Pnnct  e eine  Gerade  ei  gezogen  werden, 
welche  mit  zwei  gegebenen  Geraden  ab  und 
cd  ln  demselben  unzugüngUchen  Puncte  o zu- 
sammentrifll , se  ziehe  man  durch  e zwei  Be- 
liebige b g und  d f , — von  dem  dadurch  be- 
stimmten b die  Beliebige  ha,  — endlich  fc  und 
ag,  welche  eich  in  dem  Puncte  1 schneiden, 
der  mit  e die  verlangte  Gerade  bestimmL  — Etc. 
— Die  von  h (Fig.  8)  ausgehenden  4 Strahlen 
ha',  ha",  ho',  h d'  werden  einerseits,  und  die 
von  g ausgehenden  4 Strahlen  ga',  ga",  gh', 
g o " werden  anderseits  von  den  Transversalen 
° a' d'  und  ai  ao  geschnitten,  das*  nach  dem 

Stelnepschen  Hauptsätze  die  anharmonlschen  VerhUtnisse 

a'o'  a'd'  ae  ai  , a'b'  a'e"  ae  *1 

a"c'  ' a"d'  a"e  ■ *"l  '***  *"b'  " *"o"  ~ *"e  ’ *"1 


werden;  also  bat  man 


a'd' 


a'b' 


a"c'  a"d'  ~ *"b'  ■ *"o" 
oder,  wenn  der  Sjrmmetrie  wegen  d'  durch  b"  ersetzt  wird, 

a'  b' . a'  b" : a'  c' . *'  c"  = *"  b' . a"  b"  : *"  c' . a" . c' 


lO 
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und  g&nc  ebenso  werden  die  Betiebangen 


b'  e' . b'  c*' : b'  e' . b'  =r  b'^  c* . b" 
. c*  : c*  b* . c'  b“  ~ c**  h* . c^' 


':b''a‘.b"a"  It 

’ : c"  b'.c“b“  1« 

gefunden.  Von  diesen  Beslchnngen  zwischen  den 
Distanzen  der  drei  Punctenpaare 

a‘,  a"  b',  b“  c',  c" 

ist  die  erste  von  Odrard  D^snr^es  (Lyon 
1593?  — Lyon  1663?;  erst  Üf6cler,  dann  als 
Privatmann  in  Paris  oder  auf  einem  Landgute  bei 
Condrioux  lebend)  als  Definition  für  ihre  sog. 
InvalBtion  gegeben  worden.  Da  aber  die  von  h ausgehenden  4 Strahlen 
ha',  hb',  hc',  hb"  einerseits,  und  die  von  i ausgehenden  4 Strahlen  ia", 
Ib',  le",  ib"  anderseits  von  den  Transversalen  a' d'  und  gb  auch  so  ge> 
schnitten  werden,  dass 

a'c'  a'b"  ge  _ gf  a"  c"  b"c"  _ ge  gf 


b'b' 


b'f 
a'  c'  a'  b" 
’b'o 


a"  c" 
a"  b'~ 


'b' 
b"  c 
' T'  b 


b"b' 


' e 


b'f 


u 


b'  b" 

so  lassen  sich  10 — 12  auch  durch 

a'  c' . b'  a"  . c"  b"  = c'  b' . a"  c"  . b"  a' 


fS 


nnd  die  analog  gefundenen  Qleichheiten 


b'  a' 
c'b' 


. c'  b"  . 


a«  c"  = a'  c'  . b"  a"^  c"  . b'  14 

a<  c"  . b"  a"  = b'  a' . c"  b"  . a"  . c'  !■ 

ersetzen,  welche  somit  ebenfalls  als  Bedingungen  der  Involution  angesehen 
werden  kOnnen,  und  (da  sie  Olcichheiten  der  Producte  von  nicht  an  einander 
liegenden  Abschnitten  enthalten)  zugleich  begreiflich  machen,  wie  man  dazu 
kommen  konnte,  der  Involution  von  6 Pnncten  einer  Geraden  eine  Involntlon 
der  Dreieckaecken  und  gewisser  Theilpnncte  der  Seiten  (106,  110)  gegenOber- 
zustellen.  Dass  endlich,  wenn  man  einen  Pnnct  mit  6 in  Involntion  stehenden 
Pnncten  einer  Geraden  verbindet,  auch  die  so  erhaltenen  Strahlen  in  lnvo> 
Intion  genannt  werden,  dass  zwischen  den  Sinus  ihrer  Winkel  entspre^ende 
Relationen  bestehen,  dass  sie  jede  andere  Gerade  wieder  in  6 Pnncten 
schneiden,  welche  in  Involntlon  sind,  etc.,  liest  sich  mit  Hülfe  von  1 und 
10 — 13  oder  13 — 15  ebenfalls  sehr  leicht  nachweisen.  — Für  die  sog.  nenere 
Geometrie,  welche  theils  durch  Obiges,  thells  durch  einiges  beilluflg  spiter 
Mitgetheilte  ln  ihren  ersten  Elementen  reprlsentirt  wird,  vergl.  nCkmat, 
G4om4trle  de  position.  Paris  1803  ln  4.  (Deutsch  von  Schumacher,  Altona 
1807—1810,  3 Bde.  ln  8 ),  — P«ncelet,  Traitl  des  propridtda  projectives 
des  flgnres.  Paris  1823  in  4.  (2  4d.  1865 — 1866,  3 Vol.  in  4.),  und:  Appli- 
cations d’analyse  et  de  g^omdtrie.  Paris  1863  — 1864  , 2 Vol.  in  8. , — 
Jak.  Steiner,  Systematische  Entwicklung  der  Abhlnglgkeit  geometrischer 
Gestalten  von  einander.  Erster  (upd  einziger)  Theil.  Berlin  1833  in  8.,  — Frans 
Seldewite  (Erfurt  1807  — Heiligedstadt  1852;  Lehrer  in  Helligenstadt),  Das 
Wesen  der  involntorischen  Gebilde  in  der  Ebene.  Heiligenstadt  1846  ln  8.,  — 
Karl  Georg  Christian  von  Staudt  (Rothenburg  1798  — Erlangen  1867;  Pro- 
fessor der  Mathematik  zu  Nürnberg  und  Erlangen),  Geometrie  der  Lage. 
Nürnberg  1847  in  8. , und : Beitrlge  zur  Geometrie  der  Lage.  Nürnberg 
1856 — 1860  , 3 Hefte  in  8.,  — Christoph  Paulus,  liehrer  der  Mathematik  an 
Ludwigsbnrg;  Grundlinien  der  neuem  Geometrie.  Stuttgart  1858  in  8.,  — 
Benjamin  Witsaebei  (Oschati  1833  — Dresden  1860;  Lehrer  zu  Zwtekan 
Wolf,  HuiUnMa.  L 11 
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und  Dresden),  Grundlinien  der  neuem  Geometrie.  Leipsig  1858  in  8.,  — W. 
BlomberKcrt  GrundsOge  einiger  Theorieen  aus  der  neueren  Geometrie  in 
Ihrer  engeren  Beiiehnng  auf  die  ebene  Geometrie.  Halle  1858  in  8.,  — Karl 
Theodor  Rejre  (Hannover  1838;  Professor  der  Mathematik  am  schweUerischen 
Polytechnikum),  Die  Geometrie  der  Lage.  Hannover  1866 — 1868,  2 Abtb.  in  8 , 
— Jak.  Steiner«  Vorlesungen  Ober  synthetische  Geometrie.  Uerausgegebeji 
von  Karl  Friedrich  Geiser  (Langenthal  1843,  Docent  der  Mathematik  am 
schweizerischen  Polytechnikum)  und  Heinrich  Eduard  Sciireter  (Königsberg 
1829;  Professor  der  Mathematik  zu  Breslau).  Leipzig  1867,  2 Tb.  in  8.,  — 
Job.  Heinrich  Ulrich  Vitalis  PfafT  (Erlangen  1824;  Professor  der  Mathematik 
ln  Erlangen),  Neuere  Geometrie.  Erlangen  1867,  2 Th.  in  8.,  — Heinrich 
Gretsebel«  Lehrbuch  zur  EinfUhmng  in  die  organische  Geometrie.  Leipzig 
1868  ln  8.,  — etc.“,  — sowie  fOr  praktische  Verwerthung  derselben  die  schon 
89  citirto  „Graphische  Statik“  von  Cnimann.  — Anhangsweise  mag  noch 
beigefügt  werden,  dass,  wenn  man  in  l:ah  = a,  6c=zx,  cb  = b,  (a,  b)  = 

(b,  c)  = /9  und  (c,  d)  setzt,  die  Beziehung 


a _ a -f-  b -f-  * 8it>  o . («  -\-ß-hr) 

X ' b Sin  ß ’ bin  y 

hervorgeht,  und  hieraus  folgt  (wie  ich  1843  in  Gruncrt's  Archiv  m 444 
zeigte),  wenn  


Tg9=- 


gesetzt  wird. 


Sin  ß.  Sin  (a  -|- 
Sin  a . bin  y 


L±rl 


. a b 


a + b 

Cos  f 


.Sin* 


lO 


eine  Formel,  welche  das  zwischen  zwei  messbaren  Theilen  a und  b einer 
Geraden  liegende  unmessbare  Stock  x finden  lehrt,  indem  man  von  einem 
seitlichen  Punctc  (B)  die  entsprechenden  scheinbaren  Distanzen  a,  ß,  y misst 


117s  Das  Tieleck.  Ein  Vieleck  kann  man  sich  seiner  Fläche 
nach  durch  Drehung  einer  Geraden  von  veränderlicher  Länge  ent- 
standen denken:  Man  wählt  irgend  eine  Ecke  als  Pol,  eine  der 
durch  sie  gehenden  zwei  Seiten  als  Ausgangslage,  die  zweite  als 
Endlage  der  erzeugenden  Geraden,  und  dreht  nun  die  Erzeugende 
BO  um  den  Pol,  dass  ihr  Endpunct  den  Umfang  des  Vielecks  durch- 
läuft, — wobei  ein  Drehen  in  entgegengesetztem  Sinne  offenbar 
negativen  Räumen  entspricht.  Da  hiernach  jedes  Vieleck  durch  eine 
algebraische  Summe  von  Dreiecken  dargestellt  werden  kann,  so 
verhalten  sich  (107)  ähnliche  Vielecke  wie  die  Quadrate  homologer 
Seiten. 


Einige  Beispiele  werden  hinreichen,  die  im  Texte  gegebene  Vorschrift  zur 

Bestimmung  der  FlOebe  Irgend 
einer  Figur  zu  verdeutlichen: 
Wühlt  man  bei  I,  II,  III  je  s, 
f,  k als  Pol,  und  ab,  fg, 
k 1 als  Ausgangslago  der  er- 
zeugenden Geraden , so  ist 
offenbar  nach  Jener  Vorschrilt 
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I = nbc-j-nod-|-nde 
II  = fgh  — fhi  = fgp  — phl 
III  = klm  — kmn  -f-  kno  =r  klmq  -f"  noq 
Zu  denselben  ResnUaten  gelangt  man  auch,  wenn  man  einen  Funct  die  innere 
Seite  (vergl.  78)  des  die  Figur  bildenden  Zuges  durchlaufen  lässt,  und  die 
dabei  umschlossenen  Thcile  als  negative,  die  Übrigen  als  positive  Flächen  In 
Rechnung  bringt.  — Ein  erster,  der  obigen  Darstellnng  nahekommender,  mir 
aber  erat  kürzlich,  nachdem  ich  schon  seit  bald  drei  Decennien  meine  Methode 
benutzt  hatte,  bekannt  gewordener  Versuch,  die  Fläche  in  einer  alle  Figuren 
beherrschenden  Weise  zu  ermitteln,  findet  sich  in  „Albrecht  Ludwig  Friedrich 
iHelatcr  (Hohenlohe  1724  — OSttingen  1788;  Professor  der  Philosophie  und 


Mitglied  der  Aesdemie  in  OSttingen),  Oeneralia  de  gencsi 
figurarum  planarum,  et  Inde  pendentibus  earum  aflectlo- 
nibns  (Novl  Comment.  8oc.  Gotting.  Tom  I.  1771)“.  — 
Ein  Vieleck  kann  mit  Hülfe  von  107  der  Fläche  nach 
leicht  in  ein  Dreieck  verwandelt  werden,  wie  beistehende 
Figur  zeigt,  in  der  das  Fünfeck  abede,  indem  b durch 
bf||ca  und  d durch  dg||cc  in  die  Verlängerung 


von  a e gebracht  wurden , in  ein  eben  so  grosses  Dreieck  feg  nmgesetzt 


worden  ist 


118.  Die  PoIygODOmetrie.  Bezeichnen  ai  ü2  . . . Bq  die  Seiten, 
«1  aj  . . . 0n  die  Drehwinkel  eines  n-Ecks,  X|  jj,  Xj  jj?  • • • tcd  Jn 
die  Coordinaten  seiner  Ecken  in  Beziehung  auf  a|  als  Abscissenaxe 
und  den  Anfangspunct  von  B]  als  Pol,  endlich  r die  Anzahl  der 
Umdrehungen,  so  hat  man  (94) 

xi  = a,  xj  = X,  -f-  Bz  Cos  «,  xj  = xj  + Bj  Cos  (a,  + oj) . . . 

Xn  = Xn— I an  Cos  («j  -f-  «3  . -p  <*n-l) 

7l  = 0 72  = az  Sin  «,  Js  = 7*  + «3  Sin  («,  + oj)  • • • 

. y n = 7n-l  -f-  A n Sin  («i  + «z  + • • • “H  ®n-I ) 

und  daher  je  durch  Addition,  da  Xn  = 0 = y„  sein  muss, 
o = Uj— t-az  Cos  ai-f-Bj  Cos  (tzi— Hotz)  “P  • • • ®n  Cos  (oi— H - . .~j"  ®n— 1)  1 
0=  az  Sin  ai-|- 03  Sin  (ai-f-oz)  “f“.. .“pan  Sin  (uj+. . .-f- «n— 1)  ® 
und  (80)  4r  R = Ä|-f- o(2“l“ tt3“f“ - . .~i~Un  8 

welches  die  Grundformein  der  Polygonometrie  sind,  aus  denen  sich 
auf  ähnliche  Weise  Formeln  zur  Berechnung  einzelner  Elemente 
berleiten  lassen , wie  diese  aus  den  entsprechenden  Grundformeln 
(103)  in  104  für  das  JDreieck  geschaL 

Auf  die  Ableitung  der  Formeln  1 — 3 dürfte  es,  nach  dem  im  Texte  darüber 
Oegebenen,  unnSthig  sein,  zurückzukommen.  Dagegen  mag  einerseHa  in  Be- 
ziehung auf  ihren  Gebrauch  theils  auf  eine  entsprechende  Entwicklung  in  32^ 
hingewiesen,  theils  folgende  directe  Anwendung  gemacht  werden : Bringt  man  > 
in  1 und  3 Je  das  Glied  mit  a.  auf  die  andere  Seite  des  Gleichheitszeichens, 
quadrirt  und  addirt,  so  erhält  man  nach  ganz  einfacher  Rednetion  die  104 : 4 
analoge  Formel 

U» 
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= a, + 2 a,  «,  CoB  a,  -f  ^ <^i  ‘s  CoB  a,  + 

-f  2 a,  a,  CoB  (o,  + a,)  -f-  • • ■ + 2 a^  a^  Coa  (o^  -f-  + • • • + o^_,) 

+ + *‘.-3-*.-lCoBo,_j  4 

eine  Formel,  welche  offenbar  die  Aufgabe  ISat,  aua  (n  — 1)  Seiten  und  den 
(n  — 2)  von  ihnen  eingescblosBenen  Winkeln  die  n»  Seite  au  berechnen.  — 
Anderseita  iat  in  erwihnen,  dass  die  Formeln  1 und  2 auerst  von  Andern 
Johann  Lexell  (Abo  1740  — Petersburg  1784;  Professor  der  Mathematik  und 
Mitglied  der  Academie  zu  Petersburg)  in  verschiedenen  Abhandlungen  ,.De 
resolutione  polygonorum  rectilineornm  dissertatio  1 et  2 (Novi  CommenL  Petrop. 
19—20,  1776 — 1776)“  und  „Two  theorems,  by  whlcb  the  solution  of  polygonn 
will  be  M easy  as  that  of  triangles  by  common  trigonometry  (Phil.  Trans. 
1776)  aufgestellt,  und  bald  darauf  auch  von  Simon  Lhniiler  in  seiner  schon 
108  erwähnten  Polygonomctrie  gegeben  wurden. 


XIV.  Das  centrische  Vieleck  und  der  Kreis. 


119.  Oie  nach  den  Ecken  centriscIieD  Tielecke.  Findet  sicii  zu 
einem  Vielecke  ein  Punct,  der  von  allen  Ecken  denselben  Abstand 
hat,  so  heisst  es  centrUch  nach  den  Ecken,  der  Punct  MlltelB 
pnnct  der  Ecken  und  der  gleiche  Abstand  Radius.  Zerlegt 
man  es  vom  Centrum  aus  durch  Radien  und  Senkrechte  in  2 n Drei- 
ecke, so  sind  jede  zwei  an  derselben  Seite  liegenden  Dreiecke  con- 
gruent,  und  alle  Seiten  halbirt.  Bczeicimen  a und  b zwei  Neben- 
seiten  und  B ihren  Winkel,  so  kann  man  nach 
, a* -f  b^  — 2ab  . Cos  B 
^ 4Sin^B 

den  Radius  berechnen. 


Ist  0 das  Centrum  der  Ecken  A,  B,  C, ...  so  hat  man 

„ AOCz=(t80"-2.ABO)-|-(180»  — 2 OBC) 

c=360»  — 2B 


•'  h\r  / 

und  daher 

' f A \ / 

AC 

a«  + b»  — 2abCosB 

K b 

~\281uB/  " 

4 Bin*  B 

ISO.  Die  nach  den  Seiten  centrischen  Vielecke.  Findet  sich  zu 
einem  Vielecke  ein  Punct,  der  von  allen  Seiten  denselben  Abstand 
hat,  so  heisst  cs  centrUch  nach  den  Seiten,  der  Punct  Mlttei- 
pnnct  der  Seilen,  und  der  gleiche  Abstand  Apolhema.  Zerlegt 
man  es  vom  Centrum  aus  durch  Apothema’s  und  Verbindungslinien 
mit  den  Ecken  in  2 n Dreiecke , so  sind  jede  zwei  an  derselben 
Ecke  liegenden  Dreiecke  congruent  und  alle  Winkel  halbirt  Ueber- 
diess  ist  die  Fläche  gleich  dem  halben  Umfange  multiplicirt  mit 
dem  Apothema,  und  wenn  a eine  Seite,  A und  B aber  die  an- 
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liegenden  Winkel  bezeichnen,  so  kann  das  Apothema  nach 

a . Sin  . Sin  ~ 


Sin 


B 


berechnet  werden. 

Ist  O das  Centrum  der  Beiten  a , b , . . . , so  hat  man 
0 


oder  also 


a=«(ctgA+cte-®) 


a-SlnA.ßinA 


Bin 


A + B 


Fenier  ist  die  Fliehe 
w.  I.  b.  w. 


F — — 4-AL4.  — » + »)  + ••• 

2^3^  2 


ISl»  Die  centriichen  Vielecke.  Findet  sich  zu  einem  Vielecke 
ein  Punct,  welcher  Centrum  seiner  Ecken  und  seiner  Seiten  ist,  so 
heisst  es  centrlscb,  und  die  von  diesem  Mitteipnncte  mit  den 
einzelnen  Seiten  bestimmten  Dreiecke,  die  sog.  Bestimmungs- 
dreleckey  sind  (119,  120)  sämmtlich  congruent,  — folgUch  ist  das 
centrische  Vieleck  regelmässig.  — In  dem  regelmässigen  n-Ecke 
von  einfacher  Umdrehung  bestehen  zwischen  Winkel  (W),  Seite  (S), 
Uadius  (R)  und  Apothema  (A)  die  Beziehungen 


90° 

Ist  ferner  in  dem  gleichschenkligen  Dreiecke  b c d (s.  Fig.)  tp  = 

so  stellen  S,  R,  A Seite,  Radius  und  Apothema  eines  n-Ecks,  — 
s,  R,  r und  s',  r,  a aber  dieselben  Grössen  für  zwei  2n-Ecke  dar, 
deren  erstes  mit  dem  n-Ecke  gleichen  Radius,  deren  zweites  dagegen 
gleichen  Umfang  mit  ihm  besitzt,  und  man  hat  (93  , 94) 

S = 2R.Sin2g>  = 4-V4R-^— s*,  a = ^^A:^  r = l^  S 

Im  Bestimmungsdreiecke  des  10 -Ecks  der  Seite  s macht  die  Bissectrix 
eines  Basiswinkels  auf  dem  Gegenschenkel  R einen  sog.  goldenen 
Scbnltt,  da  R:s  = s:R  — s.  Es  folgt  hieraus  (18)  der  leicht  con- 
stroirbare  Werth 

s = -^  ( Vb  — 1)  während  nach  2 S*  = R*  -j-  s*  S 
gefunden  wird. 
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Beicichnet  P die  Unge  des  ganeen  Umfangs  oder  den  sog.  Perimeter 
des  regelmässigen  n-Ecks  von  einfacher  Umdrehung,  so  folgt  nach  den  For- 
meln 1,  welche  wohl  keiner  Ableitung  bedürfen,  und  mit  Hülfe  von  100:2 

180» 


P = n.S  = 2nR  Sin  - 


8 


= 2 E [3,U15927  — . 0,6459641  -f- . . .] 

Zur  Ableitung  der  ersten  Formel  2 erhält  man  aus  der  Figur 
b 


also  ist 


Cos  9 
und  aomit 


-Sln«,  = ^V*R*-«* 


Sin  2 m = 2 Sin  9 Cos  9 = , ^4  R*  — a* 

2 E* 

Alles  Uebrige  ist  wohl  selbstverständlich,  — sowie  die  Ableitung  der  übrigen 
Formeln  2;  dagegen  ist  auf  die  notbwendlge  OrOsscnfolge 
A < a < r < R 

aufmerksam  su  machen,  auf  der  ihre  Anwendung  ln  122  beruht.  — Im  Be- 
stimmungsdreiecke des  Zehnecks  ist  offenbar  der  Winkel 
an  der  Spitze  a = 36»,  — also  beträgt  jeder  Basis- 
winkel 72»  = 2a,  und  es  zerfällt  durch  die  Bisectriz 
eines  der  Letztem  das  Bestimmungsdreieck  in  zwei 
gleichschenklige  Dreiecke,  von  denen  das  Eine  dem 
Ganzen  ähnlich  ist,  und  so  die  im  Texte  erwähnte  Pro- 


R-s 

portion  ergibt.  Aus  dieser  folgt 
8*-f-Rs  — R*  = o oder 
und  hlemit  nach  2 


s=-^a's-i) 


und 


,^(8_V6) 


S‘  = .‘(4— '‘)  = .«(4-l^)  = .«(l-fli^) 


= »’(1  + 


R*. 


oder  3.  Construirt  man  ein  rechtwinkliges  Dreieck  der  Katheten  R und  ‘/i 
so  stellt  die  Hypotenuse  ’/,  R ) 5 dar,  also  der  Ueberschuss  derselben  über 
Vt  R nach  5 die  Seite  des  Zehnecks,  und  aus  dieser  und  R lässt  sich  sodann 
offenbar  nach  3 auch  die  Seite  des  Fünfecks  construiren. 

199»  Das  cantrische  UoeDdlicheck.  Im  Quadrate  der  Seite  1 ist 

1 r~ 

A = Vü)  R = -^k2  =0,707107.  Berechnet  man  hieraus  successive 

nach  121:2  für  das  8,  16,  32,... -Eck  a und  r,  so  nähern  sich 
beide  dem  Werthe  0,636620,  der  somit  für  das  Unendlicheck  gilt 
Bezeichnet  man  daher  in  einem  solchen  das  Verhältniss  vom  halben 
Umfange  zum  Radius  oder  die  sog.  Izudolph’sclie  Zabl  mit  n, 
„ 2 _ 

0,636620  “ 

oder  angenähert  22:7,  355:113,  etc. 
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Rechnet  man,  theils  wie  im  Texte  vom  Quadrat  der  Seite  1,  theils  auch 
vom  Sechseck  der  Seite  1 (wo  A = y ]/^  = 0,866025  und  R = 1)  ausgehend, 
so  erhUt  man  nach  121 ; 2 succeseive 


Eck 

a 

r 

Eck 

a 

T 

8 

0,603553 

0,653282 

12 

0,933013 

0,965926 

16 

28417 

40729 

24 

49469 

57662 

32 

34573 

87643 

48 

53566 

56612 

64 

36108 

86875 

96 

54589 

66100 

128 

36492 

36683 

192 

54845 

54978 

256 

36588 

36636 

884 

54909 

54940 

512 

36612 

36624 

768 

54925 

64933 

1024 

36618 

36621 

1536 

54929 

54931 

2048 

36619 

36620 

8072 

54930 

54930 

und  somit 


n 


_ 2 
~ 0,636620 


= 3,14159 


n 


_ 8 _ 
~ 0,954930  ~ 


8,14156 


Vergl.  fllr  die  sp&tern  Declmalen  von  n die  Tafel  VII,  — ftir  die  arithmetische 
Bestimmung  51  und  52,  — Ihr  die  betreffenden  N&herungsbrOche  29;  auch 
aus  121 ; 4 kann  » {Br  n = oo  entnommen  werden.  — Ueber  den  von  Anti- 
phon« einem  kurs  vor  Aristoteles  lebenden  Geometer,  gemachten  Versuch, 
den  Kreis  su  berechnen,  vergl.  meine  Note  in  den  Bemer-Mittheilungen  von 
1846.  Etwas  spBter  fand  Arcfalnedea  (vergl.  du  in  seinen  unter  2 auf- 
gefDbrten  Werken  enthaltene  Buch  xvxXov  oder  „Archi- 

medis  dimensio  Circuli),  indem  er  den  Kreis  swiscbcn  ein  eingeschriebenes 
und  ein  umgeschriebenes  66-Eck  elnscbloss,  dus  der  Kreisumfang  kleiner  als 
du  3'/, fache,  und  grösser  als  du  3‘%.  fache  des  Durchmessers  sei,  und  es 
wurde  von  da  weg  der  Annlberungswerth  n = 3'/, , den  wir  oben  ans  dem 
96-Eck,  d.  h.  a = 0,955  = r setsend,  gerade  auch  bitten  erhalten  können, 
fut  allgemein  in  der  Kreisrechnung  gebraucht.  Wlhrend  sich  dann  s.  B. 
Nicolans  von  Cusa  oder  Cuaanus  (Guss  bei  Trier  1401  — Todi  in  Umbrien 
1464;  folge  weise  Arebidiakon  su  LBttich,  Bischof  su  Brixen,  Cardinal  und 
Statthalter  von  Rom)  vergeblich  bemühte,  durch  verschiedene  Constmetionen 
(vergl.  fBr  solche  123)  den  Kreis  su  rectifleiren  (die  Beste  derselben  soll  nach 
Kistner  I 480  mit  * = 3,14234  überelngekommen  sein),  gab  Ludolph  in 
seinem  Werke  „Van  den  circkel,  daerin  gheleert  werdt  te  vinden  de  nuste 
proportle  des  circkels-diameter  teghen  synen  omloop.  Delft  1596  in  fol.“  die 
snm  Dank  dafür  vielfach  nach  ihm  benannte  Zahl  * auf  20  Decimalen,  — 
ja  in  einer  sweiten,  von  seiner  Wittwe  1615  besorgten  Ausgabe,  sowie  in 
den  spltern  Ausgaben  des  in  5 erwlhnten  Werkes  wurden  sogar  32  Deci- 
malen mitgetheilt,  — und  ungeflbr  gleichseitig  machte  Adriaan  Adriaanssoon, 
genannt  Uletius  (Alkmaar  1571  — Franeker  1635;  Professor  der  Mathematik 
und  Medicin  su  Franeker),  oder  sogar  schon  sein  Vater,  der  aus  den  nieder- 
llndischen  Befreiungskriegen  bekannte  Adriaan  Anthonlexoon , auf  die  vor- 
sügliche  Annlherungssahl  aufmerksam.  In  der  neusten  Zeit  hat  eich 

Däne  die  wenig  lohnende  Mühe  genommen,  n noch  viel  genauer  tu  berechnen ; 
vergl.  die  Abhandlung  „Der  Kreis-Umfang  für  den  Durchmesser  1 auf  200 
Decimalen  berechnet  (Grelle  Bd.  27  von  1844)“, 
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ISS.  Die  Kreislinie.  Der  Ort  eines  Pnnctes,  der  von  einem 
gegebenen  Punete,  dem  Centram,  einen  gegebenen  Abstand,  den 
Radius  r,  hat,  heisst  Krelslioley  und  kömmt  offenbar  mit  einem 
centrischen  Unendlichecke  überein,  so  dass  (122,  120),  wenn  die 
Länge  der  Kreislinie,  die  sog.  Peripherie  des  Kreises,  mit  p,  und 
die  von  ihr  umschlossene  Fläche  mit  f bezeichnet  werden. 


p = 2r  « 

woraus  sofort 

= 

2n  « 

folgen. 


f = 


r = r^  « 


p = 2 iTn 


P_ 

4n 


Drei  Ecken  bestimmen  (111)  ein  Centmm  der  Ecken,  also  drei  Pnncte 
eine  Kreislinie.  — Von  den  vielen  Constrnctionen , welche  (vergl.  auch  123) 
im  Laufe  der  Zeiten  gegeben  wurden,  um  annShemd  die  Länge  der  Kreislinie 
SU  finden  oder  die  EUobe  des  Kreises  zu  bestimmen  (den  Kreis  zu  rectificircn 
oder  zu  quadriren),  und  die  von  den  vielen,  noch  immer  vorkommenden  Ver- 
suchen Unwissender  oder  Balbverrfickter,  die  strenge 
Quadratur  auf  soichem  Wege  zu  finden,  wohl  zu 
unterscheiden  sind,  ist  die  von  Koehaneki  168b  in 
den  Leipziger- Acten  Mitgetheilten  eine  der  Besten: 
Bei  ihr  wird  Tg  30**  = z construlrt,  und  sodann  ein 
rechtwinkliges  Dreieck  gebildet,  dessen  eine  Kathete 
3r,  die  Andere  8r  — x ist  Da 

x = rTg300  = -..;jj‘”^ — = ...*’  . 

Sin*  30^  yr 

*■  r r-v  i,t,  so  ist  nlmlich  die  Hypotenuse  dieses  Dreiecks 
y = V(2 r)« -f-~(3  r — x^  = )/l3.r*  — 6rx-f-1*  = 

= r V 13  Vs  — 2 J/T  = 3,1416  . r 

oder  es  stellt  wirklich  y sehr  nahe  die  Länge  des  Halbkreises  dar.  Etwas 
weniger  genau,  aber  sehr  bequem,  ist  die  von  Praktikern  gebrauchte  und  von 
mir  1843  (Orunert’s  Archiv  III  446)  mitgetheilte  Vorschrift,  den  Abstand  z 
der  Mitte  der  Quadrantensebne  vom  Endpuncte  des  Durchmessers  als  Länge 
des  Quadranten  zu  benutzen;  denn  es  ist 


(*/ir)*  + (Vtr)‘=l,581.r  während 


= 1,671 . r 


Wenn  also  der  Radius  1“,  so  beträgt  der  Fehler  gerade  10""",  und  merkt 
man  sich  daher  noch  die  Regel,  fUr  jeden  Radius-Meter  schiicsslich  10"" 
abzuziehen,  so  hat  man  in  der  That  eine  selbst  bei  grSssem  Kreisen  für  die 
meisten  praktischen  BedOrfnlsse  ganz  hinlängliche  Annäherung.  — Vergl.  noch 
Tafel  II  für  die  Berechnung  der  Kreisumfänge  und  Kreisflächen. 


1S4.  Die  Secfinten  nnd  ihro  Wiokel.  Bezeichnet  d den  Abstand 
einer  Geraden  vom  Centrum,  so  hat  sie  für  d < r,  wo  sie  Secanfe 
heisst,  zwei  Punete  mit  der  Kreislinie  gemein,  die  von  einander  um 
die  sog.  S6b0(;  s = 21r*  — d*  abstehen;  für  d = r bat  sie  nur 
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Einen  Pnnct  gemein , und  heisst  Tangente  in  demselben ; für 
d=»-r  lieg^  sie  ganz  ausserhalb.  — Mittelpunct,  Mitte  der  Sehne 
and  Mitte  des  Bogens  liegen  in  einer  Senkrechten  zur  Sehne. 
Gleichen  Sehnen  entsprechen  gleiche  Bogen  und  gleiche  Mittel- 
punctswinkel ; Bogen  und  Mittelpunctswinkel  messen  sich  somit 
gegenseitig.  — Ein  Winkel,  dessen  Scheitel  in  der  Kreislinie  liegt, 
heisst  Periptaerlewinkel,  und  ist  (111)  gleich  der  Hälfte  des  mit 
ihm  auf  gleichem  Bogen  stehenden  Mittelpnnctswinkels.  Periphetie- 
winkel  auf  gleichen  Bogen  sind  somit  gleich;  umgekehrt  liegen  die 
Durchschnittspuncte  zweier  Geraden,  die  sich  um  zwei  fixe  Puncte 
80  drehen,  dass  die  Differenz  ihrer  Winkel  mit  emer  fixen  Geraden 
sich  gleich  bleibt,  — ja  überhaupt  die  Scheitel  gleicher  Winkel, 
deren  Sclienkel  zwei  Puncte  gemein  haben,  auf  einer  durch  diese 
Puncte  gehenden  Kreislinie.  — Zwischen  parallelen  Secanten  ent- 
haltene Kreisbogen  sind  gleich  lang,  und  der  Winkel  zweier  Secanten 
ist  daher  gleich  einem  Periphericwinkel , der  auf  der  Summe  oder 
Differenz  der  zwischen  den  Secanten  liegenden  Bogen  steht,  je 


nachdem  die  Secanten  sich  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kreises 
schneiden. 

IHe  Im  Texte  gegebenen  SStie  bcdDrfen  kaum  weitem  Beweises;  doch 
mSgen  noch  folgende  Bemerkungen  beigefOgt  werden:  Für  d ^ r wird 
8 = 21  — r*  der  Werth  der  sog.  Idealen  Sehne,  deren  Betrachtung  mit 

der  gleichseitigen  Hyperbel  (146)  susammenhSngt  — Dass  sich  xwei  Mittel- 
punetswinkel  eines  Kreises  wie  die  Kreisbogen  Terbalten,  auf  welchen  sie 
staben,  ergibt  sich  leicht,  wenn  man  Erstere  nach  ihrem  VerhUtnisse  in 
gleiche  Thelle  theilt;  hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  ein  Mittelpuncta- 
winkel  durch  den  awlschen  seinen  Schenkeln  liegenden  Bogen  eines  Kreises 
von  bestimmtem  (am  Besten,  vergl.  129,  der  Einheit 
entsprechendem)  Radius  gemessen  werden  kann.  Es 
ergibt  sich  hieraus  auch,  wie  es  lu  verstehen  ist,  wenn 
man  sagt,  es  werde  ein  Peripheriewinkel  A D B = 
■ /f  = Vt  ^ ^ B durch  die  HUfte  des  Bogens  A B 
gemessen , auf  dem  er  stehe.  — Soll  ^ A E B = 
^ A D B sein,  so  kann  sein  Scheitel  weder  in  E,  noch 
in  E„  sondern  er  muss  in  dem  durch  A,  B,  D gehenden 
Kreise  liegen;  denn  cs  ist  ^AE^'B  = /_AFB  — 
Z.PBE,  = Vt  AB  — '/,FQ, , also  ^ A E,  B < A DB,  — und  A E,  B = 
^ AFB  + /1PB0,  = Vt  AB+  V,FO,,  also  ^ AE,B>ADB,  — womit 
xugleich  der  im  Texte  ausgesprochene  Satx  Ober  die  Winkel  sweier  Secanten 
bewiesen  ist 


IM.  Die  TangenteD  and  ihre  Winkel.  Der  Durchschnittspunct 
zweier  Tangenten  steht  von  ihren  Berührungspuncten  gleich  weit 
ab,  — ihr  Winkel  ist  zum  Winkel  der  Berührungsradien  supple- 
mentär, und  beide  Winkel  werden  durch  die  Verbindungslinie  ihrer 
Scheitel  hslbirt.  — Zieht  man  durch  irgend  einen  nicht  in  der 


Digitized  by  Google 


270  — I*“  centrische  Vieleck  und  der  Kreit.  — 

Krei.slinic  liegenden  Punct  Secanten  zu  einem  Kreise,  so  bestimmt 
der  Punct  auf  ihnen  Sehnensegmente  von  gleichem  Producte,  und 
zwar  ist  dieses  Product,  welches  Potenz  des  Punctes  heisst,  für 
einen  äussem  Punct  gleich  dem  Quadrate  der  von  ihm  an  die  Kreis- 
linie gezogenen  Tangente. 

Wenn  ba_l_bc  und  d a _|_  de,  d.  h.  wenn  a der  Dnrcbschnittapunct 
tweier  Tangenten  an  b und  d ist,  so  haben  olTenbar  die  somit  rechtwinkligen 
Dreiecke  a b c und  a d o die  Ilypotenuge  alt  gemeinachaftlich  und  eine 
Kathete  als  Radius  gleich,  — folglich  sind  sie 
congruent,  und  aus  dieser  Congruenz  gehen  die 
botreSenden  Behauptungen  des  Textes  unmittel- 
bar hervor.  — Ist  c k _J_  b h , so  ist  ^ h b 1 = y, 
da  die  Sehenkel  dieser  Winkel  zu  einander  senk- 
recht stehen,  — also  wird  h b i durch  die  HUfte 
des  Bogens  h b , oder  es  wird  also  der  Winkel 
einer  Sehne  und  einer  Tangente  durch  die  HUfte 
des  zwischenllegenden  Bogens,  oder  durch  die 
HUfte  des  auf  derselben  Sehne  stehenden  Peri- 
pheriewinkels gemessen,  — und  wenn  man  ln  der  Mitte  k einer  Geraden  hb, 
sowie  im  Sebeitel  b des  an  ihr  liegenden  Winkels  h b i die  Senkrechten 
k c _1_  h b und  b c _|_  b 1 zieht,  so  schneiden  sie  sieh  in  einem  Puncte  c,  der 
mit  b einen  Kreis  bestimmt,  in  welchem  h b Sehne,  und  jeder  auf  ihr  stehende 
Peripheriewinkel  gleich  h b 1 ist  — Da  je  die  beiden  a,  fi  und  d als 
Winkel  von  gleichem  Maaase  gleich  sind , so  ist  ^lehco^efm  und 
^abheo^abg,  also 

bo;em  = le;ef  oder  he.ef=em.le  = (r-|-ec)(r  — ec) 

ha:ba  = ba:ag  ha.ag  = ab*  =(ac-f-r)(ac  — r) 

womit  der  zweite  Satz  des  Textes  bewiesen,  und  zugleich  gezeigt  ist,  wie 
für  einen  bestimmten  Kreis  die  Potenz  eines  Punctes  von  seiner  Distanz  vom 
Centrum  abhingt  Dass  dieser  zweite  Satz  dazu  verwendet  werden  kann, 
eine  mittlere  Proportionale  zu  construiren  oder  ein  Rechteck  in  ein  Quadrat 
zu  verwandeln,  liegt  auf  der  Hand. 

1S6.  Oie  ein-  and  amgeschriebenen  Vielecke.  Ein  Vieleck,  dessen 
Ecken  in  der  Kreislinie  liegen,  heisst  eingescbriebens  — dagegen 
umgeeohrlebeiiy  wenn  seine  Seiten  Tangenten  sind.  — In  jedem  ein- 
geschriebenen Vierecke  besteht  (125;  93:3)  der  sog.  Plolemälsche 
lietarsalzt  Das  Product  der  Diagonalen  ist  gleich  dfer  Summe  oder 
Differenz  der  Producte  der  Gegenseiten,  je  nachdem  das  Viereck 
gemein  oder  überschlagen  ist.  — In  jedem  eingeschriebenen  Sechs- 
ecke, dem  sog.  Hexagrammum  mysllcum  Pascal’s,  liegen  (109, 
125)  die  Durchschnittsjiuncte  der  Gegenseiten  in  einer  Geraden. 

Zieht  man  an  n Puncte  einer  Kreislinie  Tangenten,  so  bestimmen  (70)  die 
n Puncte  eben  so  viele  eingeschriebene,  als  die  n Geraden  umgeschriebeno 
n^Eckc,  und  man  kann  somit  jedem  Kingescbricbcnen  ein  Umgeschriebenes 
zuordnen:  Den  zwei  Kndpuncten  jeder  Seite  des  Eingeschriebenen  entsprechen 
nun  zwei  Tangenten,  welche  eine  Ecke  des  nmgesebriebenen  Yielseits  be» 
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stimmen ; diese  Ecke  sei  jener  Seite  su|;eordnet,  — das  nmgescbriebene  p-Eck 
aber  demjenigen  Eingeschriebenen,  dessen  n Seiten  seine  n Ecken  zugeordnet 
sind.  — Bezeichnet  man  den  Umfang  eines  Kreises  des  Radius  r mit  u,  den 
Perimeter  des  eingeschriebenen  rcgelmlssigen  n-Ecks  mit  p,  den  des  umge- 
schriebenen mit  P , so  ist  für  180 : n = 9 

n = n . 2 9 . Are  1° . r p = 2 n r Sin <f  P = 2nrTg^  1 

also  mit  Hülfe  von  100 : 7 sehr  nahe 

S Sin  ^ 8 p P ^ 

2 Co  s ^ 

Mit  Hülfe  der  ühnlichen  Dreiecke  (a,  e- 
e — y)  und  (b,  f — z, 


u z=  2nr.- 


- 2P  + P 

-y,  f— z)  und  (c,  y,  z),  (d,  s, 
y),  sowie  des  Satzes  von  der  Potenz  (125)  und  des 
erweiterten  PythagorUschen  Lehrsatzes  (93 ; 8)  hat  man 

.o  + b.d  = -^~*  • ■ * 


y 

f — z 


.c*4— ^.b« 

y 

(y*  + z’  — 2zx)-l- 


+ j[(f-*)*+y*  + 2(f-*)x] 

t I t—*  r 

= f.yH .s.f 

^ y 

= f.y-f-f(e-y)  = f.e  S 

womit  der  Ptolcmülsche  Lehrsatz  für  das  gemeine  Viereck  erwiesen  ist,  und 
da  aus  3 

e.f  — a.c  = b.d  dl 

folgt,  so  ist  er  zugleich  auch  für  das  überschlagene  Viereck  in  der  ausge- 
sprochenen Weise  richtig.  Ist  f = 2 r,  so  werden  y und  d zu  a nnd  fi  comple- 
ment&r,  und  es  geht  3 in 

■ ■^+2^  • W Sin  (o -f  j9)  = Sinn.  Cos /?+ Cos  o.  Sin  (J 

über,  woraus  her  vorgeht,  wie  der  PtoIemSische  Lehrsatz  für  die  Sehnen- 
rechnung der  Alten  so  grosse  Wichtigkeit  haben  konnte.  — Schreibt  man  für 
yim.'  das  von  den  Seiten  1,  3,  6 des  cingeschriebe- 
y / nen  Sechsecks  bestimmte  Dreieck  g h i und 
jede  der  übrigen  Seiten  als  Transversale  die 
Involution  109,  für  jede  seiner  Ecken  aber  die 
Potenzengleichheit  125  auf,  so  erhilt  man 

ia. gk.hf  = ag. kh.fi 
il.gd.he  = lg.dh.el 

ib. gc.hm  = bg.ch.mi 
gb.ga  = gc .gd 
hd.be  mrhe.hf 
i f . i e = i a . i b 

il  .gk.hm  = lg.kb.ml 
Es  liegen  also  die  Puncte  k,  1,  m so  auf  den 
Verl&ngerungcn  der  Seiten  des  Dreiecks  ghi, 
dass  die  von  ihnen  gebildeten  Abschnitte  eine 
Involution  bilden,  — also  müssen  k,  1,  m in 
einer  Geraden  liegen,  womit  der  Pascal’sche  Satz  (der  sich  durch  Projection 
auf  alle  Kegelschnitte  ausdehnen  Usst)  bewiesen  ist  Pascal  hatte  diesen 


';K 
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berflhmten  Satz  schon  in  seinem  16.  .Jahre  gefunden,  und  an  die  Spitze 
seines  auf  sieben  Seiten  publicirten  „Essai  pour  les  eoniques.  Paris  1640 
in  8.“  gestellt. 


IST.  BexiehnogeD  zwixchen  verichiedenen  KieiilinieD.  Bezeichnet 
a die  Centraldistanz  zweier  Kreise  der  Radien  R und  r,  so  haben 
die  Kreise  für  R -f-  r > a > R — r eine  von  der  Centrallinie  unter 
rechtem  Winkel  halbirte  gemeinschaftliche  Sehne,  — für  a = R + r 
(äussere  Berührung)  und  a=R  — r (innere  Berührung)  eine  zu 
der  Ccntrallinie  senkrechte  gemeinschaftliche  Tangente,  — während 
sie  für  a = 0 concentriacb.  in  allen  übrigen  Fällen  exeentrlscb 
heissen.  Für  den  Ort  eines  Punetes,  von  dem  aus  die  Tangenten 
an  zwei  Kreise  gleich  lang  werden  (s.  Fig.  1),  findet  man  (93) 

a*-f-r2  — p*  , 

* = 2^^ ‘ 

d.  h.  dieser  Ort,  die  sog.  Radicalaxe,  Cbordale  oder  liinle 
der  gleicben  Polenzen  ist  eine  zur  Centrallinie  senkrechte  Ge- 
rade. Für  zwei  sich  schneidende  Kreise  fällt  sie  mit  der  gemein- 
schaftlichen Secante  zusammen,  — für  andere  wird  sie  mittelst 
eines  beide  schneidenden  Hülfskreises  construirt.  Die  paarweisen 
Radicalaxen  dreier  Kreise  schneiden  sich  (110)  in  Einem  Puncte, 
dem  sog.  Radlcalcentram. 


Bezeichnet  man  die  beiden  gleichen  Tangenten  mit  t,  und  die  Diitanzen 
des  Punetes  von  den  beiden  Centren  mit  d und  d,  so  hat  man  nach  93:2,  3 

d‘  = r*-ft«  d*  = p*-ft« 

4«  = d«-fa‘  — 2ax  • 


also 


a«  + d*  — d«  a‘-fr« 


~ 2 a 2a 

w.  z.  b.  w.  — Dms  die  Radicalaze  zweier  sich  schnei- 
denden Kreise  mit  ihrer  gemeinschaftlichen  Secante  zu- 
sammenfUlt,  geht  von  selbst  oder  auch  daraus  hervor, 
dass  für  die  gcmeinschafllichen  Pnneto  2 und  1 identisch  werden.  — Hat 
^ man  noch  einen  dritten  Kreis,  so  kann  man  entsprechend 

1 die  zwei  weitern  Beziehungen 


_ — R« 


y = 


A*-(-R‘  — r» 
' = ---2A— 


aufschreiben^  und  allo  drei  ergeben 

2ax-|-2ay  + 2A*  = a*  + a*  + A* 

also  wird 

•»'  + ?*  + *’=(»  — *)*  -f  (“  — y)*  -f  (A  — z)* 
und  hierin  liegt  nach  110  die  Bedingung  für  dM  Schnei- 
den der  drei  Radicalaxen  in  Einem  Puncte.  — Zieht  man 
in  zwei  ausser  einander  liegenden  Kreisen  der  Radien  R und  r und  der 
Hittclpuncte  a und  c parallele  Radien  und  verbindet  ihre  Endpuncte,  so 
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erhUt  man  swel  neue  Puncte  6 und  b,  und  findet 

R e _ e 

r bc  a — ab 

iL  — — a b 

r Cb  ab  — a 

und  hieraus  erhält  man  sofort 

ab:bc  = ab:bc  ab=„  , abrr-^ S 

K r K — r 

Es  sind  also  b und  b einerseits  in  Beziehung  auf  a und  c einander  harmonisch 
sngeordnet,  anderseits  von  der  Loge  der  parallelen  Radien  unabhängig,  so 
dass  auch  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  an  die  beiden  Kreise  durch  eie 
gehen  mfissen.  — FOr  das  nach  Oianfrancesco  Malfattl  (Ala  di  Rovcrcdo 
1731  — Ferrara  1807 ; Professor  der  Mathematik  zu  Ferrara)  benannte  Problem 
„In  ein  Dreieck  drei  Kreise  zu  beschreiben,  welche  einander  und  einzeln  je 
zwei  Seiten  des  Dreiecks  berOhren“  kann  auf  die  Spccialscbrift  „Adaina, 
Das  Malfattisohe  Problem.  Winterthur  1846  in  4.“  verwiesen  werden. 


1S8.  Pol  nnd  Pol&re.  Wenn  (s.  Fig.  1)  ob.od  = r^,  so  heissen 
die  Puncte  b und  d reclprok,  und  thcilcn  a c harmonisch.  Zieht 
man  durch  einen  derselben , den  Pol , eine  Secante , — durch  den 
andern  eine  Senkrechte  zu  ac,  die  Polare,  so  theilen  (116)  Pol 
and  Polare  (z.  B.  d und  b f)  die  entsprechende  Sehne  (e  g)  harmo- 
nisch. Liegt  der  Pol  ausserhalb,  so  fällt  die  Polare  mit  der  ihm 
entsprechenden  Berührungssehne  zusammen.  — ^ In  jedem  einge- 
schriebenen Vierecke  bestimmen  (116)  die  Durchschnittspuncte  der 
Diagonalen  und  der  Gegenseiten  ein  Dreieck,  in  welchem  jede  Ecke 
Fol  ihrer  Gegenseite  ist.  Man  kann  hiernach  leicht  zu  jedem  Puncte 
als  Pol  seine  Polare,  — und  indem  man  für  zwei  Puncte  einer 
Geraden  die  Polaren  und  sodann  den  Durchschnittspunct  der  Letz- 
tem aufsucht,  den  Pol  der  Geraden  bestimmen. 


Liegen  die  Puncte  b und  d zo  in  einem  Radius,  dass  dieser  Letztere 
mittlere  Proportionale  zwischen  ihren  Distanzen  vom  Mittelpuncto  ist,  so 
hat  man 

nd  r + od  r-f-(r*:ob) 

de  od  — r (r*:ob)  — r 

r I ob  ab 

r — ob  bc 

oder  es  sind  a,  b,  c,  d harmonische  Puncte,  — folg- 
lich auch  ga,  gh,  gc,  ge  harmonische  Strahlen. 
Nun  ist  aber  ga  J_  gc,  folglich  muss  (116)  Bogen 
e c = c h sein ; also  halbirt  b c den  Winkel  der  Strahlen 
b e nnd  b h , während  b f _|_  b o , — also  sind  auch  bh,  bc,  be,  bf  har- 
monische Strahlen,  folglich  g,  f,  e,  d harmonische  Puncte,  w.  z.  b.  w.  Um- 
gekehrt ist  nothwendig  von  jeden  zwei  Puncten,  welche  eine  Sehne  harmonisch 
theilen,  der  Eine  Pol  einer  Geraden,  welche  durch  den  Andern  geht.  — Da 
(116)  aech  nnd  debi  harmonische  Puncte  sind,  — da  ferner  ga,  ge, 
g c und  g h , sowie  f a , f e , f c nnd  f h , weil  sie  durch  diese  harmonischen 


r r 

r b 

( ' 
> 

/c  d 

l 
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Poncte  gehen , nnch  hnnnonische 
Strahlen , also  hinwieder  a k b g, 
dmeg,  aldf  nnd  b n o f har- 
monische Poncte  sein  mttssen,  — 
so  liegen  somit  i nnd  h ln  der 
Polaren  von  e,  k nnd  m in  der 
Polaren  von  g , I nnd  n end- 
lich ln  der  Polaren  von  f,  w.  s. 
b.  w. 


139.  Sehne,  Pfeil,  Sector  nnd  Segment.  Bezeichnen  für  einen 
Mittclpunctswinkel  <p : b Bogen,  s Sehne  oder  Chorde  (sog.  doppelter 
Sinus),  p Pfeil  oder  Bogenhühe  (sog.  Sinns  versus),  F Kreisaus- 
schnitt oder  Sector,  und  f Kreisabschnitt  oder  Segment,  so  hat 
man  (100,  123),  wenn  tp"  die  Anzahl  der  in  (p  enthaltenen  Secunden 
ist,  und 

Are  (p  = . Sin  1"  1 

die  häufig  als  Maass  des  Winkels  benutzte  Bogenlänge  für  den 
Radius  1 ist, 

b — r rt  = r . Are  tp  = x ,<p" . Sin  1"  3 


Ferner  (123,  105,  93,  94,  98) 


s = 2 r Sin  = 2 V p (2  r — p) 


8p 


p = r . Sin  vers  = 2 r Sin*  |'^(2r-|-8)  (2r  — s)  * 

Sind  die  Winkel  so  klein,  dass,  wenn  man  sie  in  Bogen  ausdrückt, 
ihre  dritten  und  hohem  Potenzen  vernachlässigt  werden  dürfen,  so 
hat  man  (50,  94) 

Sin  (p  = Are  q>  = Tg  q>  Ctg  tp  = = Cosec  tp  6 

Arc*a)  „ . . Arc*qp  _ 

— ^ Sec  qp  = 1-f  — t 


Cos  ()p  = 1 • 


Sin  vers.  tp  = 


Are*  ( 


Cos  vers.  y = 1 — Are  q> 


8 


woraus  sich  manche,  praktisch  nicht  unwichtige  Näherungsformeln, 
wie  z.  B. 

Sin  vers  2 y = 4 . Sin  vers  <p  = 4 (Sec  tp  — 1)  9 


P = 


r . Are*  tp 


s = r . Are  tp  etc. 


10 


ergeben.  (VI,  VII). 
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Die  Formeln  2 — 4 bedürfen  kaum  einer  bceondcrn  Abieitong.  — Die  ersten 
Formeln  5 stimmen  mit  der  eelbstversUndlicben 

p = r (1  — Cos  i) 

Oberein,  und  hieraus  folgt  auch  mit  Hülfe  von  4 
p = r - r Vl  — Sin«-2-  = r - r 
- 8* 


=:r i r*  — f 


d.  b.  die  ictztc  der  Formeln  5.  — Auch  die  Nfthcrunge- 
formeln  6 — 10  erhaiten  sich  in  der  im  Texte  angegebenen  Weise  gans  leicht, 
und  es  mag  einzig  beigefügt  werden , dass  0 und  10  besonders  von  den 
Artilleristen  hkuflg  angewandt  werden.  — Setzt  man  9 = 4 a oder 


4 r Sin*  ^ 

Tga  = Tg-^  = 

4 r Sin  ^ Cos 

4 4 

60  kann  man  die  swolte  Formel  4 durch 


2p 


g-(l  + Tg*„)  = -. 


B 1+Tg*„ 


Tg« 


II 


ersetzen.  Ferner  erbSlt  man  ans  2 und  3 mit  Hülfe  von  51 ; 1 
b = r . Are  f>  = 4 r . Are  a = 

= 4rTga(l-yTg*„  + -J-Tg*«-lT6««  + ...) 

= s(l+Tg*o)  (l-lTg*o  + lTg*a-yTg‘a  + .--) 

br  s(r  — p)_b  — 8 , ps 

— 2 2 “ 2 ■ 2 


1» 


= -r  + srTg*«(-^ 


= 2 p 8 [ 


1 , 1 + Tg*n 


3.5 
1 


Tg*o- 


5.7 


Tg*„-...) 


( Jt L^Tg*a  + ^— Tg*o  — ...)] 

'■1.3  3.5  ^ 5.7  ® 


IS 


Ist  u klein,  so  stimmt  somit  f sehr  nahe  (vergl.  145)  mit  der  Parabclflüche 
2 

— p s überein , und  weicht  jedenfalls  von  ihr  nicht  um 

2 Tg*a  2 /P\’ 

-ps.-«^-=g  ps.-(-)  <3-ps.(-) 

also  nicht  einmal  um  das  fache  ab,  wie  diese  Culmann  in  seinem  89 

erwähnten  Werke,  wo  er  13  mittheilt,  des  weitem  ansführt.  — Bezeichnet  r 
den  Mittelpunctswinkel,  dessen  Bogen  gleich  dem  Badius  ist,  und  für  den 
Wilhelm  Matzka  (Leipertitz  in  Mihren  1798;  Professor  der  Mathematik  in 
Wien  und  Prag)  den  Namen  Gehren  vorgeschlagen  hat,  so  ist  nach  2 

/'  = i^  = 57»,295779  = 67»17'44'',806 
= 2062C4  ",  806  = (1 : Sin  1 ")  " 
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and  es  kSnnen  manche  Formeln  and  Rechnungen  durch  Eionibraiig  desselben 
etwas  vereiufacht  werden;  vergl.  MaUka’s  betreffende  Abhandlung  in  Bd.  8 
von  Ornnert's  Archiv.  — Die  zuweilen  von  Praktikern  gebrauchte  Orösse  q 
(vergl.  Fig.)  kann  nach 

q = (Sec  — 1) . r = (1  — Cos  -^)  r Sec  = p . Scc  ^ 14 

berechnet  werden.  Für  einen  kleinen  Werth  von  f werden  somit  offenbar  q 
und  p sehr  nahe  gleich  gross. 


ISO.  Hoch  eisige  Beziehssgeo.  Bezeichnet  X den  Radius  eines 
Kreises  und  b den  Abstand  zweier  Sehnen  2 a und  2 c der  Winkel 
2 a und  2/S,  so  folgen  (s.  Fig.) 

a = X . Sin  a c = x . Sin  /9  b = x (Cos  a — Cos  /J)  1 


und  hieraus  (98) 


Tg 


/3-hi 


h 

c -|-  a 


S 


Die  Qieichungen  1 lassen  z.  B.  aus  x,  a,  c zunächst  a,  ß und 
dann  b finden,  — die  2 aber  aus  a,  b,  c die  Winkel  a,  ß und 
dann  x nach  1.  , 


Für  eine  Anwendung  der  im  Texte  gegebenen,  kaum  einer  Erllutcrung 
bedDrfcnden  Formeln  vergleiche  z.  B.  S47.  — Sollte  man 
c aus  s,  b und  x berechnen  mOssen,  so  könnte  man  sich 
entweder  der  aus  1 direct  folgenden  Formeln 

o.  • * Cos  o — b c,  . 

Sin  o = — Cos  ß = c = X Sin  0 

bedienen,  oder  besser  zur  Bdlfe  zuerst  den  Abstand  der 
Sehne  2 a vom  Centrum 

d = )/ä*  — X*  = j/(a  + x)(a  — x)  M 

berechnen,  und  sodann  c nach  der  Formel 

c = X . Sin  |S  = V'x’  — X*  CosV  = Vx‘  — (d  — b)* 

= K(x  + d — b)  (X  — d + b)  4 

erhalten. 


XY.  Die  analytische  Geometrie  der  Ebene. 


am.  Die  Gleichnog  der  Geraden.  Eine  für  jeden  Punct  einer 
Linie  statthabende  Beziehung  zwischen  Ahscisse  und  Ordinate,  oder 
zwischen  Radius  Vector  und  Winkel,  heisst  Gleichung  der  Linie, 
— und  umgekehrt  stellt  jede  continuirliche  Gleichung  zwischen  zwei 
Coordinaten  eine  Linie  vor.  So  besteht  (s.  Fig.)  für  jeden  Punct  m 
einer  Geraden  (1)  die  Beziehung 


ay 


ßx 

2 


1 c 


also  ist  — i =r  1 
2 aß 
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die  Gleichung  einer  Geraden,  und  umgekehrt  stellt  jede  Gleichung 
ersten  Grades 

y = S|X-f-bi  oder  A,  x + Bi  j-|-Ci  = 0 9 

eine  Gerade  (1)  Tor,  und  swar  ist 

•' — i — "■='» — “B,-  * 

Dabei  heissen  a und  ß Parameter« 


Wenn  die  Coordineten  eines  Pnnctes  nicht  einzeln  gegeben  sind,  sondern 
nur  eine  Besiehnng  zwischen  denselben,  so  wird  der  Punct  dadurch  auch 
nicht  voilkommen  bestimmt:  Jeder  Punct,  dessen  Coordinaten  die  gegebene 
Beziehung  eingehen,  entspricht  derseiben  auf  gleiche  Weise.  Die  Gesammtheit 
der  Lagen  eines  Punctes,  welche  einer  Bedingung  genDgen,  haben  wir  aber 
(73)  Ort  dieser  Bedingung  genannt,  — eine  Beziehung  zwischen  Coordinaten 
bestimmt  also  nicht  einen  einzelnen  Punct,  sondern  einen  Ort.  Ist  die,  dis 
Bedingung  ausdrOckende  Function  eontinairlich , d.  h.  ändert  sich,  wenn 
der  Werth  der  einen  Coordinatc  einen  kleinen  Zuwachs  erhUt,  auch  der 
Werth  der  andern  Coordinate  um  eine  kleine  Griisse,  so  bilden  die  der  Be- 
dingung entsprechenden  Puncte  eine  Folge  von  Lagen,  sind  also  mit  dem 
Wege  eines  Pnnctes  zu  vergleichen,  — oder  cs  ist  der  Ort  in  diesem  Falle 
eine  Curve,  und  zwar  heisst  diese  algebraisch  (des  n**°  Grades)  oder 
transeciHlent  I je  nachdem  die  Glelchuag  algebraisch  (des  n'*»  Grades) 
oder  transcendent  ist  — Die  im  Texte  gegebenen 
Orundbesiehungen  ergeben  sich  mit  Hülfe  der  boi- 
stehenden Figur  ohne  Schwierigkeit;  ja  in  manchen 
Füllen  lüsst  sich  die  Gleichung  einer  Geraden  ganz 
nnmlttelbar  bestimmen;  So  ersieht  man  z.  B.  ohne 
weiteres,  dass  die  Gleichungen 


x = o y = o x = a y = b y = x.Tgo  etc. 

Gerade  vorstellen,  welche  der  Reibe  nach  mit  der  der  Ordlnatenaxe  oder  mit 
der  Abscissenaze  znsammenfallen , — zur  Ordlnatenaxe  oder  Abscissenaxe 
parallel,  also  zur  Abscissenaze  oder  Ordlnatenaxe  senkrecht  sind,  — durch 
den  Anfangapnnet  gehen  und  mit  der  Abscissenaze  den  Winkel  a bilden,  — 
etc.  — Bezeichnet  d die  Distanz  das  Anfangspnnctes  von  der  Geraden  1,  so 
ist  offenbar 


Cos  (1 , x)  = — 


oder 


dz=— _ 


ß' 


8in(l,x)==— = - 


4 

5 


und  mit  Benutzung  hievon  gebt  1 in 

xSin(l,x)  — yCos(l,x)  = d 6 

Ober,  — eine  Gleichung,  welche  Hesse  in  der  unten  angeführten  Schrift  als 
IVurmalfortn  der  allgemeinen  Form  S der  Gleichung  der  geraden  Linie 
gegenüberstellt  — Ausser  vielen  schon  genannten  allgemeinen  und  manchen 
spüter  anzuführenden  besondem  Schriften,  sind  für  analytische  Geometrie 
Oberhaupt,  und  speciell  für  analytische  Geometrie  der  Ebene  etwa  folgende 
Werke  vorzumerken:  „Jean  Paul  de  Gua  de  Halves  (Carcasonne  1714?  — 

Wolf,  BoUmUi.  l 13 
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Paria  1786;  Prior  von  St.-Oeorge  de  Vigon,  Mitgiled  der  Pariser-Academle ; 
vergl.  sein  Eloge  durch  Condorcet  in  M6m-  de  Par.  1786),  Usage  de  l'analyse 
de  Descartes  pour  döcouvrir  les  propri^t6s  des  lignes  g6om6triques  de  tons 
lea  Ordres.  Paris  1740  in  8.,  — Georg  Wolfgang  Krafft  (Tuttlingen  1701  — 
Tübingen  1754;  Professor  der  Mathematik  in  Petersburg  und  Tübingen),  In- 
sUtutiones  geometriss  sublimloris.  Tubingn  1763  in  4.,  — AebiUe-Pierre 
Dtonia  du  Sdjour  (Paris  1734  — Fontainebleau  1794;  Parlamentsrath  und 
Academiker  in  Paris)  et  Hathieu-Bemard  Goudia  (Paris  1734  — Paris  1817 ; 
Parlamentsrath  in  Paris),  Trait6  des  propri4t6s  communes  k tontes  les  conrbee. 
Paris  1778  in  8.,  — Jean-Baptiste  Blut  (Paris  1774  — Paris  1862;  Professor  der 
Physik  und  Astronomie,  und  Mitglied  der  Academie  in  Paris),  Essai  de  göo- 
m6trie  analytique.  Paris  1802  in  8.  (6  4d.  1823 ; deutsch  von  Ahrens  1817  und 
1840),  — MougCi  Application  de  l'analyse  k la  g6om6trie.  Paris  1806  in  4. 
(Nouv.  6dit.  par  Lionville  1860),  — Lhulller,  El^mens  d’analyse  gjom^trlquc 
et  d’analyse  algdbrlque.  Paris  1809  ln  4.,  — Charles  Onpin  (Varsy  1784; 
Marine- Ingenieur  und  Mitglied  der  Pariser-Academle),  DÄveloppements  de 
g4om4trie.  Paris  1813  in  4.  (Suite  1822),  — Detreley,  Application  de  l’al- 
gdbre  k la  g6omiitrie.  Lausanne  1816  in  4.,  — Heinrich  Wilhelm  Brandes 
(Groden  bei  RitsebOttcl  1777  — Lcipsig  1834;  erst  Deicbinspcctor  im  Olden- 
burgischen,  dann  Professor  der  Mathematik  zu  Breslau,  zuletzt  der  Physik  zu 
Leipzig),  Lehrbuch  der  hohem  Geometrie.  Leipzig  1822 — 1824,  2 Bde.  in  4-, 
— J.  J.  Liittrow»  Analytische  Geometrie.  Wien  1823  in  8.  (Lat.  von  Bujanovlch, 
Viennas  1828),  — LeKbure  de  Fourey,  GOomOtrie  analytique.  Paris  1827  in 
8.  (6  4d.  1847),  — Julius  PlBcber  (Elberfeld  1801  — Bonn  1868;  Professor 
der  Mathematik  und  Physik  in  Halle  und  Bonn),  Analytisch  - geometrische 
Entwicklungen.  Essen  1828—1831,  2 Bde.  in  4.,  — und;  System  der  analyti- 
schen Geometrie  auf  neue  Betrachtungsweisen  gegründet.  Berlin  1836  in  4.,  — 
Ludwig  Jmmanuel  Magnus  (Berlin  1790;  früher  Kaufmann,  jetzt  Privat- 
gelehrter)  , Sammlung  von  Aufgaben  und  Lchrsltzen  aus  der  analytischen 
Geometrie.  Berlin  1833  in  8.,  — D.  Chelinl.  Saggio  di  geometria  analitica. 
Roma  1838  in  8.,  — L.  A.  Sobneke#  Analytische  Geometrie.  Halle  1851  in 
8.,  — Mich.  Cbaslea,  TraitO  de  gOomOtrie  supOrieure.  Paria  1862  io  8.,  — 
0.  Fort.  Professor  der  Mathematik  zu  Dresden,  und  O.  BeUöinllcb.  Lehr- 
buch der  analytischen  Geometrie.  Leipzig  1865,  2 Bde.  in  8.  (2.  A.  1863),  — 
Paul  Heinrich  Zeeb  (Stuttgart  1828 ; Lehrer  der  Mathematik  in  Stuttgart), 
Die  höhere  Geometrie  in  ihrer  Anwendung  auf  Kegelschnitte  und  Fliehen 
zweiter  Ordnung.  Stuttgart  1857  ln  8.,  — Ferdinand  Joacbimsthal  (Gold- 
berg In  Schlesien  1818  — Breslau  1861;  Professor  der  Mathematik  zu  Halle 
und  Breslau),  Elemente  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene.  Berlin  1868 
in  8.,  — W.  A.  Whitworib,  Prof,  of  Mathem.  in  Liverpool,  Trilinear  Co- 
ordinates and  otber  methods  of  modern  analytical  Geometry  of  two  dimensions. 
Cambridge  1866  ln  8.,  — Ludwig  Otto  Hesse  (Königsberg  1811;  Professor  der 
Mathematik  zu  Königsberg,  Halle  und  Heidelberg),  Vorlesungen  aus  der  ana- 
lytischen Geometrie  der  geraden  Linie,  des  Punctes  und  des  Kreises  in  der 
Ebene.  Leipzig  1865  in  8.,  — Bousel.  Introduction  I la  gOomOtrie  supOrieure. 
Paris  1865  in  4.,  — L.  Painvio«  Principes  de  gOomOtric  analytique:  GOo- 
mOtrie  plane.  Paris  1866  in  4.,  — etc.“ 

lÄ®»  Yerschiedene  AnfgabeD.  Für  den  Durclischnittspunct  zweier 
Geraden  (1)  und  (2)  erhält  inan  aus  ihren  Gleichungen 
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bt  — bj 


y 5=  *ibi  — »abi 
^ »I  — »2 


a,  — a* 

während  (83,  98,  131)  ihr  Winkel 

also  a|  » a|  die  Bedingung  des  Parallelismns,  und  l + aiaj^O 
die  des  Senkrechtstehens  ist.  — Zwei  Puncte  (xi  j|)  und  (xj  jt) 
haben  die  Distanz 


während 


r =»  V(x,—  xj )'^  + (7i  — yz)* 
y — 7i  = x’  ~ X* 

X|  — X2 


4 

Für  y = 0 


die  Gleichung  der  durch  sie  bestimmten  Geraden  ist. 
folgt  aus  4 

X s=  Xj  — yi  - ^ ^ m 

yi  — yz 

und  sind  daher  yi=f(X|)  und  yj  = f (X2)  kleine  Werthe  (Fehler), 
welche  f (x)  für  zwei  Annahmen  X|  und  X2  annimmt,  so  kann  man 
nach  5 einen  Werth  X3  ausrechnen,  welcher  einer  Wurzel  von 
f (x)  = 0 bereits  sehr  nahe  kömmt , f mag  eine  algebraische  oder 
eine  transcendente  Function  bezeichnen,  — und  durch  Wiederholung 
des  Verfahrens  kann  man  x nach  dieser  Regel,  der  sog.  Regula 
Falaly  mit  beliebiger  Annäherung  finden.  — Das  durch  drei  Puncte 
(*iyi)>  (*zyz)>  {Xsyj)  oder  durch  drei  Gerade  (1),  (2),  (3)  be- 
stimmte Dreieck  hat  die  Fläche 

xi(yz  — ya)  + X2(y2  — yi)  4- xt  (yi  — y2)  - 

2 

— [bl  (a2  — a5)  ■+  b2  (a3  — at)  -f-  bj  (S|  — a2)]^ 

2(az  — a,)  (a,  — a,)  (a,  — a2) 

Der  Abstand  3 eines  Punctes  {aß)  von  der  Geraden  (1)  kann  (97) 
nach 

g _ /?  — b,  — aai 


vtt 


8 


berechnet  werden. 

Statt  S tcbrelbt  mao  auch  oft 
Coa  (1, 2)  = Cos  (1,  x) . Cos  (2,  x)  -|-  Stn  (1,  x)  . Sin  (2,  x) 
_ 1 t-4-».  »1 


10 


Vi-fTg*(i,2)  vT+i:* 

ßi  ßt — H r ^ 

4 sn  finden,  schreibt  man  181  : 2 ffir  die  beiden  gegebenen  Puncte 
anf,  berechnet  daraus  a,  nnd  b,,  und  substitnirt  diese  Werthe  in  181  : 2.  — 

12« 


Um 


Digitized  by  Google 


180 


— Die  analytische  Oeometrie  der  Ebene.  — 


Die  durch  5 ausgedrUckte , schon  in  20,  44  nnd  60  theils 
citirte,  theils  abgeleitete,  hier  aber  ganz  besonders  klar 
nach  ihrem  innersten  Wesen  sieh  kennzeichnende  Regula 
Falsl  scheint  zuerst  etwa  um  1600  durch  den  aus  Amul 
gebürtigen,  arabischen  Mathematiker  Mohammed  Beba» 
eddin  ben  Alhossain  in  seiner  „Essenz  der  Rechenkunst 
(arabisch  und  deutsch  von  Nesselmann,  Berlin  1843  in  8.;  franz.  durch  A- 
Harre,  Rome  1884  in  8.)“  angedeutet  worden  zu  sein.  Ihre  Anwendung  mag 
durch  folgende  Beispiele  erUutert  werden:  Macht  man  ln  der  transcendenten 
(408 : lü  entsprechenden)  Gleichung 

0 = u — 14»  3'  20",1 . Sin  u — 329»  44'  27", 7 
für  n die  Annahmen  u'  = 322»43‘  und  u"  = 320»0',  so  entsprochen  ihnen, 
wie  man  durch  Substitution  dieser  Annahmen  in  die  Gleichung  leicht  flndet, 
die  Fehler  d' = -|- Ü303",7  und  d"  = — 2842",6,  und  nun  gibt  die  Regula 


Falsi 


i320»0'  + 2542",6. 


822«  43'  — 820»  0' 
5363", 7 -I-  2642", 8 


= 820»  62' 32", 8 


wofür  durch  Substitution  in  die  Gleichung  der  Fehler  d'"  = -|-14",0  erhalten 
wird.  Wendet  man  auf  u"  und  u'"  nochmals  die  Regula  Falsl  an,  so  erhtlt 
man  u‘^  = 320»52' 15",5  mit  dem  Fehler  d‘^  = 0",0,  — also  ist  n = 320»52' 
15", 6.  — Entsprechend  den  in  353  mitgethcilten  Beobachtungen  des  Kometen 
von  1866  I erhUt  man  nach  412  zur  Bestimmung  von  d, , r,,  r,,  k die  4 
Gleichungen 

r,  • = 1,671917  . d, « — 0,037155 ; d,  + 0,966908 
. r,«  = 6,177862 . d,  • — 1,?63657 . d,  + 0,966681 

k ‘ = 2,144245  . d,  ‘ — 0,378266 . d,  + 0,018640 

(r>  + fl  + k)  — (r,  + r,  — k)  — 0,8042144  = 0 
Macht  man  zuerst  die  Annahme  d,  = 0,  so  ergeben  die  drei  ersten  Gleichungen 
r,  = 0,988316  r,  = 0,983200  k = 0,186162 

und  hlefUr  nimmt  in  der  vierten  Gleichung  die  Seite  links  den  fehlerhaften 
Werth  — 0,231499  an.  Für  die  Annahmen  d,  =0,6  ergeben  sich  dagegen  die 
Werthe 

r,=  l,168M9  r,  = 1,370882  k = 0,604644 

nnd  für  diese  der  fehlerhafte  Werth  -|-  2,073049.  Bucht  man  nun  zu  beiden 
Annahmen  und  den  ihnen  entsprechenden  Fehlern  nach  der  Regula  Falsi  eine 
bessere  Annahme,  Wiederholt  damit  die  Rechnung,  — wendet  neuerdings  auf 
die  nunmehrigen  zwei  besten  Annahmen  und  ihre  Fehler  die  Regula  Falsi  an, 
etc.,  so  erhUt  man  schliesslich  die  Annahme  d,  = 0,214141,  und  damit 
r,  = 1,016398  r,  = 0,989633  k = 0,189367 


nnd  hlefür  redneirt  eich  nun  die  linke  Seite  der  vierten  Gleichung  auf  Null. 
Es  ist  somit  die  letzte  Annahme  eine  gute,  und  ebenso  sind  die  mit  ihr  be- 
rechneten Werthe  von  r,,  r,  und  k als  gut  zu  betrachten.  — Ein  Ähnliches 
Beispiei  wird  in  412  noch  weiter  ausgeführt  und  verfolgt 
werden.  — Bezeichnet  man  die  Flüche  des  durch  die 
drei  Puncte  (*iy,),  (xi  y,),  («lyj)  bestimmten  Dreieckes 
mit  F,  so  hat  man  offenbar  (118) 

^ *i)  (yi  + y>)  “f-  (*t  — *a)  (yi  + >'t)  — 

— (*I— Xi)(y,  + y.)  / 

woraus  6 eofort  horvorgeht.  Für  die  Durchsohniiispuncte 
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der  Geraden  (1),  (S),  (3)  aber  erhält  man  nach  1 
_ h,  — b,  _ b,  — b, 

X, — X — 


a,-a, 

_ b|  *t  - bl  «I 


»1  — “» 


*1  — ^1  *3 

«S-e. 


= r-  -*’« 

»,-a. 


11 


yi 


und , wenn  8,  8,  8,  die  mit  den  Geraden  (1) , (2) , (3)  zuaammenfallenden 
Dreieckaseiten  sind,  so  ergeben  eich  nach  3 und  6,  wenn 

+ + — «0 
(»!-•»)  («I— — »0 

geseUt  wird, 

S(  = K(»» — xt)’  + (yj  — yO*  = n>  («1  — «3)  + 

8,  = m(a,  — a,)|/l  + a,*  8,  = m(a,  — a,)  Vl  + a,« 


!• 


IS 


2F 


_ b,— b, /b,a,— b.a,  b.a,— b,a. 


_b,— b, /I 

«.  — »>  V 
-b./h 
— a,V 


a,— a, 
b|— b,  /b,a,— b,a, 
"a,  — a,\  a,  — a. 


a,— a, 
b|H)— b,a. 


^ J.  ^3  ^1  /^l  *1  N *1  _ W *3  ~^3  *l\ 

/■^a,— a,  \ a,— a,  a,— a,  / 


f) 


= a,  0>3  - bj)  m + a,  (b,  — b,)  m + a,  (b,  — b,)  m 
= — m [b,  (a,  — a,)  + b3  (a,  — a,)  + b,  (a,  — a,)] 
mit  welch’  letzterer  Formel  (abgesehen  vom  Vorzelohen,  das  flir  die  Fliehe' 
scbllessllch  immer  positiv  werden  muss)  die  obige  7 vollkommen  flberein- 
atimmt.  — Setzt  man  in  97:4  statt  y‘,  y,  x,  ß-,  a und  9 der  Kalbe  nach: 
d,  ß,  a,  b,,  0 und  (1,  x)  = ArcTga,,  so  erhält  man 


d=  (/3  — b,)  Coe(l,  x)  — a 81n  (1,  x)  = 


/?— b,  — gTg(l,x) 
yi  + Tg«(l,x) 


wo  die  letztere  Formel  die  Im  Texte  gegebene  8 ist,  während  die  eretcre 
mit  der  von  Heese  gebrauobton  Form 


d=d  — oSin(l,x)  + |JCos(l,x)  IS 

ObereinkSmmL  — Die  vom  Änfangspuncte  auf  die  Gerade  131:2  gezogene 
Senkrechte  hat  offenbar  die  Gleichung  y = — x;a,,  und  trifft  aut  derselben 
in  dem  Puncte 


a,  b 

T+'a,« 


IS 


ISS.  Der  Pooct  der  mittlern  EntfemuDgeii.  Das  Product  des 
Abstandes  eines  Punctes  (x  y)  von  einer  Geraden  in  eine  beliebige 
ihm  zugetheilte  Constante  m heisst  Moment  des  Pnnctes  in 
Bexlehong  auf  die  Gorade.  Hat  man  ein  System  solcher  Puncte, 
so  besitzt  der  Punct 

_ ^mx  , 

die  Eigenschaft,  dass,  wenn  man  ihm  2'm  als  Oonstante  zuordnet, 
für  jede  Gerade  (132 : 8)  sein  Moment  gleich  der  Summe  der  Mo- 
mente aller  Puncte  des  Systemes  ist;  er  heisst  Ponct  der  mittlern 
Entrernungen  oder  Schwerponcl«  — jede  durch  ihn  gehende 
Gerade  Seiiweraxe.  Wählt  man  den  Schwerpunct  zum  Anfangs* 
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puncte  der  Coordinaten,  und  bezeichnet  die  Abstände  der  Pnncte 
des  Systemes  von  demselben  mit  r|,  rj,  etc.,  — ihre  Abstände  von 
einem  Puncte  (a,  b)  dagegen  mit  P|,  pj«  ) Abstand  des 

letztem  vom  Schwerponcte  endlich  mit  r,  so  werden  Smx™  Smy 
= 0,  und  man  erhält  (132:3)  die  merkwürdige  Beziehung  Steiner’s 
^mp*  = .^mr*-f-r*^m  S 

Zu  jedem  Puncte  einer  Geraden  findet  sich  ein  zweiter,  mit  ihm, 
in  Beziehung  auf  die  Mitte,  symmetrischer  Punct;  werden  somit  allen 
Punctcn  der  Geraden  gleiche  Constanten  zugeschrieben,  so  fällt  ihr 
Schwerpunct  in  die  Mitte,  und  hat  eine  der  Länge  der  Geraden 
proportionale  Constante.  — Ein  Dreieck  kann  man  sich  als  eine 
Folge  von  Parallelen  zu  einer  Seite  denken,  und  da  deren  Schwer- 
puncte  (89)  in  der  Geraden  liegen,  welche  die  Mitte  der  Seite  mit 
der  Gegenecke  verbindet,  so  muss  der  Schwerpunct  des  ganzen 
Dreiecks  mit  dem  (112)  bestimmten  Puncte  zusammenfallen.  — Der 
Schwerpunct  irgend  eines  Vieleckes  wird  gefunden,  indem  man  das- 
selbe durch  Diagonalen  auf  zwei  Weisen  theilt,  und  je  die  Schwer- 
puncte  der  Theile  verbindet.  Der  Schwerpunct  eines  centrischen 
Vieleckes  oder  eines  Kreises  fallt  mit  seinem  Centrum  zusammen. 

Beieicbnet  t den  AbsUnd  des,  schon  von  Carnot  durch  seine  „Odomdtrie 
de  Position  (vergl.  116)“  ln  die  Geometrie  elngefUbrten,  denn  aber  namentlich 
durch  die  Arbeiten  von  Steiner  fttr  eie  wichtig  gewordenen  Punctes  der 
mittlem  Entfernungen,  von  der  Geraden  (1),  während  d|,.>>  die  Abstlnde 
der  einzelnen  Puncte  x,  y, , x,  y, , . . . des  Systemes  von  derselben  Geraden 
sein  mOgen , so  bat  man  mit  Hülfe  von  1 und  132:14 
™ = (1,*)  -f-y  Cos  (1,  x)]  ra 

= d2'«n  — 8in(l,x)2’nix-f  Cos  £my 
= d (m,  -f  m,  -f . . .)  — Sin  (1  ,x)(m,x,-|-m,x,-f...)-l- 
+ Cos  (l,x)  (m,y,-f  m,y,-f-...) 

=z  m,  [d  — X,  Sin  (1 , X) -f- y,  Cos  (1 , X)] -f 
+ m,[d  — X,  Sin(l,x)-}-y,  Cos  (1,  x)]  + ... 

= m,  i,  -f  m,  d,  -f . . . = 2"  m 4 

wodurch  die  im  Texte  aufgefUhrte  Gmndeigenschaft  des  Punctes  der  mitUem 
Entfernungen  erhalten  ist.  — Um  2 zu  erhalten,  bat  man  mit  Hülfe  von 
132:  8 

2 m j«  = 27 m [(x  — a)* -f  (y  — b)‘] 

= 2’m(x«-fy«)-2a2nix-2b2niy-f(a«-l-b«)2m 
d.  h.  eben,  well  jetzt  Absclesen-  und  Ordinatenaxe  Schweraxen  sind  nnd 
somit  j;  mx  nnd  2’my  verschwinden,  unsere  2,  welche  sich  für  n Puncte 
von  gleicher  Constante  (oder  gleichem  Gewichte)  auf 

2p*=n.r«-f  2r*  S 

reducirt,  so  dass  die  Quadratsumme  aller  Abstände  der  Puncte  eines  Systemes 
von  einem  andern  Puncte  ein  Minimum  wird,  wenn  dieser  letztere  Punct  mit 
dem  Schwerpuncte  des  Systemes  zusammennillt.  — Die  nun  folgenden  Sitze 
Ober  die  Schwerpuncte  der  einfachsten  Figuren  bedürfen  wohl  keines  weitem 
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Nachweises.  — Zar  Erghnsong  mag  boigcfügt  werden,  dass,  wenn  n Functe 
dieselbe  Conatante  haben,  nach  1 für  ihren  Bchwerpunct 

+--!“■ +-+-T^) 

folgen,  dass  also  t.  B.  der  Bchwerpunct  aller  Ecken  eines  n Ecks  mit  dem- 
jenigen der  Mitten  seiner  Seiten  susammennuit.  Endlich  ist  fOr  allgemeine 
Formeln  auf  140  und  141  zu  verweisen. 

1S4.  Die  Gleichnilg  der  Kreillioie.  Die  Gleichung  einer  Kreis- 
linie des  Mittelpunctes  (ab)  und  Radius  r ist  (132:3) 

(x  — a)*  -f  (y  — b)2  = r*  1 

und  somit  speciell  für  b = 0 und  a = r 

y = /2l-x”— x^  * 

oder  für  a = 0 = b 

X*  -f-  y*  = r*  S 

Für  den  Winkel  (p  aber,  unter  dem  sich  zwei  Kreise  (s.  Fig.) 
schneiden,  folgt  (132:3;  104:6) 

c y - - <’■  -ft’  « 

^ 2ig  ' 

Und  so  weiter. 

Die  Gleichungen  1 — 4 bedürfen  wohl,  wenn  man  die  im  Texte  gegebenen 
Andeutungen  und  die  Figur  benutzt,  keiner  weitem  Ab- 
^ leitnng,  und  fOr  eine  Anwendung  von  4 kann  auf  880 

^ verwiesen  werden.  — Hat  man  ausser  dem  Kreise  8 noch 
( I \ ®‘“®  Gerade 

VI  J y = »i*-fb,  » 

\ s b / eo  mOssen  fBr  allfUUge  gemeinschaftliche  Puncte  beider 

^ ^ ^ Linien  auch  beide  Gleichungen  bestehen.  Eliminlrt  man 

a X (t>er  ans  denselben  y,  so  erhUt  man 

x>  -I-  S X — til U = 0 6 

eine  Gleiebung,  welche,  je  nachdem 

a,«b,*  > b,«-r»  , , > *'i‘  • 

{l-t-a,>)‘  < 1-fa,»  <T-fa,* 

ist,  zwei  reelle,  zwei  gleiche  oder  zwei  imaginiire  'Wurzeln  hat,  so  dass  die 
Gerade  6 in  Beziehung  auf  den  Kreis  8 eine  Secante,  oder  Tangente,  oder 
iussere  Gerade  darstellt,  je  nachdem  (vergL  181:4)  ihr  Abstand  d vom 

Kreismittelpuncte  kleiner,  ebensogross  oder  grösser  als  der  Radius  isL  — 

Bleiben  wir  bei  dem  Falle  der  Tangente  stehen,  und  sind  x,  y,  die  Coordi- 
natcn  des  BerOhrnngspunctes , so  folgen  aus  6 und  5 
a,  b(  , , bi 

*•=-■ y‘=‘«*>+*’‘=T+v 

oder 

*.=-^  b.  = y,(l-f-a.*)  = y,(l-|-^)c=-^ 

Jl  7t  7l 

and  fQr  diese  letitern  Werihe  gebt  5 über  ln 

+ ??!  = !’  * 
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80  de<B  letitere  Oleicbonf;  der  Tangente  an  den  Punct  x,  y,  nigebSrt.  — 
Beaeicbncn  aß  die  Mittelpunetscnordinaten,  r den  Radius  eines  durch  drei 
Puncte  (x,y,),  (x,  y,),  (x,  y,)  gehenden  Kreises,  so  bestehen  nach  1 die 
drei  Oleicbuogen 

r*  = (X,  - „y  + (y,  - ßy  = (X,  - „)•  + (y,  - «*  = (x,  - .)•  + (y,  -«*  9 
uod  aus  diesen  folgen 

__yi(«i*+y»*-=tt*-y»*)+yt(^i*+yi*-^»*-yi*)+ya(»t*+yi*— «i*-Ti*) 

““  ‘■^l*i(yt  — ys)+*t(yi-yi)+*i(yi— >■»)]  lo 

„_«i(itt*4-yt*-it,*-y,»)+»ttJ‘»*  ^y^*-»l*— yi*)  f»i(»i*+yi*-Jtt*-yt*) 

^ 2[*i(yi— yi)+*»(.'i— yi)-i  *i(yi— y«)J 

sur  Bestimmung  des  Mittelpunctes;  mit  ihrer  Hülfe  kann  sodann  ans  einer 
der  Oleicbnngen  0 der  Radius  gefunden,  und  durch  Einsetsung  in  1 die 
Oleicbnng  des  durch  die  drei  Puncte  gehenden  Kreises  erhalten  werden. 
Stellen  in  Ictxterer  Gleichung  (entsprechend  dem  in  182  bei  Entwicklung  der 
Regula  Falsi  Gesagten)  y,  y,  y,  kleine  Werthe  vor,  welche  y = f (x)  annimmt, 
wenn  für  x sweckmkssige  Annahmen  x,  x,  x,  gemacht  werden , so  stellt  der 
ans  ihr  für  y = 0 hervorgebende  Werth  von  x offenbar  nabe  eine  Wursel  der 
Gleichung  f(x)  = 0 dar;  praktisch  dürfte  es  jedoch  sweckmlsaiger  sein,  einer 
solchen  Rechnung,  entsprechend  dem  von  Colinnnn  gemaofaten  Vorschläge, 
eine  graphische  Bestimmung  jenes  Werthes  zu  substftnfren. 


ISS.  Die  Linien  xweiten  Grades.  Auch  die  allgemeine  Oleichnng 
zweiten  Qrades 

ay*  + bxy  + cx*-|-dy-t-ex-f-f  = 0 1 

stellt,  da  sie  eontinuirlich  ist,  eine  Linie  dar,  — und  zwar  muss 
diese  Linie  zweiten  Qrades,  da  eine  der  Ckmstanten  durch  Division 
wcggeschaift  werden  kann,  durch  5 Puncte  bestimmt  sein.  Eliminirt 
man  aus  1 und  der  Gleichung 


j=ax+ß  t 

einer  Geraden  die  Grüsse  x,  so  findet  man  die  Gleichung 

y * [a  o*  -f-  b a -h  c]  -f-  y [a  («  d + c)  — /9(«h-l-2c)]-|- 

-f  — o/Je-f  o*f]=0  S 

und  es  hat  daher  eine  Gerade  mit  einer  Linie  zweiten  Ghrades  zwei 
Puncte  (Secante,  Sehne),  oder  einen  Doppelpunct  (Tangente),  oder 
gar  keinen  Punct  gemein. 


Da  ans  1 durch  Diiforentiation 

bjrjf^+^ 

^ bx+2ay  + d 

folgt,  so  entspricht  im  Allgemeinen  jedem  kleinen  Zuwachse  von  x ein  kleiner 
Zuwachs  von  y,  also  1 einer  Folge  von  Puncten.  — Die  übrigen  Aussprüche 
des  Textes  bedürfen  kaum  einer  weitem  Erläuterung.  — Speciell  für  die 
Linien  zweiten  Grades  sind  ausser  dem  in  2 angeführten  Fundamentalwerke 
von  AppoiioniHSi  und  den  sie  meistens  sehr  cinlksslioh  behandelnden  Werken, 
welche  ln  131  aufgcziblt  wurden,  etwa  noch  folgende  Schriften  zu  erwihnen; 
„Philippe  de  La  Hire  (Paris  1640  — Paris  1718;  erst  Maler  und  Architekt, 
dann  Mitglied  der  Academie  und  Professor  der  Mathematik  ln  Paris),  Thdorie 
des  coniques,  Paris  1672  in  fnl.  (lat.  1685),  und;  Nouveaux  dldments  des 
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•ecUoBa  eoniquee.  Paris  1679  in  12.  (Auch  1701  in  8.),  — de  l'Hospltai» 
Traitd  analyUque  des  eections  oonlques.  Paris  1707  io  4.  (2  4d.  1720),  — 
Rob.  Slmaoa,  Treatise  on  conic  sectlons.  Edinburgh  1736  in  4.  (lat  Edin- 
burgh 1750;  drei  ei;ste  BBcher  deutsch  von  Camerer,  Tübingen  1809  in  8.),  — 
U.  P.  Hamilton,  Anslyticsl  System  of  Conic  Sections.  Cambridge  1830  in  8., 

— Sefaellbaeh,  Die  Kegelschnitte.  Berlin  1843  in  8.,  — O.  Salmon,  Conic 
Sections.  8.  ed.  London  1855  in  8.  (4.  ed.  1863;  deutsch  von  Fiedler,  Leipzig 
1860),  — Chaales,  Traitd  des  sections  coniques.  Vol.  1.  Paris  1865  in  8-, 

— etc.“ 


1S6.  ix6D  nnd  Hittülpnnci  Bezeichnen  n und  t die  Coordinaten 
der  Mitte  der  Sehne,  so  hat  man  (135:2,  3;  18) 

^ , a j jS(«b-f-2c)  — o(od4-e)-  , 

‘ 2 (a  -f  b « -+-  c) 

und  eliminirt  man  hieraus  ß,  so  erhält  man  für  den  Ort  der  Mitten 
aller  um  Are  Tg  a geneigten  Seimen 


t = 


cc  b “-j-  2 c 


u — 


«d-|-e 


b-)-2aa  b + 2ao 

d.  h.  eine  Gerade,  eine  sog.  Axe.  Setzt  man  in  dieser  Gleichung 

statt  a den  Factor  von  u,  so  erhält  man  für  die  Axe  aller  zu  der 

ersten  Axe  parallelen  Sehnen 

t = a u -f-  M # 

so  dass  die  neue  . Axe  ein  Element  des  ersten  Sehnensystemes  ist. 

Zwei  solche  Axen  oder  Sehnensysteme  heissen  eonjugirl,  und  ihr 

Winkel  ft  ist  (132 : 2)  durch 

Tff  « — 2 ® 4 

b(l  — «*)  + 2(a  — c)a 

bestimmt.  Für  ft  =90®,  d.  h.  für 

a = -?— wo  k = V(a  — c)*  + b*  » 

nennt  man  die  conjugirten  Axen  Hanptaxeni  es  gibt  also  nur 
Ein  Paar  Hauptaxen,  — denn  das  Doppelzeichen  bezieht  sich  auf 
beide  Axen,  nicht  auf  zwei  Paare.  Für  den  Durchschnittspunct 
zweier  Axen  erhält  man  (132:  1)  nach  2 die  von  a unabhängigen 
Coordinaten 


2 a e — b d 


B = 


2cd  — be 


wo 


g = b*  — 4ac  6 


fls  schneiden  sich  somit  alle  Axen  in  demselben  Puncte,  dem  sog. 

Mittelpancte« 


Die  erste  Oleicbung  1 folgt  unmittelbar  aus  135:2,  — die  zweite  aus 
135:3  nach  18  in  Folge  der  Ueberlegung,  dass  die  Ordinate  der  Sebnenmitte 
gleich  dem  arithmetischen  Mittel  der  die  Ordinaten  der  Schnen-Endpuncte 
darstellenden  Wurzeln  der  Gleichung  135:3  sein  müsse.  — Für  Aufstellung 
der  Gleichungen  2 und  3 genügen  die  im  Texte  gegebenen  Andeutungen, 
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welche  auch  für  Ableitung  der  Formel  4 anarelchen.  — Soll  ^=:90*.,  also 
Tg  fi  = os  werden,  so  muss 

b(l  — o*) +2(a- 0)0  = 0 oder  b . o»  — 2(a  — c)o  — b = 0 
sein,  und  hieraus  ergibt  sich  b unmittelbar.  Für  diesen  Werth  von  u aber 
wird  der  Factor  von  u in  2 

ob4-2c_  (a  + c~k)b  _ b (a  + c + k)  (b»  + 2a»  — 2ac  ± 2ak) 
b-J-  2ao  b'4-2a  (a  — 0 .^k)  4a*k* — [b*  + 2 a (a  — o)]’ 

a — c + k 

— b 

womit  bewiesen  ist,  dass  sich  das  Doppelseiohen,  wie  der  Text  behauptet, 
lediglich  auf  die  beiden  Hauptaxen  besieht  — Für  den  Durohscbnlttspunet 
sweier  Äxen  erhUt  man  nach  2 und  182 : 1 die  Coordinaten 

. (o|d  + e)(b-f-2a  0|)  — (oj  d-4-e)(b-|-2ao,)  2ae  — bd 

* (o,  b + 2 c)  (b  + 2 a O,)  — (o,  b + 2 c)  (b  + 2 a O,)  ~ b,  — 4ao 

(o,  b 4-  2 c)  (o,  d + 0)  — (C4  b + 2 c)  (o,  d + e)  _ 2 c d - b e 

(o,b  + 2c)(b  + 2ao,)  — (o,b  + 2c)(b  + 2ao,)  ~ b,  — 4ac 

d.  h.  6.  — Eine  Uinlicbe  Entwicklung  wie  in  dieser  und  den  folgenden 
Kümmern  gab  ich  schon  1837  in  meiner  damals  von  meinem  unvergesslichen 
Lehrer  J.  J.  v.  Littrow  provocirten  und  in  den  17.  Band  der  Annalen  der 
Wiener-Sternwarte  anfgenommenen  Erstlingsarbeit  „Beitrag  sur  Theorie  der 
Curven  xweiten  Grades“,  — nur  steuerte  ich  damals  zu  Gunsten  der  Parabel 
auf  den  Scheitel  los,  statt  auf  den  Mittelpunct 


ist.  Trangformation  nod  EintheilllDg.  Verlegt  man  den  Anfangs- 
punct  der  Coordinaten  in  den  Mittelpunct,  und  dreht  die  Absciesen- 
aze  in  die  Richtung  der  einen  Hauptaxe,  d.  h.  setzt  man  (97) 
a = A,  /?=B,  und 

Tgy  = Sm29= 2k Sm2q>  = ^ 

m o ^ o k-|-a  — c _ _ a — c 

Tg2y  = — Cos2y  = ^ Cos2y  = ^^ 

so  geht,  wenn  noch 

h = bde  — a.e*  — c.d*  S 


gesetzt  wird,  135:1  in 


über,  wo 


x‘ 


+ 


y"._ 


b'^ 


2 (h  — f g) 


= 1 


62, 


2(h-fg) 


g(a  + c— -k)  *■  g(a  + c4-k) 

so  dass  die  Linien  zweiten  Grades  nach  beiden  Axen  symmetrisch, 
und  die  in  die  Hauptaxen  fallenden  Sehnen  gleich  2 o (grosse  Axe) 
und  2 6 (kleine  Axe)  sind.  — Diejenigen  Puncte  der  grossen  Axe, 
welche  von  den  Endpuncten  oder  sog.  Scbelfeln  der  kleinen  Axe 
um  die  halbe  grosse  Axe  abstehen,  heissen  Brennpiincte  und 
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ibre  Entfernung  a e yom  Mittelpuncte  £xcentrlcl(fit*  Nach  dieser 
Definition  ist 

Q2  = a2e’2-fb2  oder,  wenn  P=  ^ = V (f^c  + k)^  * 


e*=l-ii  = l 

Q* 


1— P- 

a 


6 


(a-f-  c -f-  k)* 

Für  X = a e wird  y = p , d.  h.  der  sog.  Parameter  p ist  die 
Ordinate  im  Brennpuncte.  Umgekehrt  hat  man 


a = . P , = — ^ (a  -4-  c -f  k)* 


1 — e 

b = KoTp  = a 1^1  — e*  = p (a  -f-  c -f  k) : V — g Ä 

Man  sieht  ans  diesen  Beziehungen,  dass  die  Werthe 

g = — e<l  a = -f-  6 = -f 

0 ■=  1 oo  oo 

-+-  >1  — i 

mit  einander  correspondiren,  und  hierauf  stützt  sich  die  Eintheilung 
der  Linien  zweiten  Grades  in  Ellipaen  (g  = — ),  Parabeln  (g  = 0) 
und  Hyperbeln  (g  = -I-).  — Verlegt  man  den  Anfangspunct  in 
einen  Scheitel  der  grossen  Axe,  d.  h.  lässt  man  in  3:x  in  x — 0 
übergehen,  so  erhält  man  für  Ellipse,  Parabel,  Hyperbel 

y*  = 2px  — y2  = 2px  y2  = 2px-H-^x*  9 

Bezeichnen  ferner  r|  und  T2  die  Radien-Vectoren  eines  Punctes  in 
Beziehung  auf  die  beiden  Brennpuncte,  so  hat  man 

ri*  = (x-4-oe)*-t-y*  oder  ri  = a-f-ex 


r2*=(x  — ae)2  + y2 


rj  = a — ex 


10 


also  für  die  Ellipse,  wo  ex  •<  0,  ri  -|-  r*  = 2a,  — für  die 
Hyperbel,  wo  ex  0,  rj  — r*  = 2o.  — Bezeichnet  man  endlich 
die  Winkel,  welche  ri  und  r2  mit  der  grossen  Axe  gegen  den 
nächstliegenden  Scheitel  hin  bilden,  mit  v,  so  hat  man  noch 

r = 0 + e (+  r Cos  v + o e)  oder  r = -r— — ^7= 11 

“ ^ 1 -I-  e . Cos  V 

als  Polargleiehnng  der  Linien  zweiten  Grades  in  Beziehung  auf  den 

Brennpunct  — Bildet  die  grosse  Axe  mit  der  Abscissenaxe  einen 

Winkel  n,  so  geht  in  11 : v in  (v  — n)  über,  und  man  erhält  für 

drei  Puncte  successive 

P = ri[l“l-eCoe(Ti — n)]  = rj[14-eCos(v2 — n)]  = rj[l-4-eCos(vj — n)] 
ft  — r» f t — fs 


e = 


rj  Cos  (V| — n) — r|  Cos  (V|  — n)  rs  Cos  (vj  — n) — r|  Cos  (V| — n) 


IS 


T n _ f I f»  (Coa  — Cos  v,) + r^  rg  (Cos  Vj— Cos  V;)  4-  ra  r,  (C  V|  — Cvj) 
rirj(Sin  V|  — Sin  v,)-+r,r3(Sin  vj — Sin  Vj)-|-r,ri(S  v, — S Vj) 
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SO  dass  eine  Linie  zweiten  Grades  bestimmt  ist,  wenn  man  ausser 
dem  Brennpunctc  drei  ihrer  Pnncte  kennt 

Die  erste  der  Formeln  1 entspricht  dem  einen  Werthe  aas  136:1,  — 
die  Qbrigen  sind  daraus  mit  Hülfe  der  goniometrisoben  Formeln  66  : 3 und 
08  : 9,  11  abgeleitet.  — Führt  man  nach  07  : 1 
X = A + x'  Cos  9 — y'Sin^  y = B + x'  Sin  f + y'  Cos  <f 

in  135 : 1 ein,  so  erhUt  man 
0 = a(B4-x'Sinf  + y'Cos^)>4- 
+ b (B  x'  Sin  ^ y ‘ Cos  9)  (A  + x'  Cos  <p  — y ' Sin  y)  + 

+ e (A  -|-  x'  Cos  9 — y'  Sin  9)*  + d (B  + x'  Sin  9 + y'  Cos  9)  + 

+ e (A  + x'  Cos  9 — y ' Sin  9)  -f*  t 
= a'.  y“  b' . y'x'  + c' . x'*  4-  d' . y'  + e'  .x'  + 

wo 

a' = a Cos*  9 — Y Sin  2 9 + c Sin*  9 = a + Tk  + ® = 

_ a + c + k 
“ 3 

b'  =:  a Sin  294-bCos39  — c Sin  29  = 4-  b * ~ ® 

. n.  b_.  „ . k — a-l-c  b*.  k + a — o 

c = » Sin* 9 + Y Sin  2 9 + c Cos* 9 = a yj '2T  T ® 2k ~ 

a + c — k 

~ ^2 

n n ■ V . I j n 2cd  — be  , . 2ae  — bd  , , „ 

d'  = 2aB4-i>A4‘<t  = 2a 1-  b 1-  d = 0 

8 8 

t o • ■ 1.  T.  I o 2ae  — bd  , . 2cd  — bc  , 

0^  2 c A 4"  b s 4“  ® ^ ® — 4“  ^ "i”  ® ® 

f'  = aB*4-bAB4-cA*4-dB4-eA4-f= 

_ a(2cd  — be)*4-b(2cd  — be)(2ae-bd)4-c(2ae  — bd)*  , 

“ 8* 

d(2cd  — be)4-e(2ae  — bd)  , ._h.g  2h  8^— h 

8 6*  8 6 
oder  also  die  mit  3 und  4 übereinstimmende  Gleichung 


a4-c4-k 


a 4"  0 — k 


h-fg 


Es  geht  aus  dieser  Ableitung  hervor,  dass  wenn  man 

x = x'Cos9  — y'Sin9'  y nx'Sin  9 4*  y' Cos  9 

in  135 : 1 cingeführt,  d.  h.  nur  die  Abscissenaxe  ln  die  Richtung  der  einen 
Hauptaxe  gedreht,  und  nicht  auch  den  Anfangspunct  verlegt  bitte,  a',  b‘,  c' 
dennoch  dieselben  Werthe  erhalten  haben  würden,  dagegen  d'  = d,  e'  = o 
und  f'  = f geblieben  wlre.  — Um  in  5 und  8 je  den  zweiten  Werth  von  p 
und  e*  zu  erhalten,  hat  man  mit  Hülfe  von  4 

6*  _ 4 (h-fg)*  g(a4-c-k)  _ 2(h-fg)[(a4-c)*-k*]  _ 

0*  g*  (a  4-  c 4 k)*  ■ 2 (h  — f g)  g (a  4.  c 4-  k)> 

_ 2(h- fgj(4ac-b*)  _ 2(fg— h) 

“ g(a‘4-c  + k)»  -(a  + c4-kj* 

e*=l-  = . K 

a*  a4-c  + k ^(a4-c4"  1*)* 
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alle  Übrigen  Beziehungen,  und  so  auch  die  in  7 und  8 enthaltenen  hrauchen 
keine  weitere  Ableitung.  — Aua  3 folgt  mit  Hülfe  von  8 

y‘  = (a*  — x»)(l— e«)  IS 


und  enbetituirt  man  diesen  Werth  von  y*  in  die  ersten,  einfach  dem  pytba- 

gorkiachen  Lehreatie  entsprechenden  Gleichungen  10,  eo  erhUt  man  die 

zweiten.  — Die  Gleichungen  11  und  die  ersten  Gleichungen  12  bedürfen  wohl 

keiner  weitem  Ableitung,  — die  zweiten  und  dritten  Gleichungen  12  aber 

gehen  ans  den  ersten  ganz  einfach  hervor,  indem  man  Je  zwei  durch  letztere 

gegebene  Werthe  von  p einander  gleichsetzt,  aus  jeder  der  zwei  neuen 

Gleichungen  e berechnet,  die  beiden  Werthe  wieder  einander  gleicbsetzt,  und 

aus  der  erhaltenen  Gleichung,  nachdem  man  sie  beidseitig  durch  Cos  n divi- 

dirt  bat,  die  nuumebr  einzige  Xlnbekannte  Tg  n ermittelt  — Die  sehon  von 

Proclus , Guido  Ubaldi  und  Stevin  behandelte , meist  aber  nach  Claude 

Mydorse  (Paris  1&85  — Paris  1647;  Schatzmeister  in  der  Gencralltkt  von 

Amiens),  welcher  eie  in  seinem  Werke  „Prodromns  catoptricorum  et  dioptri- 

corum,  slve  conicomm  operis  libri  2.  Parisiis  1631  in  fol.  (neue  Ausgabe  in 

4 Büchern  1639  und  apkter)“  besprach,  benannte  Aufgabe  „den  Weg  eines 

Punctes  einer  Geraden  zu  finden,  welche  auf  zwei  festen  Geraden  gleitet“, 

Ikast  sich  auf  folgende  Welse  ganz  einfach  16sen ; 

Theilt  der  beschreibende  Punct  M die  Gerade  im 

Verbkltniase  a:b  = m,  so  hat  man 

t . Sin  a a + b . . 

‘ — = l + m 

y b 


oder 


t . Sin  o y (1  + ™) 
t . Cos  o = y (1  + ®)  Ctg  B 


und  somit,  da  nach  dem  pytbagorUschen  Lehrsätze 

(x  — t . Cos  b)*  + (t  Sin  b — y)’  = a* 

ist,  sofort 

((1  + m)«  Ctg«  a + m«]  y«  - 2 X y (1  + m)  Ctg  B + X*  - a«  = 0 14 

Es  ist  also  der  gesuchte  Weg  eine  Linie  zweiten  Grades,  und  zwar,  da 
g =:  — 4 m«  wird , eine  Ellipse , welche  wegen  A = 0 = B ihren  ^ittclpunct 
in  O hat  — Für  den  speciellcn  Fall,  wo  o = 90«  und  a<b,  folgt  k = l — m«, 
a = b,  6 = a.  Für  einlksslichere  Behandlung  dieser  Aufgabe  vergleiche  z.  B. 
„Heinr.  Bründll,  Das  Problem  des  Mydorge.  SchalThaosen  1860  in  4.“ 


1S8.  Dil  Tingeotan  und  Normalen.  Bezeichnen  X|  und  X|  + i 
-die  Abscissen  zweier  Pnncte  einer  Curve  7 = f (x),  so  hat  die  sie 
verbindende  Gerade  (132:4;  GO)  die  Gleichung 

y-yi=  = If'  (*«>+ i -*«) 

Setzt  man  i = 0 , so  gehen  die  beiden  Puncte  in  einen  Doppel- 
punct  und  die  Secante  in  eine  Tangente  über,  so  dass  Letztere  die 
Gleichung 

y_yi=;f'(x,).(x  — x,)  = p.(x— X,)  1 

die  zu  ihr  senkrechte  Normale  aber  (132)  die  Gleichung 

y — y,  = — (x,  — x) : p * 

hat,  wo  zur  Abkürzung  d yi : d X|  = p gesetzt  wurde. 
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Die  Olelohnngen  1 nnd  3 bedürfen  keiner  weitem  Ableitung.  — De  ens 
134:3  sofort  p = — >i : yi  folg*»  erhUt  men  nech  1 Rlr  die  Tengeate 
an  den  Kreia 


yy,  + x*,  = y,*  + x,*  = r« 


y — y,  = — i(x  — X,)  oder 
Jl 

nnd  nach  2 fQr  die  Normale 

y — y,  = .^(x-x,)  oder  y = -J-x 

*1 

Eretere  Oleicbung  stimmt  mit  134 : 8 flborein , — letztere  segt  einfach  ene, 
dass  beim  Kreise  dio  Normale  immer  durch  den  Mittelpnnct  geht.  Für  weitere 
Anwendungen  von  1 und  2 kSnnen  die  folgenden  SItie  verglichen  werden.  — 
Versteht  men  unter  Tangente  nnd  Normale  zunlebat 
die  zwischen  dem  betreifenden  Pnncte  der  Curve 
nnd  der  Abecissenaxe  enthaltenen  Stücke  derselben, 
1^1  ^ — unter  Snbtangente  und  Subnormale  aber  ihre 

— 3nsSa^ — ' Projectionen  auf  die  Abscissenaxe,  — und  bedenkt, 
dass  1 oder  3 für  y = 0 


X =:  X,  — oder  x = x,  + y, . p 

ergeben,  so  orhllt  man  offenbar 

Snbt.  Tang.  =l'y,‘  + 8ubL  «"  = -?!- y14.pt  S 

P P 

Sühn.  = y, . p Norm.  = Vyi’  + öubn.*  = y,  l'l  -yp*  4 

wo  p die  Tangens  des  Winkels  bezeichnet,  welchen  die  Tangente  mit  der 
Abscissenaxe  bildet. 


1S9.  Der  Krflminnilgskreis.  Bezeichnen  X,  x + i nnd  x — i 
die  Abscissen  dreier  Pnncte  der  Curve  y = f (x),  — A,  B,  R aber 
Mittelpunctscoordinsten  und  Radius  des  durch  sie  bestimmten  Eireises, 
so  hat  man  (134) 

R2  = [x  — A]*  + [f(x)  — BP  = [x±i  — A]2  + [f(x  + i)  — B]*  1 
nnd  hieraus  folgen  (60) 

l+f(x)P^(x)4-P(x)^  + i.«p(x,i) 

f«(x)-M.tp(x,i)  9 

A = X -f  [f  (x)  — B]  f'  (x)  4-  i . ö (x,  i) 

Setzt  man  i = 0,  so  wird  aus  den  drei  Puncten  ein  dreifacher  Pnnct 
und  der  Kreis  zum  sog.  KrOmmongskreisey  für  welchen,  wenn 
k = 14-f'(x)2, 

, _ k f'  (x)  n c /_N  . h T>  _ h a 

f"(x)  f"(x)  ^ f“(x)  * 

Der  Ort  der  Krümmungsmittelpuncte  einer  Curve  heisst  Evolatey 
— diejenige  Curve,  welche  eine  gegebene  Linie  zur  Evolute  hat, 
Evolvente  derselben. 
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Aua  1 folgt  rnnlehat 

[x-A]«  + [f(x)-B]*  = [x-A]«±21(x-A)  + l*+[f(x)-B]« 
±21[f(x)-B]f'(x)  + 

+ l*[f'(x)*  + (f(x)-B)f"(x)]± 

oder,  wenn  man  beidseitig  hebt,  und  durch  +21  thcilt 
0 = x-A  + [f(x)-B]f‘(x)±'/,[l+f‘W‘  + aW-B)f"(x)]  + 

+ -J  [(f  W -B)  f‘"(x)  + 3 f'  (X)  f»  (X)]  + . . . 

Schreibt  man  letztere  Gleichung  für  beide  Zeichen  auf,  und  addirt  oder  sub- 
trahirt,  so  erbllt  man  die  beiden  2,  und  ans  diesen  folgen  fQr  1 = 0 sofort 
die  beiden  ersten  der  8,  w&hrcnd  mit  Ihrer  Hülfe  sodann  aus  1 die  dritte  8 
sofort  herrorgeht.  — FOr  die  Anwendung  dieser  Formeln,  sowie  für  Beispiele 
von  Evoluten  und  Evolventen  können  die  folgenden  SStze,  z.  B.  143  und  140, 
verglichen  werden. 


140«  Die  Qnadratnr.  Betrachtet  man  die  von  zwei,  den  Abacisaen 
X und  x + Ax  entsprechenden  Ordinaten  y und  y+Ay,  der  Curve 
und  der  Abaciasenaxe  eingeachloaaene  Fläche  als  Flächenelement, 
80  hat  man 

AF=-y.  Ax 
AF<(y  + Ay)Ax 

also  an  der  Grenze 

dF  = y.dx  oder  ^ 

wo  a und  b die  GrenzWerthe  der  die  zu  berechnende  Fläche  be- 
stimmenden Abacisae  bezeichnen.  Entsprechend  hat  man  für  das 
von  r,  r + A r und  der  Curve  eingeachlossene  Flächenelement 
r2  d V 1 

d f = — ~ — oder  f = r* . d v 2 

Die  zur  sog.  Quadratur  nach  1 oder  2 geforderte  Integration 
wird  mechanisch  durch  Umfahren  mit  den  sog.  Plaolmelern  von 
Oppikofer-Wetli,  Amsler,  etc.  erhalten. 


Die  im  Texte  gegebene  Ableitung  der  Formeln  1 und  2 dürfte  genügen; 


dagegen  möchte , abgesehen  von  den  in  folgenden 
Sützen  gegebenen  Anwendungen,  als  vorläufiges  Bei- 
spiel die  Quadratur  des  Kreises  hier  Platz  finden : 
Nach  1 hat  man  mit  Hülfe  von  134 ; 3 die  Fläche  des 
Viertelkreises 

4 =/' 

oder  also  mit  Hülfe  von  67 : 14 


Are  Sin 


-^Arc  Sin 


1 


ü*  iL 

~4 


oder  F = r*  a 
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wie  ln  123 : 1.  — Da  der  Bchwerpunct  de«  Fllchenelementee  d F offenbar 
die  Coordlnaten  x und  */,  y bat , ao  liegt  nach  133:1  der  Schweqiunct  der 
durch  1 gegebenen  Fläche  F ln 

x = ij;xydx  y = * 

So  t.  B.  hat  man  fOr  den  Kreisquadranten  mit  Bcnutiung  obiger  Beetlromung 
und  mit  Hülfe,  von  08:4 


.ll 

3n 


und  der  Schwerpunot  dee  Halbkreises  steht  somit  ebenfalls  um  4 r ! 3 » vom 
Centrum  ab.  — Der  1826  von  Johannes  Opplkofer  (Untcr-Opplkon  Im 
Thurgau  1783  — Frauenfeld  1864;  Ingenieur  und  Strasseninspector  ln  Bern 

und  Thurgau)  erfundene  Plani- 
meter besteht  aus  einem  Kegel, 
der  Ober  einem  Brette  so  aufge- 
Btellt  ist,  dass  einerseits  seine 
obere  Kante  demselben  parallel 
steht,  und  dass  er  anderseits  frei 
um  seine  Axe  rotiren  kann.  Auf 
dem  Kegel  liegt  eine  su  der  er- 
wähnten Kante  senkrechte  Rolle 
A,  deren  in  eine  Spitse  auslaufen- 
der  Träger  in  der  Coullsse  I des 
Brettes  verschiebbar  ist,  während 
sich  hinwieder  das  gansc  Brett  in 
einer  zu  I senkrechten  Conlisse  II 
eines  zweiten  Brettes  bewegt,  wo- 
bei der  Kegel,  indem  ein  ebenfalls 
kegelförmiger  Ansatz  E desselben  sich  anf  einer  am  zweiten  Bretts  befestigten 
Schiene  B C reibt,  eine  dieser  Bewegung  entsprechende  Drehung  erhält.  Führt 
man  die  Spitze  mit  Hülfe  der  beiden  Bewegungen  zu  irgend  einem  Pnncte  O, 
so  erhält  die  Rolle  A eine  bestimmte  Distanz  a von  der  Spitze  des  Kegels, 
und  zugleich  steht  ein  bestimmter  Pnnct  a der  auf  ihrem  Umfange  befind- 
lichen Theilung  dem  Index  D gegenüber.  Wird  die  Spitze  von  O nach  P 
geführt , so  gleitet  die  Rolle,  ohne  dass  sich  der  Kegel  dreht,  um  z auf  der 
Kante  fort;  wird  sie  nachher  von  P nach  M geführt,  so  behält  die  Rolle  die 
Entfernung  (a-|-x)  von  der  Spitze  des  Kegels,  dagegen  wird,  wie  oben 
angegeben , durch  die  längs  der  Coullsse  II  nothwendig  gewordene  Ver- 
schiebung, der  Kegel,  und  damit  auch  die  sich  an  ihm  reibende  Rolle  A, 
sich  drehen,  also  Letstere  nun  eine  neue  Ablesung  ß‘  ergeben,  — und  zwar 
wird  diese  Drehung  einerseits  y,  und  anderseits  (x-)-a)  proportional  sein, 
so  dass 

/J‘  — o = m(a  + x)y 

zu  setzen  ist,  wo  m eine  vom  Apparate  abhängige  Constante  bezeichnet 
Wird  die  Spitze  von  M nach  N gebracht,  so  wird  entsprechend  eine  neue 
Drehung 

A/ä  = ni(af-x  + dx)dy  = m(a4tx)dy 
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statt  haben,  und  somit,  wenn  die  Spitse  von  M nach  O geführt  wird,  und 
dann  die  Rolle  die  Ablesung  ß ergibt,  eine  Summe  von  Drehungen 

ß — ß‘  = mj  (a  + x)dy  = — mj"  (a  + x)  d y = — m a y — mj*  xdy  = 

= — may  — m[xy — J"  y.dx]  = — m(a  + x)y  + mj'  y.dx 
entstehen,  so  dass  schliesslich 

ß — u = (ß  — ß‘)  + {ß'  — a)  = mjj.ix  4 

oder  die  AblesungsdifTerenz  an  der  Rolle  der  umfahrenen  Fliehe  proportional 
ist,  somit  Letztere  wirklich  durch  Erstere  gemessen  werden  kann.  — Der 
Winkel  des  Kegels,  der  bei  den  ersten  Erstellungen  des  Oppikofer’schen 
Planimeters  durch  die  Mechaniker  Johannes  Präffli  (Bignau  1802  — Bern 
1828}  und  Heinrich  Rudolf  Ernst  (Bern  1803  — Boulogne  1863)  nur  0 ° 

betrug,  ist  nach  der  gegebenen  Theorie  willkOrlicb,  und  es  ist  das  unbe- 
strittene Verdienst  des  Ingenieur  Kaspar  W^etll  (Minnedorf  1822),  etwa 
1846  gezeigt  zu  haben,  dass  unter  Vergrösserung  desselben  auf  90°  die  prak- 
tische Ausführung  und  Brauchbarkeit  wesentlich  gewinne.  — Für  die  weitere 
Geschichte  dieses  Planimeters,  — die  zu  Gunsten  des  Trigonomoters  Johann 
Martin  Hermann  (Pfronten  bei  Füssen  1786  — München  1841),  der  schon 
1814  die,  nachher  aber  wieder  total  in  Vergessenheit  gerathene  Idee  gehabt 
haben  soll,  in  ähnlicher  Weise  eine  Fliehe  durch  blosses  Umfahren  zu  be- 
stimmen, in  neuester  Zeit  erhobene  Prioritätsfrsge,  — die  verschiedenen  nach 
und  nach  für  die  Construction  vorgeschlagenen  ModiBcationen,  — etc.,  vergl. 
„Christoph  Trunks  Ingenieur  zu  Eisenach:  Die  Planimeter,  deren  Theorie, 
Praxis  und  Geschichte.  Halle  1865  in  8.,  — Ernst  Fischers  Professor  in 
Aarau  und  München:  Die  mechanische  Planimetrie,  ihre  geschichtliche,  theo- 
retische und  praktische  Bedeutung  (Schweiz,  polyt.  Zeitsebr.  1868),  — etc.“ 
— Der  von  Jakob  Amsler  (Stalden  bei  Brugg  1823;  früher  Professor  der 

Mathematik  in  Schaffbaueen,  jetzt  Chef  einer 
mechanischen  Werkstitte  daselbst)  etwa  1856 
erfundene  Polarplanimeter  besteht  aus  zwei 
Stäben  D und  L-j-1,  welche  in  A durch  eine 
längs  L -{- 1 etwas  verschiebbare  Cbami6re 
verbunden  sind.  Am  Ende  von  D befindet 
sich  eine  Spitze  P,  um  diesen  Endpunct  in 
der  Operationeebene  als  eine  Art  Pol  fixiren 
zu  können.  Bei  F ist  ein  sog.  Fahrstift,  um 
den  Endpunct  von  L längs  einer  gegebenen  Contour  hinzufübren.  Am  Ende 
von  1 sitzt  eine  getheilte  Rolle  (R),  an  der  ein  Index  spielt,  auf  der  Ope- 
rationsebene.  Wird  der  Fahrstift  von  F nach  einem  benachbarten  Puncte  F* 
geführt,  so  dreht  eich  der  Radius  Vector  R um  einen  kleinen  Winkel  ^ 9, 
und  beschreibt  dabei  eine  Fläche  gleichzeitig  geht  A nach  A',  und  die 

Rolle  nach  (R*),  wobei  der  Radius  Vector  r ebenfalls  nahe  die  Drehung 
macht,  während  die  Rolle  ln  Folge  ihrer  Friction  eine  Drehung  erleidet 
Ist  c der  nahe  mit  einer  Geraden  zu  verwechselnde  Weg,  den  die  Rolle 
zurücUegt,  und  a sein  Winkel  mit  der  Rolle,  so  ist,  da  nur  die  ln  die  Rollen- 
ebene  fallende  Componente  von  c sich  als  Drehung  der  Rolle  zeigen  kann, 

A M c . Cos  a und  da  nahe  — = A 9 = 

r ' R 

Wall,  BasdtMk.  L 18 
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w&farcnd  aus  den  Dreiecken  P F R und  PAR  trigonometrisch 
R«  = r*  + (L  + 1)«  — 2r(L  + l)Cosn  D*  = r» -f  1«  — 2 r 1 Cos  o 

also  durch  Bubtraction 
R«  — D*  = L*  + 2L1  — 2rLCos«  oder 
so  erhält  man  somit 


^ L«  + D‘  + 2L1  — R« 

Cos  U = ^ , 

i r L 


„ . D»-|-D‘  + 2L1 

^ M = r Cos  « . A 9 = 2 1 


A 9 — 


Jt*.  Ajf 
2.L 


= C 


oder  durch  Integration  swiachen  den  Grenzen  0 und  if,  wenn  die  mit  den 
Dimensionen  des  Instrumentes  zusammenhängende  Constante 

L«  I D«  i 2L.1 
2 

gesetzt,  und  2 berOcksiehtigt  wird, 

F = C.w  — L.M  G 

Umschreibt  man  mit  dem  Fahrstift  eine  geschlossene 
Figur,  ausserhalb  welcher  der  Pol  P liegt,  von  A im 
Sinne  des  Uhrzeigers  bis  wieder  nach  A,  und  ist  die 
Theilung  der  Rolle  so  beschaffen,  dass  Drehen  nach 
links  die  Ablesung  vermehrt,  so  hat  man 


F=PABP— PBCP— PCDPfPDAP 
= Cw'  + L.M‘  — (Cw‘  — UM")  — (Cw"  — DM''')-f{C  w''  + DMrf) 
= LM  » 

wo  M die  Oesammtdrehung  der  Rollo  bezeichnet.  Ist  daher  die  Theilung  an 
Letzterer  so  eingerichtet,  dass  sie  für  eine  bestimmte  Längeneinheit  LM  in 
entsprechenden  Flächeneinheiten  gibt,  so  erhält  man  ln  diesem  Falle  aus  der 
Differenz  der  Ablesungen  vor  Beginn  und  am  Schlüsse  der  Umschreibung 
unmittelbar  die  Fläche.  Um  das  Instrument  hierauf  zu  prüfen,  umschreibt 
man  z.  B.  einen  Kreis  von  gegebenem  Radius,  und  siebt,  ob  die  abgelesene 
Fläche  mit  der  berechneten  genau  Obereinstlmmt;  ist  es  nicht  der  Fall,  so 
Wird  A (s.  Fig.  3)  etwas  verschoben,  die  Probe  wiederholt,  etc.  — Hat  man 
eine  grSssere  Figur  zu  messen,  so  wird  der  Pol  innerhalb  derselben  befestigt, 
so  dass  man  nun  eine  volle  Umdrehung  w = 2n  zu  machen  bat,  um  die 
Figur  zu  umfahren,  wo  sodann  statt  6 die  direct  ö entnommene  Formel 

F = C.2n  — L.M  8 

anznwenden  ist  In  diesem  Falle  ist  also  eine  genaue  Kenntniss  von  C.2n 
nothwendlg,  und  um  diese  zu  erhalten,  wird  wieder  ein  Kreis,  aber  von 
relativ  grossem  Radius,  angewandt,  — der  Pol  P in  seinem  Mittelpunct  be- 
festigt, — und  das  erhaltene  L M um  das  berechnete  F vermehrt.  — Vergl. 
für  den  Polarplanimeter  ausser  den  oben  erwähnten  Schriften:  „Anialer, 
Ueber  die  mechanische  Bestimmung  des  Flächeninhaltes , der  statischen 
Momente  und  der  Trägheitsmomente  ebener  Figuren,  insbesondere  Ober  einen 
neuen  Planimeter  (Zürch.  Vierteljahrsschr.  1866),  — Emil  SehioE  (Zürich 
1817;  Professor  der  Mathematik  und  Physik  in  Aarau,  Bern  und  Chur),  Ueber 
das  Polarplanimeter  von  Prof.  Amsler  in  Schaffhausen  (Berner  Mitth.  1867), 
— etc.“ 


141.  Die  Rectifleation.  Für  das Bogenelcment  As  hat  man  (s.  Fig.) 
A s a e = 1 A -)-  ^ y*  = } r'^ . A y ‘ -f-  A r''* 

A 8 < a (1  + d c = -rp-~ h A X . Tg  q>  — A V 

Los  qp  o T J 
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also 


Nun  ist  (138) 


A s 
Ax 


V I Tg'^  <p  { Tg  y 


Ay 


A X 


d X 


Tgf 


also,  wenn  d y : d x = p und  d r : d v = q gesetzt  werden, 
^ = V 1 p''^  oder  ® ~ J"  “f“  P'*  ■ * 

nnd  entsprechend  ^ 


8 = r Vr’’^  + q'^  . d V 

J a 

womit  die  sog.  Rectificatlon  geleistet  ist 


1 

9 


Die  Anfstellnng  der  Formeln  1 und  2 bedarf,  ausser  dem  Hinweise  auf 
die  Figur,  nach  dem  im  Texte  Gesagten  kaum  einer 
weitern  Erlluterung.  Beispielsweise  hat  man  nach  1 
und  6&  ; 4 für  den  Halbkreis,  da  wie  138  für  den 
Kreis  p = — x : y ist, 


-t/: 


y.ds 


FOr  weitere  Anwendungen  vergleiche  die  folgenden  Sitae.  — Der  Schwer- 
punct  eines  Bogens,  dessen  Endpuncte  die  Abscissen  a und  b haben,  hat 
nach  133  ; 1 offenbar  die  Coordinaten 

1 r j 

X = — I X . d s 

» J . 

also  X.  B.  derjenige  des  Halbkreises,  da  für  den  Kreis  wie  oben 

rdx  rdx 

y ~ Vr‘  — 

ist,  mit  Hülfe  von  68:3  die  Coordinaten 

x = ^ 1 C+'_2  pFTTir]  =0 

J Vr«  — X»  -r  J/r‘  — X«  L_,  J 

1 f+'  , 1 r+'  -|  2r 

und  ihnlich  ln  andern  FiUen. 


1,6366 . r 


14S.  Die  Ellipse.  Hat  man  zwei  ooncentrische  Kreise  der  Radien 
a nnd  b,  zieht  (s.  Fig.  1)  c d beliebig,  efjlcg  und  df  J_cg,  so 
ist  (137 : 3)  f ein  Punct  einer  Ellipse  der  Halbaxen  a und  b , und 
eine  durch  zwei  solche  Puncte  f]  und  bestimmte  Gerade  hat  die 
Gleichung 

y = X . Tg  Ö + /J 

wo , wenn  = und  tp  — yr=2  3 ist , 

b ^ Cosd 


Tgö ; Ctgy 


18* 
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und  die  Länge 


f,fj  = 


a b Sin  2 d 


ß.Coa  6 

Sind  Fj  und  F2  (».  Fig.  2)  die  Brennpuncte  der  Ellipse,  also  (137) 
r, -|-r2=2Q,  und  macht  man  m c = r*  und  md  | cFj,  so  ist 
T] -f- rj  (87)  die  kürzeste  Verbindung  von  F|  und  Fj  mit  md,  — 
also  liegt  jeder  andere  Punct  von  md  ausser  der  Ellipse,  oder  es 
ist  md  Tangente,  — die  dazu  Senkrechte  mn,  welche  ^(n,  rj) 
halbirt.  Normale  in  m.  — Für  o=b  wird  die  Ellipse  zum  Kreise. 

Es  ist  ofTcubar 

X,  = a Cos  f V ^ 

also  ' 

Q*  ^ 

Ebenso  hat  man 

X,  = a Cos  xf 
also  nach  132 ; 3 
f,  f,  = Cos  <p  - 


„,-  + -^=Cos*,  + Sin*9  = l 


y,  = b Sin  xf 


a Cos  tp)'  + (l'  Sin  f — b t^in  yi)* 


= 2 Sin  d l'a»  Sin«  y + b*  Cos«  p 

Ferner  erhält  man 

Te  8 - = _ 1 ct«  » 

^ ^ — oy  /r.««  ^ .s.\  — rt  ^ * 


a (Cos  9 — Cosyr) 


oder  /3  = y,-|- 


ß-y,  — »I 

>1— yt  *1— *1  ■ ■■  ' 

d.  h.  die  2,  nnd  mit  ihrer  HOlfe 

b*  Cos«y  = a*  Sin«  y Tg*  8 

also 

V'a*  Siii«y  + b»"Öis«'7  = “ 


, a=b(Sin  y-f-  Ctgy . Cosy); 


Sin  y = 


b ■ Cos  d 

ß 


y ab  Cos  d 
Cos  8 ß Cos  8 


bCosd 
■ Sin  r 


6 


woraus  in  Verbindung  mit  & sofort  3 folgt  — Verlängert  man  r,  Ober  P, 
hinaus  bis  an  die  Ellipse,  so  hat  man,  wem  diese  Verlängerung  mit  r,  be- 
Ecichnet  wird,  nach  137  : 11 

P . _ P 


' 1 + e Cos  V 

und  hieraus  folgt 

P = 


1 — c Cos  V 


8 rin 


«■i  + f. 

oder  es  ist  nach  17:7  der  Parameter  das  harmonische  Mittel  swlschcn  den 
beiden  Segmenten  einer  sog.  Focalvebne. 

143.  Weitere  BeziehaDgeo.  Da  aus  der  Mittelpunctsgleichung 
der  Ellipse  (137) 

d X ^ ' 


■y  ' ' dx'^ 

folgen,  so  haben  für  sie  (138)  Tangente  und  Normale  die  Gleichungen 


b^x, 


(x  — X|)  und 


■y.= 
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während  für  den  Krümmung^kreis  (139) 


A = — 


02  — 62 


X ^2 


v3  = _. 

“ 6» 


-.y3  3 


[tt<y«  + 6*x2]V«  _ [g-^  — X2  4-62  — y2]% 


0*  6*  ÖT 

folgen.  Ferner  hat  man,  wenn  a die  sog.  Abplattnngy  d.  h.  die 
Differenz  der  Axen  in  Theilen  der  grossen  Axe,  bezeichnet,  mit 
Hülfe  von  137  : 6 — 8 

« = = 1 — i^r^^  = 1 — 

a 6 

b = a(l — a)  e2  = 2a  — «2  p_(|(i  — 


Tgy  = -^ 


0*  y _ 0^ 


62 


Tgv> 


Tg  V 


X = 


1 — e2 

0 Cos  <jp 


^ Cos  V 


Vl+Tgy-Tgy  Vl  — e2  Sin*  rp 
0 (1  — e*)  Sin  qr 

y = X Tg  V = ■ Vt — Z.-' 

Vl  — e*  Sin*  (p 

s = e*  X = (2  o — «*)  r Cos  v 

a . Sec  V 


Vi  + tgy.tgv 


Cos  (f 

Cos  V . Cos  (qp  — v) 


8 

9 

10 

11 


= nahe  a V\  — e*  Sin*qp  = 0 (1 ^ Sin*  qp)  = 0 [1  — a Sin*qp] 


Sh?"  = P<‘  + l-'SinV+...)  «* 


0(1  — e*) 


n=(l  — e*)N  IS 


N = 


R = 


b*x3 


0(1  — e*) 


Vl  — e*  Sin*  y 
b*  r3  Cos*  V 


a*  Cos*  (p  (1  — e*  Sin*  qp)’ « a^  Cos*  qp 


1 e*  6* 

.=  -K’-y-N’-P 


(^y 


14 


18 


Für  die  Scheitel  an  der  kleinen  und  grossen  Axe,  d.  h.  für  x = 0, 
y = 6 und  X = 0 , y = 0 ergeben  sich  speciell 

A=0 


b*  — 0*  0 / , 

B ^ (o  6)  o 


B = 0 


A = 


0*  — 6* 


(o  -t-  6)  a 


R = 
R = 


6 

6* 

0 


Endlich  erhält  man  (140 : 1 ; 67  : 14) 

f=  — f Vo*  — X*  d X = 
aJo 

als  Fläche  des  Ellipsenquadranten. 


o6 


16 

11 

18 


Digiiized  by  Google 


198 


— Die  analytische  Geometrie  der  Ebene.  — 


Die  Formeln  1 — 6 gehen  nach  der  im  Texte  gegebenen  Anleitung  ohne 
Schwierigkeit  hervor,  — ebenso  7 mit  HQlfe  von 
2 und  der  beistchenden  Figur.  Aus  7 folgt 
h* 

y = ^Tg,.x  ts 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  137 : 3 einsetzt, 
erhält  man 

^ 0^ 

woraus  mit  HQlfe  von  7 oder  137 : 8 die  beiden 
Formeln  8 leicht  hervurgehen.  — Mit  HQlfe  von 
7,  8 und  der  Figur  findet  sich  9 ohne  Schwierig- 
keit. — Mit  HQlfe  von  19  und  137  : 6 erbUt 


8 = X — y . Ctg  9 = X . X = e* . X 


d.  h.  die  erste  Formel  10,  aus  der  sodann  die  zweite  nach  6 sofort  folgt.  — 
Die  drei  ersten  Formeln  11  gehen  aus  der  Figur  mit  HQlfe  von  8 hervor; 
ferner  ergibt  sieh  mit  HQlfe  von  8 und  9 


r=  Vx«4-7?  = g + 1 ‘ - Vj  _e.Sin«»+ 

* “r  1 — c‘öin*9  —er»  l_c»öin»,, 

woraus  der  erste  Nähernngswerth  folgt,  dem  sodann  die  übrigen  leicht  ent- 
nommen werden.  — Ebenso  folgen  die  12  mit  HQlfe  von  9 und  137 : 6 ohne 
Schwierigkeit.  — Aus  der  Figur  folgt 


N:x  = n:x  — s oder  n = .^ ^.N  = (l  — e*).N 

X 

oder  13,  woraus  mit  HQlfe  von  12  auch  sofort  14  hervorgeht.  — Mit  HQlfe 
von  19  folgt 

a»  y*  + b‘  X»  = b»  x«  Tg»  cp  + b»  x»  = b»  x» : Cos»  cp 
und  hieraus  geht  durch  EinfQhrung  in  4 sogleich  die  erste  Formel  Ifi  hervor, 
aus  der  die  Qbrigen  mit  HUlfe  von  8,  11,  14  und  137:5,6  leicht  folgen.  — 
Die  16.  und  17.  sind  SpecioiTillo  von  3 und  4.  — Aus  140 : 1 folgt  mit  Hülfe 
von  137  : 3 und  67 : 14  endlich 


f=—  f’^o'^x»  .dx=—  [“jÜLHlZHl  + ^ArcSin— ] 
ajo  aLo  2 '2  oJ 


b a»  , , ob 

=: — . Are  Sin  1 = 

0 2 4 


oder  18.  — FQr  die  Anwendung  dieser  wichtigen  Formeln  s.  B.  auf  375—377 
verweisend,  mag  hier  noch  angeführt  werden,  dass  GerlloK  (s.  Grunert's 
Archiv  V 61)  fQr  N den  Namen  Conormale  gewählt,  und  sic  mit  Vortheil 
in  eine  Reihe  von  Formeln  eingefQhrt  hat.  Bezeichnet  man  nämlich  Tangente, 
Subtangente  und  Subnormale  (vergl.  138)  der  Reihe  nach  mit  t,  st  und  sn, 
den  durch  die  Normalen  gebildeten  Abschnitt  auf  der  kleinen  Axe  mit  p‘, 
und  setzt  die  Differenz  zwischen  Conormale  und  Normale  N — n = q,  so  hat 
man  nach  der  Figur  und  mit  HQlfe  von  9,  10,  13  und  14 

x = N.Co8  9 y = (l  — e»)NSin9  «1 

sn=:nCo8p  = (l  — c»)NCos9  8t  = yTgy  = (l  — e')N8In9Tg^  <• 

‘=  C^  = (l-<=*)NTgp  p'  = sTg9  = o»NSin9  «S 
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>1  = 


CuB  if> 


= ^ = CN 


rSin(ji  — v)  = p' Co»  9 = — N Sin  2 y S4 


r Co»  — v)  =:  N — p'  Sin  ^ = N (1  — e*  Sin’  <p)  = SS 

etc.  S6 


Tg(y-vj  = -!:^j’  61n2, 


In  25  liegt  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass  das  Rechteck  aus  der  Co- 
normale  und  der  Projcction  des  Radius  Vcctors  auf  dieselbe  oonstant  ist,  — 
eine  Eigenschaft,  auf  welche  Gerling  schon  in  einem  Programme  „Do  parallaxi 
elationis.  Marb.  1830^,  wo  er  auch  die  meisten  der  eben  aufgestellten  Formeln 
aum  ersten  Mal  mitgetheilt  habe,  hingewiesen  zu  haben  scheint.  — Aus  14 
folgt,  wenn  Sin^zrz  gesetzt  wird, 


und 


N . d N c:  Q*  ( 1 — c*  z*)  . c*  z d z 


also,  wenn  M der  Modulus  der  gemeinen  Logarithmen  ist,  mit  Hülfe  von  57  : 1 

d.logN  = M..^  = Me«(l  — c«»»)-'.id» 

= Me‘(l  + c’i’  + e’»’  + e»z*  + ...)»  dl 
oder  durch  Integration,  da  für  9 z=  U notbwendig  log  N = log  o werden  muss, 

logN=  M (i.e’s«4-ic’s’  + 4-e«x‘+...)  + loga 
^ 4 o 


= ~(c‘Sin»9  + .ie*Sin*9  + ^e«Sln‘9+  ..)  + logo 


S3 


2 ' 2 

wornach  sich  leicht  eine  Tafel  für  log  N entwerfen  l&est  (vergl.  377  und  XV). 
— Substituirt  man  in  1 ihr  y und  h nach  137 : 3,6,  so  erhält  man 

= f"W  = -^r^Va^  •* 

und  mit  BlUfe  erstem  'Werthes  nach  141 : 1 für  den  iwischen  dem  Scheitel 
der  kleinen  Axe  und  dem  Ober  dem  Endo  der  Abscisse  stehenden  Puncte 
enthaltenen  Ellipsenbogen 


t9 


Da  29  mit  69:4  fibereinstimmt,  so  kann  somit  60:5  zur  Rectlficatlon  der 
Ellipse  verwendet  werden.  So  folgt  z.  B.  mit  Hülfe  davon  die  Länge  des 
EUipsenquadranten,  da  in  diesem  Falle  offenbar  x = a)  also  fi=:0  gesetzt 
werden  muss, 

woraus  t.  B.  fOr  e = 0 und  a = r der  bekannte  Kreisumfang  4 8 = 2 r n 
bervorgeht.  — Bezeichnet  tfi  das  Supplement  des  Tangentcnwinkcls , so  hat 
man  nach  2 

Tgv  = .?*- 


Tg9  = i;='j- 
^ a’y, 


während 


und  somit  mit  HQlfe  von  137 : 3 


o’b« 


Te«  — Tn  fv -1-0,1—  _ _?*  J’,  ’ + f»*»!! L _ 

Tg  fl  _ Tg  (V  -f  9)  _ ^ - (fl.  _ b’J  X,  y, 

Anderseits  ergibt  sich  für  den  Winkel,  welchen  die  mit  dem  Radios  Vector  r 
zusammenfaliende  Axe  mit  der  zu  ihr  conjugirten  Axe  bildet,  nach  136:4, 
wenn  man  a =:  Tg  v.=:  y, : x, , a = a',  b = o und  c = 6'  setzt,  die  Formel 

_o  (g’y.’rx.’i-ft«  0^6^ 

2 (0*  — 6‘)  y, : X,  (a’-b’)x,y, 


S1 


3f 


Digilized  by  Google 


200 


— Die  analytische  Oeometrie  der  Ebene.  — 


Es  Ist  also  /» = 9,  oder  man  crhUt  au  irgend  einer  Axe  die  conjogirte  Axe, 
indem  man  an  den  Einen  Endpunci  der  Erstem  eine  Tangente  und  au  dieser 
durch  den  Mittelpunct  eine  Parallele  aieht.  — Besieht  man  einen  Punct  der 
Ellipse,  anstatt  durch  rechtwinklige  Coordlnaten  auf  die  Hanptaxen,  durch 
schiefwinklige  Coordinaten  auf  irgend  awcl  conjugirte  Axen,  d.  h.  setit  man 

X = x'  Cos  a — y ' Sin  ß 
y = x'  Sin  o + y'  Cos  ß 

wo  a ein  beliebiger  Winkel  lat,  und  nach  136 : 2 

Tg  (900  + « = -^^^ 


oder 


Tg/J  = ^Tg« 


SS 


so  erbllt  man  nach  137 ; 3 die  neue  Ellipsengleichnng 

Beaeicbnet  man  aber  die  halben  conjugirten  Axen  mit  a'  und  6',  so  bat  man, 
da  ihre  Endpnncte  Ellipsenpuncte  sind,  nach  137 : 3 


Q** . Bin*  a , 

g'«.  Cos«a  j 

oder 

1 

Co»*  O , 

Bin*  o 

b* 

g« 

g'« 

““q*  *■ 

b« 

b'«.Cos«/9  , 

b'«.8in«^ 

oder 

1 

_ Shi«  (9 

Coa*ß 

b«  + 

g«  “ 

b<«^ 

~ g«  ^ 

b« 

SS 


während  mit  Hülfe  von  33 

Cos  a . Sin  /9  Sin  a Cos  ß ^ _ 

i«  b«  ~ 

folgt,  wofür  sich  obige  Gleichung  ln 


X'*  v'* 

4-  - — 1 

^ ‘ 


SS 


• b‘ 

ausammenaieht,  so  dass  sich  also  für  conjugirte  Axen  die  Form  der  Ellipsen- 
gleichung nicht  verindert  Aus  34  und  33  folgen 

„ q‘  b» 6«(1+Tg«  o)  _ e«Cosy  + b*  Sin*^ 

“ a*8in*a  + b*Co3*a  a*Tg*a  + a*b*  a*  Coa'/J b*  Sin*/J 

0»  b*  a«  b*  ( I + Tg«  ß)  0*  Sin«  o + b«  Cos«  a 


S8 


b'«  = 


e«  Cos«  jä  + b«  Sin«  (9  a«b«  + h*Tg«jJ  a«  Sin«  o -j- b«  Cos«  a 


und  hieraus  durch  Addition 

o«b«(Sin««  + Cos««)  + a*Sin««4-b‘Cos«a  „ 

“ ~ o«Sin«o  + b'Cos«„ 

so  dass  die  Quadratsumme  der  Halbaxen  conatant  ist.  — Da  endlich  6-\-  ß 
4-90®  — o=:180®  oder  9 = 90®— ((J— o),  so  folgt  mit  Hülfe  von  33  und  36 

Sin  8 = Cos  (ß  — o)  = Cos  ß Cos  n + Sin  ß Sin  a = 

kl  + Tg«/? 

g«  Sin« « -f~  b«  Cos«  c ab 

~ Va*Sin«o  + b*CoB«o  ~ 

so  dass  (113)  alle  ln  die  Ellipse  eingeschriebenen  Vierecke,  welche  conjugirte 
Axen  au  Diagonalen  haben,  gleich  gross  sind. 

144.  Die  Fuabel.  Ist  (s.  Fig.)  fb  Lbc,  fc  beliebig,  fd  = dc, 
dm  cf  und  cm  ||  bf,  so  ist  (137  :9)  m ein  Punct  der  Parabel  des 
Brennpunctes  f,  Scheitels  a und  Parameters  p = 2 q.  Die  Hülfs- 
linie  d m hat  offenbar  nur  m mit  der  Parabel  gemein  oder  ist 
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Tangente,  — die  Normale  mn  J^dm  hälftet  Z.emf,  — bc  heisst 
IjeiUinle  oder  DIrectrIx.  — Aus  137 : 11  folgt  die  Polargleichnng 

r = - = — oder  r = 2 q — r Cos v = q -(- x 1 

l + Cosv 

wo  die  letztere  Form  sich  unmittelbar  aus  der  Figur  verificiren  lässt. 


Men  bet  oiTenber 

y*=mP — (x— q)*=(x  + q)*  — (x  — q)»=4qx=2px» 
eleo  ist  der  Ort  wirklich  eine  Perebel.  — Befestigt 
men  in  e des  eine,  in  f des  endere  Ebide  eines  Fedens 
der  Länge  oe,  lässt  die  s.  B.  dnrch  die  eine  Kethete 
einer  sog.  Eqnerre  dergestellte  oe  längs  einem  neeh 
der  Directrix  gelegten  Lineele  gleiten,  nnd  sucht  mit 
einem  Stifte  m den  Fsden  fortwährend  sn  jener  Eqnerre 
festsnhslten,  so  beschreibt  m die  Psrsbel. 


14S.  Weitere  Bexiehnogeo.  Da  für  die  Parabel  y.dy  = {}.dx, 
80  hat  sie  (138)  die  Tangentengleichung 

y— yi  = ^(x— X|)  1 

yi 

aus  der  folgt,  dass  die  Tangente  in  der  Distanz  X|  hinter  dem 
Scheitel  auf  die  Äbscissenaxe  tri£ft.  Für  die  Quadratur  der  Parabel 
folgt  (140) 

= = 6^  ■ * 
Theilt  man  eine  durch  ein  Curvenstück,  zwei  Ordinaten  und  die 
Äbscissenaxe  begprenzte  Fläche  F durch  gleichabstehende  Ordinaten 
in  2n  Streifen,  und  betrachtet  die  von  den  paaren  Ordinaten  be- 
stimmten Cnrvenabschnitte  als  Parabelbogen,  so  kann  man  nach  der 
sog.  SImpaon’seben  Regel 

F = -g-^j^y.  — y*. -H  2 .j  (y*h  + 2 . y*h_i) j S 

setzen,  wo  x den  Abstand  der  äussersten  Ordinaten  y,  nnd  yj, 
bezeichnet 


FUr  y = o oder  also  fOr  den  Darchschnittspunct  der  Tangente  mit  der 
Äbscissenaxe  erhält  man  nach  1 nnd  137 : 0 


p(x  — x,)  = — y,«  = — 2px,  oder  x = — x, 
wie  im  Texte  behauptet  ist.  — Da  ans  der  Parabelglcichung  dnrch  Diife- 
rentiren 


so  folgt  nach  138:4  8ubn  = p 


so  dass  also  bei  der  Parabel  die  Subnormale  constant,  und  somit  auch  eine 
leichte  Normalen-Constmction  ermöglicht  isL  — Bescichnet  man  das  von  der 
Sehne  k bestimmte  Parabelsegment  mit  o,  so  ist  nach  2 
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yi  + yi 


— ij iL » r»  — T ^ 

“ Oq  Oq  2 <■*» 


oder 
und  nach  104  : 8 


= 24^  [4  yj  * — 4 yi  ‘ — 8 (yi + y.)  (y.  * — yi  ’)] 

=2T^(y*-y‘>’  * 

Setzt  man  ferner  den  durch  r,  und  r,  gebildeten 
ParabcUector  gleich  s,  so  hat  man,  da  mit  HQife  von 
144:1 

k’  = (yj  - yi)’  + (*j  — *i)*  = (y’a  — y.)’  + Oj  - fi)' 

(y,-y.)'=k’-(r,-r,)‘ 


8In  w = ^ + r,  + k)  (r,  + r,  — k)  (r,  — r,  + k)  (r,  — r,  + k) 

z T^  r, 

ist,  nir  8 den  Ausdruck 

•=24\(y«-y‘^’+-¥-^‘“”= 

= I [k* - (r,  - r.)*] + Kr,  + r.)«-k«  ] 


Ferner  folgt  aus  144:1 
Cos* 


Cos*- 


Cos^^" 


Co.^‘- 


oder,  unter  Benutzung  von  104 : 7, 


COB- 


Tg- 


y^T  |/(r,+r,+k)  (r,+r,-k)_  -V? 

4 Ti  r. 


8in-f 


l/(k  + r,  — r,)  (k  — r,  + r,) 
' 4 r,  r. 


_ V(!.  + '-3)’j-k’_-2r,  g 

irk‘-(r3-r,)» 

Aus  6 und  144 ; 1 erhält  man  aber 

4q  = 4r.Cos.4  = 4r, ^ = J 

2 1 + Tg*  3..  >-3  + 

und  hiefOr  gibt  5 

* = I [k*  - (r,  - r,)*] ' * . [r,  + r,  + 1 VÖTW ~ k* ] * 

Bezeichnet  man  endlich  den  von  q und  r bestimmten  Parabelscctor  mit  f,  so 
ist  nach  140 : 2 mit  Hülfe  von  144 : 1 

f= ij,. . d . = i J. -'J . =■!■/(■ + w -j)  i = 


= d'(Tg^.+|w|.) 


Endlich  ist  offenbar,  wenn  bed  als  Parabelbogen  des  Scheitels  c betrachtet 
wird,  mit  Hülfe  von  2 
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i b o d e = • — + I- b d . c f 

^ DO 


_yo  + yj.  . 2 X p.. 

=-j^[3(yo  + y,)  + 4gf] 

= -^(yo  + 4y,  + y.) 


Rechnet  man  aber  auf  entaprcchende  Weiae  alle  im  Texte  erwihnten  ii  Doppel- 
streiren  aus,  so  geht  durch  Ihre  Summation  olTenbar  3 hervor,  — eine  Formel, 
welche  den  Namen  von  Thomas  tHimpson  trigt,  der  dieselbe  in  seinen  „Ma- 
thematical  dissertations  on  pbysical  and  analytical  subjects.  London  1743  in 
4.“  suerst  gegeben  haben  soll. 


146.  Die  Hyperbel.  Sucht  man  (s.  Fig.)  eine  Reihe  von  Puncten 
m auf,  welche  von  zwei  gegebenen  Puncten  f]  und  dieselbe 
Distanzendifferenz  ij  — t2  = 2 0 = a b < fj  fj  besitzen,  so  erhält 
man  (137)  eine  Hyperbel,  die  aus  zwei  unendlichen  Aesten  besteht, 
die  beiden  Puncte  fj  und  fj  zu  Brennpuncten , ab  zur  grossen, 
und,  wenn  ac  = ofi  = ad  ist,  cd  = 2b  = 2ale'^  — 1 zur  kleinen 
Axe  hat.  Ist  0 = b oder  a b = c d,  so  heisst  die  Hyperbel  gleich- 
seitig. 


Da  nach  dem  im  Texte  MItgctheilten  f,  f,  = 2 . a c = 3 yh'  .p  b*  ist,  so 
V / hat  man 

h^  r.«  = y»  + (x+l^i?^)«  vj 

r.»  = y»  + (x-ya«  + b‘)‘ 
r durch  Subtraction 

fy*  /■  Y*  ^ r,*  — r,«z=4xya«-Fb* 

/y'  d oder,  da  r,  — r,  = 2a  ist. 


Hieraus  folgen  aber 


r,=-yänprp+a 


ri  + rt=— ya’  + b* 


r,=-ySM:b*-a 


Eliminirt  man  z.  B.  aus  1*  und  2*  die  Qrösse  r, , so  findet  man  sofort  zur 
Probe  die  gewähnliche  Gleichung  der  Hyperbel.  — Ist  f,i  = 2a  = f,  k,  so 


ist  wegen  r,  — r,  =r  2 a nothwendig  i m = r, 
und  mk  = r,,  also  A A S A bmi,  also 
i k = f,  f,.  Wenn  man  also  zwei  Lineale  I 
und  II  mit  Längencinschnitten  hat,  die  sich 
um  f,  und  f,  drehen,  und  deren  Puncte  i 
und  k durch  ein  Stlbchcn  der  Lknge  f,  f, 
verbunden  sind,  so  beschreibt,  wie  schon  van 
Sebooten  im  4.  Buche  seiner  „Exercitatio- 
num  mathematicarum  lihri  quinque.  Lngduni 
1657  in  4.“  gezeigt  haben  soll,  ein  in  den 
beiden  Einschnitten  laufender  Stift  m eine 
Hyperbel,  — Vergleicht  man  die  Gleichung 
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der  gleichseitigen  Hyperbel 

x’  — y’  = q’  mit  der  üleichnng  x*  + y*  = a* 
des  Kreises,  so  sieht  man,  wie  sich  gleichseitige  Hyperbel  nnd  Kreis  gewisser- 
massen  ergknsen,  ja  erstcre  (s.  134)  als  ein  idealer  Kreis  anfgefasst  werden 
kann.  Stellt  man  entsprechend  den  goniometrischen  Fnnctionen  byperbolUehe 
gegenüber,  indem  man 

Cof.  X z=  Cos  X i <Sin.  X = — i Sin  X i S 

setzt,  so  dass 

Cof.'x  — @in.*x  = l während  Cos*  x + Bin’ * = 1 4 

so  folgen  ihr  die  hyperbolischen  Functionen  nach  50  sofort 


Qo<  x: 


e*  e ■ 


®tnx=- 


Cof  X ™ 1 -|- 
®ln  X = X + 


1.3 


1.3.8 


+ - 


.3.8.4  1.3, 


+ 


1.3.5 


.4.ö"*"  1 


3. 4. 6. 6 

X* 

3. 3. 4. 6. 6. 7 


+ ••• 


etc.,  und  man  kann  dieselben  zur  Vereinfachung  gewisser  Berechnungen  mit 
Vortheil  gebrauchen , zumal  wenn  man  für  sie , wie  es  z.  B.  durch  W. 
Ligowahl,  Professor  der  Mathematik  ln  Berlin,  in  seinem  „Taschenbuch 
der  Mathematik.  Berlin  1867  in  8.“  geschehen  ist,  eine  Tafel  anlegt,  von  der 


X 

@inx 

Cof.x 

X 

®in  X 

Cof.x 

0,0 

0,0000 

1,0000 

1,0 

1,1752 

1,5431 

0,1 

0,1003 

1,0050 

1,6 

3,1393 

3,3524 

0,3 

0,3013 

1,0201 

2,0 

3,6269 

8,7622 

0,3 

0,3045 

1,0453 

2,5 

6,0503 

6,1323 

0,4 

0,4108 

1,0811 

8,0 

10,0179 

10,0677 

0,5 

0,5311 

1,1276 

3,5 

16,5426 

16,5728 

0,6 

0,6367 

1,1865 

4,0 

27,2899 

27,3082 

0,7 

0,7586 

1,2552 

4,5 

45,0030 

45,0141 

0,8 

0,8881 

1,3374 

5,0 

74,2032 

74,2099 

0,9 

1,0266 

1,4331 

5,5 

123,3439 

122,3480 

1,0 

1,1762 

1,6431 

6,0 

201,7132 

201,7156 

ein  Muster  geben  mag. 

14V.  Weitere  Beiiehnogen.  Da  für  die  Hyperbel  (137) 

= 1 also  y = — 1 

0'*  b'*  — a 

80  nähern  sich  ihr  die  Geraden 

y = + — .x  = :fxTgB  * 

unendlich,  nnd  heissen  Asymiitofen.  Bezeichnen  X]  und  yi  die 
auf  die  Asymptoten  als  Axen  bezogenen  schiefwinkligen  Coordinaten 
des  Punctes  m,  so  ist  (s.  146,  Fig.  1) 

X = (y,  -f  X,)  Cos  o y = (y,  — x,)  Sin  a 
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und  durch  Substitution  dieser  Werthc  in  1 erhält  man 

4 X|  y-j  = Q*  + 6*  S 

als  sog.  As}’mptotengleichung  der  Hyperbel  Die  Constante  '/e 
wird  Potenz  der  Hyperbel  genannt 


FOr  die  gleichseitige  Hyperbel  ist  Tga  = l,  oder  es  stehen  die  Asymp- 
toten senkrecht  su  einander , und  seist  man  ’/t  S*  = 1 , so  ist  nach  3 

y.  = ^ 

*1 

also  hat  man  nach  140:1  die  Fl&cbe,  welche  durch  Hyperbel,  Asymptote  und 
die,  den  Abseissen  a und  b entsprechenden  Ordinalen  eingescblossen  wird, 

b 


F=j;y.dx,=j;.^  = [log,.]  = log- 


d.  h.  es  werden  solche  Flachen  unmittelbar  durch  natürliche  Logarithmen 
gegeben,  und  es  hat  somit  eine  gewisse  Berechtigung,  Letztere  umgekehrt 
kyperbollsehe  su  heissen.  — Da  sich  die  Flachen  zweier  gleichwinkligen 
Paralielogramme  offenbar  wie  die  Producte  der  Nebenseiten  verhalten,  so 
folgt  aus  3,  dass  alle  je  von  einem  Puncte  der  Hyperbei  und  den  Asymp- 
toten bestimmten  Parallelogramme  gleich  gross  sind.  — Ist  a ein  durch  x' 
und  y'  bestimmter  Winkel,  wahrend  x und  y seinem  Drittheil  entsprechen, 
BO  hat  man 

x‘  = rCosn  y'  = rSino 


X =:  r Cos 

Nun  ist  einerseits  idenUsch 


= rSin- 


r*  8in4a  = 2r*Sin-^ 
o o 


Cos^ 


r*  Sin  — o = r*  Sin  (o 5-)  = r’  (Sin  a Cos  — (Jos  a Sin  y) 

0 0 00 

also  hat  man  durch  Qlelchsetzung  und  Einführung  der  obigen  Werthe 


2xyz=xy'  — yx'  6 

und  diese  Oielchnng  gehSrt  offenbar  einer  Curve  zweiten  Grades  zu,  welche 
durch  den  Anfangspunct  geht,  und  den  a entsprechenden  Kreisbogen  in  % 
trifft,  also  die  sog.  Triieetion  des  Winkels  ausführt.  Um  uns  diese  Curve 
naher  zu  bringen,  verlegen  wir  den  Anfangspunct  in  der  durch  die  Figur 
angedeuteten  Weise  nach  0',  so  dass,  wenn  X und  Y die  neuen  Coordlnaten 


denn  hiefür  geht  6 sofort  in 

4XY  = x'y‘  » 

Ober.  Es  ist  also  unsere  Trisectrlx,  wie  schon  Pappus  gewusst  haben  soll, 
eine  gleichseitige  Hyperbel,  und  zwar  fallen  deren  Asymptoten  mit  den  neuen 
Coordinatenoxen  zusammen,  wahrend  Potenz  ist  — Das  muth- 

masslich  von  Plata,  oder  wenigstens  zu  seiner  Zeit  gestellte  Problem  der 
Trisection  hat  früher  die  Geometer  vielfach  beschäftigt:  Sicher  ist,  dass 
z.  B.  schon  der  griechische  Mathematiker  I¥ikomfedea<  der  nach  Einigen 
ein  Zeitgenosse  von  Archimedes  war , nach  Andern  freilich  erst  um  150 
V.  Chr.  florirte,  erkannte,  dass,  wenn  man  aus  dem  Scheitel  b des  zu 
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teilenden  Winkels  a mit  beliebigem  Ra- 
dius n b = r einen  Halbkreis  beschreibe, 
und  dann  durch  a eine  Gerade  ad  so 
siehe , dass  e d r werde , der  so  ent- 
stehende Winkel  Vs  « *®l»  da  y = 2^ 
und  = denn  man  weiss, 

dass  Nikomedes  die  Conchoide  (15())  unter  Anderm  zur  mechanischen  Lösung 
der  Trisection  brauchte,  und  e beschreibt,  da  für  eg:=y  und  gf=:x 


a f 

y 


df 

d f — X 


oder  d f = a f . X 
af-y 


oder  d f — x = — 

af  — y 


r*  — y*  =:  (d  f — x)*  also  (r*  — y*)  (a  f — y)*  = y*  x* 


wenn  d auf  de  gleitet,  nach  lOO  wirklich  eine  Conchoide.  Beil&uflg  be> 
merkend,  dass  (wie  die  Fig.  nndeutet)  dieselbe  Construction  auf  alle  möglichen 
Theilungen  ausgedehnt  werden  könnte,  da 

y = 2/?  0 = 3/?  d = o4-^  = 4/J  tz=S-\-ß  = ^ß  Ctc. 

mag  zum  Schlüsse  noch  angeführt  werden,  dass  sich  auch  noch  andere  Geo- 
meter des  Alterthums  in  ähnlicher  Weise  mit  der  Trisection  befassten,  und 
dieselbe  noch  in  neuerer  Zeit  vielfach  thells  von  sog.  DiUettanten  auf  eon- 
structivem  Wege  versucht,  thells  in  der  analytischen  Geometrie  mit  Be- 
ziehung auf  die  verschiedenen  möglichen  Lösungen  besprochen  worden  ist; 
vergl.  für  mehreren  Detail  z.  B.  den  von  OrtineH  in  seinen  Schlossband 
von  KlOgers  Wörterbuch  (V  335->^45)  darüber  aufgenommenen  Artikel. 


148.  Die  sog.  besondem  Poncte.  Zu  den  besondern  Puncten 
der  Curven  gehören  unter  Anderm  die  sog.  Wendepuncte,  wo 
die  Ordinate  ein  Maximum  oder  Minimum  annimmt,  — die  sog. 
Inflexlons-  oder  Beugungspuiicte , wo  die  Concavität  in  Con- 
vexität  übergeht,  — die  sog.  Spitzen,  in  denen  sich  zwei  Äeste 
der  Curve  vereinigen,  und  eine  gemeinschaftliche  zwischenliegende 
Tangente  haben,  — die  sog.  vieißicben  Pnnete,  in  denen  sich 
zwei  oder  mehr  Aeste  einer  Curve  schneiden,  ohne  eine  gemein- 
schaftliche Tangente  zu  besitzen,  — die  sog.  conjoglrten  oder 
Isolirten  Pnnete  einer  Curve,  die  sich  ergehen,  wenn  für  eine 
bestimmte  Ahscisse  die  Ordinate  reell,  für  eine  kleine  Zulage  in  + 
zur  Ahscisse  aber  imaginär  wird,  — etc. 

Weudepuncte  sind  s.  B.  die  Scheitel  der  Ellipse.  Ein  Beispiel  für  Bengungs- 
puncte  findet  sich  bei  der  Glockenlioie  in  149,  — für  Spitzen  bei  der  Neil- 
schen  Parabel  und  Cissoido  in  149,  — für  vielfache  Puncte  bei  dem  Folium 
Cartesii  in  149  und  der  Leroniscate  in  150,  — für  conjugirte  Puncte  bei  der 
Conchoide  in  150,  etc. 

149.  Einige  Corven  dritten  Grades.  Der  Ort  der  Gleichung 

y*  = a X* 1 heisst  Neil’s  Parabel 

x^-|-y^  = axy 9 Folium  Cartesii 

y-  = -^  (x  — h)  (x  -1-  c)  . . . S Glockenlinie 


Digitized  by  Google 


— Die  analytische  Geometrie  der  Ebene.  — 


207 


v2  = 


...  4 heisst  Cisaoide  des  Diokles. 


' a — X 
Und  so  weiter. 

Wahrend  hier  im  Allgemeinen  für  die  Curven  dritten  und  höhem  Grades 
auf  Specialschriften,  wie  s.  B.  auf  „Kewton,  Enumeratio  lineantm  tertii 
ordinis  (zuerst  1704  als  Anhang  der  Optik  erschienen;  dann  als  Opusculum 
IV  im  ersten  Bande  der  „Opuscula“,  v.  3;  auch  selbststlndig  mit  Beigabe 
von  Stirling’s  betreffender  „Illustratio“  Paris  1797  in  8.),  — SalmoD,  Higher 
plane  curves.  Dublin  1852  in  8.,  — etc.“  verwiesen  werden  muss,  mOgen  die 
im  Texte  genannten  speciellen  Curven  dritten  Grades  etwas  nUicr  betrachtet 
werden:  Die  nach  William  Nell  (Bishop-Thorp  in  Yorksbire  1637  — White 
Waltham  in  Berkshire  1670;  Mitglied  der  Roy.  Soc.)  be- 
nannte cubische  oder  semicubische  Parabel  besteht  offen- 
bar aus  zwei,  auf  der  positiven  Seite  der  y liegenden, 
in  einer  Spitze  3 zusammenlanfcnden  unendlichen  Aesten 
SM  und  SM‘.  Sie  ist  die  Evolute  der  gewöhnlichen, 
sog.  Appolonischcn  Parabel;  denn  setzt  man  die  aus 
der  Gleichung  144 : 2 der  letztem  folgenden  Werthe 


f(*i)  = 2px, 


f‘(x,)z=-*’ 
' yi 


f"(x,)  = 


e!_ 


>'i 


k=  1 4-  f'(x,)*  = 1 -I-  ^-V  = » + 17^ 

Jl  ^ *1 

in  die  Formeln  130:3  ein,  so  erh&lt  man 

^.-=-T47=tR-+^)=7'<'+*''> 


(A  - p)> 


8 


R*  = (x,-A)«  + (y,-B) 

r 

Ans  ö und  6 ergeben  sich  nun  succcssive 

_ — A — p _ y/  _ 8p»x,* 8_ 

'3  p*  p*  27 . p 

und  setzt  man  daher  B = x,  A — p = y nnd  27.p  = 8.a,  so  hat  man  fDr 
die  Gleichung  der  Psrabel-Evolnte 

y’  = a . X* 

d.  h.  die  Gleichung  der  Neil'scbcn  Parabel,  die  manchmal  auch  unter  der 
Form  8 gegeben  wird.  FQr  x,  = o wird  auch  y,  =: o,  also  A = p = R,  B = o; 
es  liegt  somit  der  Bobeitel  S der  Nell'schen  Parabel  von  dem  Scheitel  der 
zugehörigen  Parabel  gerade  um  den  Parameter  der  Letztem  ab.  — Da  ferner 
nach  1 

As,—  H 

dy  2ax  \dy/  4a*x’  4a 

folgt,  so  hat  man  nach  141:1  und  68:4 


09  = 


="( 


1 + 


9(A- 
4 a 


-piy/«. 


(P  + 2»i) 


V. 


■— p=R— p 
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Ee  iat  alao  auch  NH  = SM-|-p,  und  da  fiberdieaa , wenn  9 den  Winkel  der 
Tangente  an  M mit  x,  und  y den  Winkel  dea  KrOmmungaradiua  von  N mit 
bcxeicbnet , mit  Hülfe  von  188 : 1 

Tg,  = lAiL=  =_yL_-i  = .P.+  ='*i  _Ani_  = Tgw 
8y*  4x,*  4px,*  y,  Ji  — B y,  — B 

ao  lat  der,  aucb  gana  allgemein  mSglicbe,  Nachweia  geleiatet,  daaa  die  Evol- 
vente durch  Abwicklung  der  Evolute  erzeugt  werden  kann,  und  jede  Evolute 
rectiflcabel  lat  Die  Neil’acbe  Parabel  wurde  bereite  durch  Neil  aelbat  rectifl- 
cirt,  aiehe  „Wnlllii  Epiatola  primam  InvcnUonem  et  demonetrationem  aiqua- 
lltatla  lineie  curvae  paraboloidla  cum  recta  anno  1657  factam,  Onillelmo  Neile 
aaaerena  (Pbll.  Trana.  1673)“,  und  ea  aoll  dieaa  Oberhaupt  die  erate  genaue 
RecUflcatlon  geweaen  acin,  welche  von  einer  Curve  gemacht  wurde.  — Die 
durch  9 auagedrOckte  Curve  dritten  Oradea  trügt  den  Namen  von  DeaearteSt 
weil  er  dieae  merkwürdige  Linie  im  dritten  Theile  aelner  „Lettrea,  ob  aont 
traitdea  lea  plna  bcllea  queationa  tonchant  la  morale,  la  phyaique,  la  mddccine 
et  lea  mathdmatiquca.  Paria  1667,  8 Vol.  in  4. 
(lat  Lugd.  Batav.  1868  — 1888)  anerat  beaprach. 

^ /\  Bezieht  man  ale  auf  die  den  Winkel  der  Coordl- 
natenaxen  halbirende  Gerade,  d.  h.  aetzt  man 

AV^  x = u.Coa45«+t.  Sin  45«  = ~fu-l-t) 

/N.  \ ysn.Sind&o  — t.  Coa45“  = — rr  (u  — t) 


BO  geht  2 für  a=y^-^.a  ln 


u»  8 u t*  = a (u*  — t*)  oder  t = u V . ■ — lO 

^ a -f*® 

fibef)  worftQS  nun  leicht  hervorgeht,  dus  die  entaprechende  Curve  in  Beiiehong 
auf  die  neue  Axe  aymmetiiach  ist,  und  aus  einer  Schleife  dea  Durchmeasera 
a besteht,  welche  in  awei  unendliche  Aeste  verUluft,  die  eine  aur  Axe  senk- 
rechte, um  V|  o hinter  dem  Anfangspunote  liegende  Asymptote  haben.  Setst 
man  a — u = s* , also  u = a — s*  und  du  = — 2s. ds,  so  ergibt  sich 

also 

F.  =/■.  d.=-i[”...rra7.]=±.. 


oder  ea  iat  aowohl  die  Flüche  der  ganzen  Schleife, 
ala  die  zwlachcn  den  unendlichen  Aeaten  und  der 
Aaymptote  liegende  Flüche  gleich  */i  — alao,  da 

dieae  beiden  Flüchentbeile  im  Qegenaatze  atehen, 
die  Oeaammtilüche  gleich  Null.  — Die  durch  8 
gegebene  aog.  Olockenlinie  füllt  für  b = o = c mit 
der  Neil’achen  Parabel  zuaammen;  für  a=b=c=l 
dagegen  nimmt  aie  die  in  der  beiatehenden  Figur 
dargeatcllto  Form  an,  und  beatcht  Oberhaupt  für 
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poaitive  Warthe  von  b and  c aus  einer  geschlossenen  Linie,  and  einem  (b^ 
W)  Wendepancte  leigenden  nnendliehen  Aste;  für  c = o verschwindet  die 
geschlossene  Linie , — • {Qr  b = o dagegen  verbindet  sie  sich  als  Schleife  mit 
dem  nnendliehen  Aste,  der  in  diesem  Falle  auch 
keinen  Wendepnnct  mehr  telgt,  w&hrend  O und  S 
sich  lu  einem  vielfachen  Pnncte  vereinigen.  — Die 
Cissoide,  welche  etwa  im  6.  Jahrhundert  unserer 
Zeitrechnung  von  dem  griechischen  Mathematiker 
A Dioklee  erfunden  worden  sein  soll,  wird  durch 
Constmetion  erhalten,  indem  man  von  einem  Pnncte 
A eines  Kreises  aus  verschiedene  Secanten  sieht, 
und  je  AB  = CD  ahtrigt.  Sie  besteht  offenber  aus 
swei  Aich  in  A EU  einer  Spitie  vereinigenden  un- 
endlichen Aesten,  welche  D E sur  gemeinschaftlichen 
Asymptote  haben,  und  ihre  Gleichung  geht  aus 

-^-a.|.Cos,  = ]^MT^  Tg,  = X 

wo  a den  Durchmeeser  des  Kreises  beseichnet,  dnreh  Elimination  von  ^ 
hervor.  Es  folgen  nlmllch  snccessive 


X*  + y*  = a*  (Cos’  9 — 2 


Cos* 


-)  = a* 


X*  (x*  + y»)  + y*  (x*  + y*) 


X ^ 


x*(x*-t-y*) 


y*: 


a — X 

d.  h.  4.  Die  Cissoide  kann  auch  leicht  rectifteirt  werden,  indem  aus  4 
dy 


8 X*  + y* 
2y(a-x) 


also 


d 8 = - 


a.  d X 


lA~a-3x 
2 — x)  ' a — X 


folgt,  oder,  wenn 


4a-8x 
a — X 


= u* 


also 


tt*  — 3 


, 3au . d u 


gesetst  werden. 


ds 


a.  du 


8 a.  d u 


woraus  durch  gliedweise  Integration  mit  HBlfe  von  65 : 3 ohne  weitere 
Schwierigkeit  an’s  Ziel  gelangt  wird. 


ICO.  linige  Curren  vierteo  Grades.  Der  Ort  der  Gleichung 
X*  . y*  = (a  -|-  y)* . (h*  — y*)  1 heisst  Conchoide 

X*  -i-  y*  = V4  a*  X*  + b*  — a*  C Cassinoide 

X*  4-  y*  = 0 Kx*  — y*  . ...  S Lemniscate 

X*  4-  y*  = 0 (x  -|-  Kx^  4 y*)  . c Cardioide. 

Und  BO  weiter. 

Die  von  dem  griechischen  Mathematiker  IVikomcdea  theils  lur  Tri- 
seetion  (vergl.  147),  theils  (vergl.  Pappus  m,  IV)  xur  LSsung  des  Problemes 
der  WOrfelverdopplung,  d.  h.  sur  geometrischen  LBsung  von  a;x=rx:y 
= y : 3 a erfundene , und  splter  von  Newton  sur  constmctlven  LSsung  der 
Gleichungen  vierten  Grades  gebrauchte  Conchoide  oder  Muschellinie  wird 
in  ihren  beiden  Aesten  I und  II  durch  die  beiden  Pnncte  A bestimmt,  welche 

W.ir,  Huäia.k.  L Id 
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Ton  einem  anf  X gleitenden  Punote  B ln  der  von 
ihm  mit  dem  festen  Punote  C bestimmten  Oeraden 
um  eine  constante  Distanz  b abliegen;  dmin  man 
hat  offenbar 

a:n  = yi:(z,  — n)  = y,:(u  — z,) 

und 

b*  =y*+  (i  — u)’ 

woraus  1 durch  Elimination  von  u hervorgeht.  Es 
Hisst  sich  also  die  Conchoide,  deren  beide  Aeste  X 
zur  Asymptote  haben,  mit  Hülfe  zweier  Stäbe  X und  AG,  welche  für  B 
und  C mit  Laufrinnen  versehen  sind,  sehr  leicht  mechanisch  beschreiben. 
Bezieht  man  die  Conchoide  anf  C als  Anfangspunet  und  CD  als  Aze,  d.  h. 
ersetzt  x und  s±y  durch  y und  z,  so  geht  1 ln 


ober,  woraus  sofort  geschlossen  werden  kann,  dass  der  Pnnct  (z;=o,  y=:o), 
d.  h.  der  neue  Anfangspunet  C ein  Punct  der  Conchoide  ist  Ist  non  (wie  in 
Flg.)  b<a  und  zugleich  z<a  — b,  so  ist  b:(a  — z)  ein  ächtcr  Bruch,  also 
y*  negativ,  oder  y unmöglich,  — es  ist  also  C in  diesem  Falle  ein  isolirter 
Punct  Für  b = a hört  diese  Isolirnng  auf,  indem  dann  H den  Punct  C als 
Spitze  in  sich  aufhimmt , — und  für  b ^ a endlich  bildet  U hinter  C eine 
Unliebe  Schleife,  wie  die  (s.  149)  bei  dem  Folinm  Cartesii  beschriebene  und 
abgebildete.  — Der  Ort  eines  Punctes  M,  dessen  Product  der  Distanzen  r, 
und  r,  von  zwei  gegebenen  Pnncten  A und  B con- 
stant  ist,  hat,  wenn  ABz=2a  und  r,  r,  = b*  ^Setzt 
wird,  die  Qieichung 

[(a  + z)*  + y*]  . [(«  _ z)*  + y«]  = h* 

oder 

(a«  + z*  + y*)*  — 4 a*  z«  = b< 
d.  h.  2.  Es  hat  dieser  Ort  ungeschickter  Weise  den 
Namen  Cassinoide  (d.  h.  Cassini  Unlieber  Linie)  erhalten,  weil  der  berühmte 
Astronom  Oiovanno  Domcnico  Cassini  (Perinaldo  1625  — Paris  1712;  erst 
Professor  der  Astronomie  ln  Bologna,  dann' Director  der  von  1667  — 1672 
erbauten  Pariser-Sternwarte,  vergl.  sein  Elo^e  par  Fontenelle  in  M4m.  de 
Paris  1712,  und  Arago  Oeuvres  HI;  er  war  Vater  von  seinem  Naehfolger 
Jacques  Cassini  1677—1756,  vergl.  sein  Eloge  par  Fouchy  in  Möm.  de  Pur. 
1766,  — Qrossvater  von  dessen  Nachfolger  Cösar-Franqois  Cassini  de  Tbury 
1714—1784,  vergl.  sein  Eloge  par  Condorcet  in  Möm.  de  Par.  1784,  — und 
Urgrossvater  von  des  letztem  Nachfolger  Jacques-Dominique  Cassini  Vicomte 
de  Thnry  1748 — 1845,  dem  Verfasser  der  „Mömoires  pour  servir  k l’hiatoire 
des  Sciences  et  k cellc  de  robservatoire  royal  de  Paris.  Paris  1810  in  4.“, 
welche  für  ihn  und  seine  Voreltern  zu  vergleichen)  die  mit  Recht  wieder 
lingst  vergessene  Idee  hatte,  man  könnte,  um  gewisse  Recbnungsvortheile  zu 
erzielen , die  Planeten  eine  solche , für  b >>  a ^ ganz  ellipsen-Unlicbe  Curve 
um  die  Sonne  beschreiben  lassen.  — Fällt  man  von  einem  in  der  Ebene  einer 
Curve  als  eine  Art  Pol  angenommenen  Puncte,  Senkrechte  auf  die  Tangenten 
dieser  Curve,  so  liegen  die  Fnsspunete  in  einer  neuen  Curve,  der  sog.  Fass- 
punetencurve,  — und  es  mag  hier,  entsprechend  meiner  Abhandlung  „lieber 
die  Fusspunctcncurven  der  Linien  zweiten  Orades  (Grelle  XX)“,  gezeigt 
werden,  dass  sich  die  durch  3 gegebene  Lcmniscate  als  eine  Fnsspuncten- 
curve  der  gleichseitigen  Hyperbel,  die  durch  4 gegebene  Cardioide  aber  als 
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’ m*  -(-  n* 


eine  pBBipnnctenonrve  des  Kreises  darstellen  Itsst,  wkbrend  die  in  149  be- 
traobtete  Cissoide  eine  Fusspunetenourve  der  Parabel  ist  Legt  men  nlmlich 
durch  den  gewShlten  Pol  ein  sn  den  Hauptaxen  einer  Linie  sweiten  Grades 
paralleles  Coordinatensystem,  so  wird  Letzteres  (vergL  137)  in  Beziehung  auf 
dasselbe  durch  eine  Gleichung 

ay*  + ox*-|-dy4-ex-|-f=:0  ^ 6 

ausgedrOckt,  also  nach  133:1  eine  Tangente  an  den  Pnnct  (x„  y,)  derselben 
durch 

y — y,  = — .^(x  — X,)  wo  m = 2cx,-fe,  ni=2ay,-j-d  1 

so  dass  der  Fusspunct  eines  vom  Anfangspuncte  auf  diese  Tangente  gefhllten 
Senkrechten  nach  132 : 15  die  Coordinaten 

y«— " m«  + n*  * 

hat , und  durch  Elimination  von  x, , y,  aus  den  Gleichungen  8 und  der  für 
(x^,  y,)  aofgeschriebenen  6 die  Gleichung  der  Fusspunetenourve  bervorgehen 
muss.  Um  diese  Elimination  zu  vereinfachen,  fOhren  wir 

X,  e=  r Cos  v J'i  = r Sin  v wo  Ctg  v =:  9 

d.  h.  Polarcoordinaten , ein,  Und  erhalten  dann  sofort  mit  HQlfe  von  7 und  8 
die  HBlfsgleiehnngen 

(2  c X,  + e)  Sin  v = (2  a y,  + d)  Cos  v 

m n Cos  V + n’  Sin  v 
■m‘  + n* 

= X,  Cos  V + y.  Sin  v 

atu  denen 

dSinvCosv-|-2arCosv— eSln'v e8invCosv+2cr8inv— dCos’v^^ 

2 (a  Cos*  v -f- 0 Sin*  v)  ’ 2 (a  Cos*  v c Sin*  v) 

folgen.  Bubstitnirt  man  letztere  Werthe  in  die  für  (x,  y,)  anfgeechriebene  6, 
ao  erhklt  man  nach  einigen  Rednetionen  schlieaslich 

d e 


_ m*  Cos  V -I- n m Sin  V 

r = x»Cosv  + y,  8in  v = j-i — ^ 

^ m*  + "’ 


* + r Cos  V + Sin  -f- 
, 4cf  — e* 


■ Sin*  V .j- 


2a  0 
4af— d* 


Sin  V Cos  V -f- 


11 


Cos*  V = 0 


4ac  ' 4ac 

als  allgemeine  Gleichung  der  Fusspunctencurve  einer  Linie  zweiten  Grades. 

— Liegt  beispielsweise  der  Pol  in  der  Peripherie  eines 
Kreises  des  Radltis  c,  d.  h.  hat  man  statt  6 nach  134 : 2 
y*  + x*  — 2ax  = 0 

also  a=lz=c,  d = 0c=f  und  e = — 2a,  so  wird  die 
Fusspunctencurve  nach  11  durch 

r*  — 2 er  Cos  V — n*81n*v  = 0 oder  r =r  a (1  + Cos  v)  19 
dargestellt . Restitnirt  man  aber  in  12  nach  9 die  recht- 
winkligen Coordinaten,  no  erhilt  man  die  mit  4 Überein- 
stimmende Gleichung 

(x*  + y’  — 2 a x)  (x*  -f-  y*)  = a*  y* 

so  dass  unsere  Fusspunctencurve  wirklich  mit  der  schon  von  Louis  Carr^ 
(Clofontaiue  en  Brie  1663  — Paris  1711;  Academiker  in  Paris)  io  den  ilim. 
de  Par.  1706  betrachteten,  aber  erst  von  Giovan  CastillM  (Casliglione  in 

14» 
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Toscana  1708  — Berlin  1791 ; Professor  der  Mathematik  ln  Utrecht  und  Berlin) 
in  Phil.  Trans.  1741  so  benannten  Cardioide  Ubereinstimmt , welche  Obrigena 
anch  unter  den  Epioycloidrn  und  Brcnnlinten  auftritt  — Liegt  dagegen  der 
Pol  iffl  Scheitel  einer  Parabel , d.  h.  hat  man  statt  6 nach  187 : 6 
y*  — 2 p X =0 

oder  a=:l,  c = d = f=0  und  c = — 2p,  so  wird  die  Fusspunctencurve, 
da  in  diesem  Falle  nur  die  mit  dem  Theiler  c behafteten  Glieder  in  Rechnung 
kommen  können,  nach  11  durch  die  Polargleichung 

2 r Cos  V -f  P Bin*  v=:0  IS 

dargestellt  Restitnirt  man  anch  hier  nach  9 die  rechtwinkligen  Coordinaten, 
so  erhUt  man  die  mit  149 ; 4 übereinstimmende  Gleichung 

^ « oder 


2x  + p.- 


y‘: 


x»H  y*  ' V,p  — (— X) 

so  dass  also  in  der  Tbat  die  Fusspunctencurve  in  diesem  Falle  eine  Ciasoide 
ist.  — Liegt  endlich  der  Pol  im  Mittelpunctc 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  der  Halbaxen  o, 
d.  h.  hat  man  statt  6 nach  147  : 1 
y*  — x*  + a*  =0 

also  a = l,  c = — 1,  d=:e  = 0 und  f = a', 
so  wird  die  Fusspunctencurve  nach  11  durch 
die  Polargleichung 

r’  = a*  Cos  2 V 14 

dargcstellt,  welche  hinwieder  für  rechtwinklige 
Coordinaten  in  die  mit  3 übereinstimmende 
Gleichung 


x«  + y«  = g»('-=‘*  - l!— 

U*  + y«  x«  + y«; 


übergeht,  so  dass  in  der  l'hat  die  Fusspunctencurve  in  diesem  Falle  mit  der 
schon  durch  Jakob  Bernonlli  in  Act  Krud.  1B94  betrachteten  Scbleifenllnie 
oder  Lemntscate  übereinstimmt,  — *■  einer  Curve,  bei  welcher  der  von  Binigaglia 
gebürtige  Marquis  Giulio  Carlo  Fagnano  (1682—1766)  ln  seinen  „Prodnaioni 
matematiche.  Pesaro  1750  2 Vol.  in  fol.“  die  merkwürdige  Eigenschaft  nach- 
wies, dass  sich  auf  ihr  unendlich  viele  Bogen  angeben  lassen,  die  einander 
entweder  völlig  gleich  sind,  oder  von  denen  der  Eine  die  HUfte  des  Andern 
ist  — Ueber  andere,  namentlich  einige  merkwürdige  Flichen-Eigenschaflen 
der  Fusspunctencurven  vergl.  theils  meine  erwähnte  Abhandlung,  vor  Allem 
aber  die  betreffende  Abhandluqg  von  Steiner  im  18.  Bande  desselben  Jour- 
nales,  durch  welche  ich  zu  der  meinigen  veranlasst  wurde. 

IBl»  Einige  tTangcendente  Cnrven.  Der  Ort  der  Gleichung 
y = a‘  oder  x = log  y . . . 1 heiast  Logistik 


t = Sin  u Jf 


2a« 

n Sin  V 


S 


h / 

Und  so  weiter. 


H-e 


0 -- 


Sinusoide 

Qoadratrix 

Kettenlinie. 
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Die  fUechlich  von  Msncben  Gnnter,  dnrefa  Verveehsinng  mit  der  eine 
logeritbmieobe  Theilung  tragenden  Linie  eeines  Reehengtabes  (vergl.  14),  lu- 
geschriebene , dagegen  gpltestens  von  ilu{(ene  in  einem  Anhänge  zn  seiner 
nDiseertatio  de  causa  gravitatis  (Op.  rel.)“  bebandeite  Linie  der  Gleichung  1, 
hat  natttrlioh  den  Namen  l•Karitbllü•ebe  Linie  oder 
I I LecteMk  erhalten , und  besteht  aus  einem  unendlichen 
Aste,  welcher  die  Ordinatenaze  im  Abstande  1 vom  An- 
fangspuncto  in  A schneidet,  nnd  hinter  derselben  sich 
der  Abscissensxe  als  Asymptote  nihert  — Ans  1 folgt 
durch  Differentiren 


P = 


= yloga  also  nach  138:3  Bubt 


01^ 


d X • o ' p logB 

BO  dass  die  Logistik  die  merkwürdige  Eigenschaft  bat, 
dass  bei  ihr  die  Subtangentc  P Q einen  constanten  Werth 
besitzt.  Construlrt  man  daher  eine  Parabel,  die  PQ  als  Parameter  und  somit 
(14B)  als  Subnormale  hat,  so  kann  man  diese  so  an  die  Axe  der  X legen  nnd 
Ungs  ihr  verschieben,  dass  sie  immer  im  Dnrcbschnittspnncte  zur  liOgisUk 
senkrecht  steht  — Da  ferner  mit  Hülfe  von  140 ; 1 und  64 : 4 


Ja  Ja 


loga 

folgt,  so  ist  die  zwischen  Logistik,  zwei  Ordinaten  und  der  Axe  enthaltene 
Fliehe  immer  gleich  dem  Rechtecke  aus  der  DilTercnz  der  Ordinaten  nnd  der 
Subtangente.  — Die  durch  2 ausgedrOckte  Sinusoide  ist  eine  Art  Wellenlinie, 
welche  man  erhllt,  wenn  man  die  Bogenwertbe  der  Winkel  als  Abscissen, 
die  Knus  als  Ordinaten  auftrlgt  Zieht  man  durch  den  Pnnct  hf  derselben 

unter  dem  Winkel  9 eine  Gerade  zur 
Abscissenaxe , so  schneidet  sie  dieselbe 
in  der  Entfernnng  m vom  Anfangspnncte, 
so  dass 

m = n — t . Ctg  9 

= u — c Sin  n wo  e = Ctg  9 S 
und  hat  man  daher  eine  Sinusoide  con- 
struirt,  so  kann  man  mit  ihrer  Hülfe  zn 
jedem  m graphisch  n Anden,  oder  die  transcendente  Gleichung  6,  für  deren 
Bedeutung  415  zn  veigleicben,  annlhemd  ISsen.  — Die  sog.  (}uadratrix, 
deren  erste  ConstruoUon  gewöhnlich  4em  um  360  v.  Chr.  lebenden  griechischen 
Mathematiker  Dinostrates  zugeschrieben  wird,  gebt  durch  alle  Pnncte  Q, 

deren  Radius  CM  den  Quadranten  AB 
in  gleichem  Verhlltnisse  theilt,  wie  die 
Parallele  QP  den  Radius  AC  = s;  denn 
in  diesem  Falle  verhüt  sich 

y : n = u : y,  « 6 

d.  h.  es  besteht,  da  y = rSlnv  ist,  die 
Gleichung  3.  Man  kann  somit,  wie  cs  in 
der  Figur  angedeutet  ist,  leicht  eine  be- 
liebige Menge  von  Puncten  der  Quadratrix 
erhalten,  indem  man  Kreislinie  nnd  Radius 
entsprechend  In  gleiche  Thcile  theilt,  — 
sodann  durch  diese  Functe  die  Quadratrix 


l 
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liehen,  und  eo  i.  B.  auch  den  Pnnct  O erhalten,  ln  welcbem  aie  B C achneidet. 
Ea  gehl  auch  leicht  hervor,  dass,  wenn  AD  = a,  EF{|BC  eine  Asymptote 
der  Quadratrix  ist,  — dass  sich  Letalere  nicht  nur  unterhalb  B C in  gleicher 
Weise  wiederholt,  — sondern  dass  sich,  wenn  man  Ober  den  Halbkreis 
blnausgrht,  ein  sweiter  unendlicher  Ast  hiidet,  der  in  der  Höhe  4 a wieder 
eine  Asymptote  hat,  etc.  — Da  aus  fl  folgt,  dass  sieh  swei  Ordinalen 
der  Quadratrix  genan  wie  die  sugehörigen  Winkel  verhalten,  so  sieht  man 
leicht  ein,  dass,  wenn  man  y in  heliebig  viele  gleiche  Theile  theilt,  die 
Thciipnncte  durch  Parallele  an  B C an  die  Quadratrix  bringt,  und  durch 
die  erfaalUmen  Puncte  Radien  sieht,  diese  Radien  den  Winkel  u io  ebensoviele 
gleiche  Theile  zerlegen.  Wirklich  soll  schon  Dinostrates  die  Trisection  auf 
diese  Weise  ausaufnhren  gelehrt  haben.  — Mit  HOlfe  von  6 und  bO : 10 
crhilt  man 


1 _ Tgu 

» y 


n 

2 a V 


(o  + iu.+  A„s  + ...) 


T 


und  hieraus  folgt  Ihr  v = 0 sofort  x = 2a;»  oder  also  CO  = 2a:a, 
mit  Hülfe  von  fl 


CO 


a 


» _ a* 
T*“  CO 


und 

S 


Es  lässt  sich  also  mit  HOlfe  von  C 0 jeder  Bogen  und  der  ganze  Quadrant 
leicht  rectiSciren  und  somit  quadriren,  — eine  Eigenschaft  der  Quadratrix, 
welcher  diese  offenbar  ihren  Namen  verdankt.  — Ersetzt  man  in  1 die  Orössen 
y,  a und  x durch  y:h,  e und  x:h  oder  — x:b,  so  erhält  man  die  swei 
logarithmischen  Linien 

X X 

y,  = h . e und  y,  = h . e ^ 


und  es  lässt  sich  daher  die  Ordinate  einer  Kettenlinie  als  arithmetisches 
Mittel  der  Ordinalen  zweier  logarithmischen  Linien  darstellcn;  für  weitere 
Eigenschaften  der  Kettenlinie  vcrgl.  234. 


ISS«  EioigO  SpiralCD.  Der  Ort  der  Gleichung 
r = 1 heisst  Arcliimedische  Spirale 

r = a“"  oder  v — */o  log  r . . 2 logarithmische  Spirale 

V , ’ 

r^=  . . . S parabolische  Spirale 

r=— 4 hyperbolische  Spirale. 

Und  so  weiter. 


Die  durch  1 auegcdrQcktc , durch  den  aus  9amos  gcbQrtigcii,  mclat  aber 
in  Alexandrien  lebenden  Mathematiker  KodOD  erfundene , und  von  seinem 
Freunde  Arcblmcdes  in  einer  seiner  scharfsinnigsten  Abhandlungen  unter- 
suchte, und  daher  meist  nach  ihm  benannte  Spirale  lässt  sich  offenbar  auf 
die  in  der  Figur  angedeutetc  Weise  sehr  leicht  aus  dem  Kreise  des  Radius  1 
ableiten,  welchen  sie  nach  dem  ersten  Umlaufe  schneidet.  — Die  twisehen 
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aq*  = r entsprechen,  so  dass,  wenn 


den  zwei,  den  Winkeln  v,  und  v,  ent- 
sprechenden Radien  Vectoren  r,  und  r, 
enthaltene  Fliehe  ist  nach  140 ; 3 


, 1 r*'«  ,,  1 r««  u»  , 


Es  ist  dicss  eine  der  Quadratnreny 
welche  schon  Archlmedes  durchzufQh- 
ren  wusste.  Lässt  man  den  Posi» 
tionswinkcln  0,  d,  2 d,  8 d, . . . x d = v 
die  Radienvectoren  a,  aq,  aq*,  aq^,... 
r in  der  Einheit  a ausgodrückt  wird, 


oder 


V 

*=7 


log 


und  X = log  r : log  q 


so  erhält  man  offenbar  die  2 entsprechende  sog. 
logarithmische  Spirale,  wie  eine  solche  in  der 
beistehenden  Figur  für  J = 80*  und  q = 1,06 
verzeichnet  worden  ist.  — Setzen  wir  der  Ein- 
fachheit wegen  a = 10  und  somit 

, dr  1 

du  = /? wo  ß = — ; — — fi 

r a. log  10 

so  erhalten  wir  die  zwischen  zwei  Radien  Vectoren  r,  und  r,  liegende  Fläche 
nach  140 ; 2 


F = -f-J\dr  = £(r,«-r,*)  » 

während  der  entsprechende  Bogen  nach  141 : 2 

B=J%Vr*  + ^.-^=J'‘  t/rT7.dr==(r,-r,)VT+^  8 

ist,  wo  für  die  vorstehende  Figur  ß und  pl  + ß*  nahezu  gleich  0 zu  setzen 
sind.  Die  logarithmische  Spirale,  welche  fOr  negative  Wertbe  von  v sich  von 
A aus  in  unendlichen  vielen  Windungen  dem  Pole  nähert,  wie  eie  sich  für 
positive  Werthe  von  demselben  entfernt,  ist  schon  von  Jakob  BcrnoulU 
einlässlich  studirt  worden,  und  als  er  unter  Anderm  fand,  dass  ihre  Evolute 
wieder  eine  logarithmische  Spirale  sei,  frapplrte  ihn  diese  Eigenschaft  so, 
dass  er  sich  diese  Linie  nCbst  den  Worten  „Eadein  mutata  resurgo“  auf  seinen 
Grabstein  setzen  liess;  vergl.  auch  die  bezügliche  Note  von  Emil  Sebina  im 
Jahrgänge  1856  der  von  mir  redigirten  „Vicrteljahrsschrift  der  naturforschenden 
Gesellschaft  in  Zürich.“  — Die,  weil  ihre  Gleichung  derjenigen  einer  Parabel 
gleich  siebt,  als  parabolische  bezeiebnete  Spirale  3 geht  ähnlich  wie  die 
Archimedische  vom  Anfangspuncte  ans  in  immer  grSssem  Windungen  um 
denselben  herum,  — die,  weil  ihre  Olqicbuog  mit  der  Asymptotengleiohung 
der  Hyperbel  Aehnlichkeit  hat,  als  hyperbolische  bezeiebnete  Spirale  4 
hat,  da  jeder  Punct  derselben  von  der  Axe  die  Distanz  r .Sin  v = a,  Sin  v i v 
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hat  lind  Blaviv  (Br  v = 0 gleich  der  Einheit  wird,  ln  der  Diatana  a von  der 
Aze  eine  an  ihr  parallele  Asymptote,  kSmmt  von  deraelben  her  ans  dem  Tin- 
endlichen,  und  bewegt  sich  aodaon  in  Immer  kleinern  Windungen  gegen 
den  Anfangapnnct  hin,  — etc.  — Auf  Grundlage  deraelben  oder  Ihnlicher 
Gleichungen  kann  man  auch  Spiralen  ereeugen.  Indem  man  die  v von  irgend 
einem  Punete  einer  Kreislinie  des  Radius  1 aus  auf  derselben  als  Abacissen, 
und  die  r normal  aur  Kreialinle  als  Ordinaten  anftrlgt,  — und  so  weiter. 


MS.  DiB  RoU-LiniBD.  Rollt  ein  convexes  Vieleck  der  Fläche  f 
Auf  einer  Geraden,  so  beschreibt  jeder  damit  verbundene  Punct  eine 
aus  Kreisbogen  bestehende  sog.  RolI>l<llliea  welcher  nach  einer 
vollen  Umwälzung  (129)  die  Fläche 

F = f-l-^,£a*«  1 

entspricht  Setzt  man  (133)  die  Constanten  m gleich  a,  und  ist  q> 
die  vom  Schwerpuncte  der  Ecken  beschriebene  Fläche,  so  wird 

F = f-t-y(.Sr2a-4-r*2:a)  = f+-i2:r2«-f  r2f*  t 

y = f-l--^ir*o  S also  F = y -|- n 4 

Diese  von  Steiner  zuerst  aufgestellte  merkwürdige  Beziehung  gilt 
auch  noch,  wenn  das  Vieleck,  und  damit  auch  die  Roll-Linie,  in 
eine  Curve  übergeht 

Da  offenbar  die  Winkel  der  beim  Rollen  entstehenden  Krelssectoren  der 

Reihe  nach  den  Drehwinkeln  a des 
Vielecks  gleich,  und  die  awiachen 
diesen  Bectoren  liegenden  Dreiecke 
den  von  dem  beschreibenden  Punete 
mit  den  Vlclecksselten  bestimmten 
Dreiecken  congment  sind,  so  liest  sich  wohl  1,  unter  Voraussetzung,  die  a 
seien  in  Bogen  ausgedrfickt,  unmittelbar  aus  der  Figur  ab,  und  aus  1 folgen  nach 
133:3,  wenn  r,  r„  r,,...  die  AbsUüide  des  Bchwerpnnetes  der  Ecken  vom  be- 
schreibenden Punete  und  diesen  Ecken  bezeichnen,  die  3.  bis  4.  successive  ohne 
Schwierigkeit  Vergl.  für  eine  Anwendung  154,  und  (Br  weitere  namentlich 
„Sleineri  Von  dem  KrSmmungsschwerpuncte  ebener  Curven  (Grelle  31)“. 


M4.  DiB  CyclokiB.  Rollt  ein  Kreis  des  Radius  a auf  einer 
Geraden  den  Winkel  w ab,  so  beschreibt  der  vom  Centrum  gegen 
die  Gerade  um  b abstehende  Punct  eine  Roll-Linie,  für  welche 

X = a V — b Sin  v y = a — b . Cos  v 1 

oder 

X = a Are  Cos  * ^ ^ — Vb*  — (a  — • y)'^  S 


Je  nachdem  b = , < , > a heisst  diese  Roll-Linie  gemeine,  ver- 
längerte oder  verkürzte  Cyclolde.  Der  Inhalt  der  gemeinen 
Cycloide  ist  (153)  F = 3 a^ « 3 
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und  da  für  sie 

d X = a (1  — Co8 1»)  d ü d y = a Sin  w d w also  = Tg  4 

folgt,  so  hat  man  (141) 

8=J'j/7+^i^dy  = 2aJ''sin-^.d»  = 8aSin*^  4 

Für  0 = 2«  erhält  man  hieraus  die  Länge  der  gemeinen  Cycloide 
gleich  8 a. 

Die  OleicbtiDgen  1 toigen  nnmitteibar  eui  der  beiatehenden  Figur;  elimiitirt 

man  aua  ihnen  v,  ao  wird  3 erhalten. 
Die  vom  Bcbwerpuncte  oder  Mitteipnncte 
der  roiienden  Kreisiinie  eraengte  Linie 
iat  offenbar  eine  Faraiiele  zur  Axe  von 
der  LInge  2 an,  und  ea  iat  somit  die  in 
153  eingeführte  Fliehe  9=;2a*n  und  die 
Fliehe  der  ganzen  Cycloide  nach  153 ; 4 

F = 2a‘»  + b*n  C 

worana  3 für  b = a hervorgeht  Eine  besondere  Abieitung  von  4 und  5 dürfte 
überflüssig  sein;  dagegen  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  schon  Calllei 
die  Cycioide  geometrisch  betrachtete,  — dass  bald  darauf  Oiles  Peraone  de 
Roberral  (Roberval  bei  Beauvais  1602  — Paria  1675;  Professor  der  Mathe- 
matik und  Academiker  in  Paris)  die  durch  3 ausgedxOckte  Quadratur  voU- 
zog,  — dass  splter  Pascal  und  die  beiden  litern  Bernonlli  sich  vielfach 
mit  dieser  merkwürdigen,  auch  Roulette,  Troeholde  und,  als  Linie  des 
kürzesten  Falles  (s.  254),  Braebystoebrone  genannten  Curve  befassten,  — 
' und  dass  endlich  Hugens  nachwies,  es  entstehe  durch  Abwicklung  einer 
Cycloide  wieder  eine  ihr  gleiche  Cycloide,  und  es  sei  diese  Curve  (s.  355) 
zugleich  eine  Tautoebrone  oder  Isoebrone.  Vergl.  such  „Pascal.  Bistoire 
de  la  roulette.  Paris  1658,  — J.  Graninglus,  Bistoria  cycloidis.  Bamb.  1701 
in  4.,  — Ruggiero  Giuseppe  Boscovleb  (Raguss  1711  — Mailand  1787;  Prof, 
der  Mathematik  in  Rom),  De  cycloide  et  logistica.  Roms  1745,  — Bossnt. 
Nonvslle  maniire  de  ddmontrer  les  propridtds  de  la  cycloide  (M4m.  de  math. 
et  de  phys.  Tome  8),  — W.  Zehme.  Elementare  und  analytiache  Behand- 
lung der  verschiedenen  Cycloiden.  Iserlohn  1854  in  8-,  — etc.“  — Rollt  der 
Kreis  anstatt  auf  einer  Geraden  auf  oder  in  einem  Kreise,  so  heisst  die  ent- 
stehende Curvo  Epleyeioide  oder  Hypoeydioide . und  hat  offenbar  die 

Gleichungen 

X = (a+b)  Bin  a — b Bin  (/J  + o)  ^ 
y = (a  + b)  Cos  o + b Cos  (;9  + o) 
wo  das  obere  Zeichen  für  die  Epicyclolde, 
das  untere  für  die  Hypocycloide  gilt,  und 
wo  die  Winkel  a und  ß die  Beziehung 
ao  = b/9  eingehen.  Aus  7 kann  man  z.  B. 
für  die  Epicyclolde  durch  Quadrlren  und 

Addiren  die  Gleichung 

x«+y*  = (a  + b)*-f  b*  — 2b(a-f-b)Cos^  * 

erhalten,  welche  sich  auch  nnmitteibar  aua  der  Figur  ergibt.  Für  b = a. 
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X = y,  und  y = x,  <t  geben  die  Gleichungen  7 

y,  = 2 a Sin  « (1  — Cos  o)  x,  = 2 a Coa  o (1  — Cos  n)  9 

und  hieraus  folgen 

?‘=Tg„  Vy,«  + x,‘  = 2a(l-Cosa)  = 2a(l--^=^==) 

*1  Kyi‘+*i* 

oder  *i‘  + yi’  = 2n(  Vx,«  + y,*  -X,)  lO 

eine  Gleichung,  welche,  wenn  man  den  Sinn,  in  welchem  die  Abscisse  ge- 
rählt  wird,  wechselt,  mit  der  Gleichung  150:4  der  Cardioidc  Obereinstimmt, 
sobald  man  a = '/,  a setst;  es  bietet  uns  also  die  Cardioidc  (vergl.  150  Fig.  3) 
ein  Beispiel  einer  Epicycloide  dar.  Zum  Schlüsse  mag  noch  angeführt  werden, 
dass  die  Epicycloide  1674  von  01c  Römer  entdeckt  wurde,  als  er  nach  der 
vortbeilhaftesten  Gestalt  der  ZUine  eines  Rades  suchte. 

XVI.  Das  Ranmdreieck  und  die  Raomtrigonometrie. 

lUs  Du  Ranm-Eck.  Eine  Ebene  wird  durch  drei  nicht  in  einer 
Geraden  liegende  Puncte,  also  durch  zwei  sich  schneidende  oder 
parallele  Gerade  bestimmt,  und  schneidet  daher  jede  andere  Ebene 
in  einer  Geraden,  der  sog.  Spor,  Kanle  oder  Knotenllnie»  — 
Dreht  sich  abwechselnd  eine  in  einer  Ebene  befindliche  Gerade  uni 
einen  ihrer  Puncte  und  dann  die  Ebene  um  die  Gerade,  so  entsteht, 
wenn  nach  n Doppelbewegungen  Gerade  und  Ebene  wieder  in  die 
ursprüngliche  Lage  zurUckkehren,  ein  n>Kant  oder  Rauin>ii>EiCk* 
Die  Drchwinkel  der  Geraden  heissen  Kantenwlnkely  — die  Dreh- 
winkel der  Ebene,  für  welche  Einheit,  Eintheilung  und  Benennung 
ganz  analog  sind,  wie  beim-Linienwinkel,  FlHcbeBwInkel«  Die 
Kanten,  Kantenwinkel  und  Flächenwinkel  des  n-Kants  entsprechen 
den  Ecken,  Seiten  und  Winkeln  des  n-Ecks. 

Wie  ich  schon  1843  in  Grunert  III  446  beklagte,  herrscht  in  den  Be- 
nennungen grosse  Verschiedenheit:  So  verwenden  Thibaut,  Steiner,  Ohm, 
Baltzer,  etc.  den  Namen  FläcbeDwinkel  in  der  im  Texte  angenommenen 
Bedeutung,  während  Umpfenbach  dafür  den  Namen  Keil  brauoht,  — Grelle 
Ranmecken  Winkel.  — Moll  weide,  Vega,  Grunert,  etc.  Neigungswinkel 
Eweler  Ebenen.  — KlQgel,  Mobs,  Rose  etc.  Kante,  — Naumann  sogar 
Kanlenwlnkel,  einen  Namen,  welchen  dagegen  Steiner,  KOlp,  Pross,  etc. 
mit  mir  in  der  im  Texte  gegebenen  Weise  zu  der  Bezeichnung  des  Winkels 
zweier  Kanten  anwenden,  da  der  für  letztem  von  Mollweide,  Grunert,  Blum, 
etc.  gewShltc  Name  ebener  Winkel,  und  auch  der  von  Ohm,  Tellkampf, 
etc.  gebrauchte  Name  Linienwinkel  ihnen  weniger  passend  schien.  — An 
die  in  73  gegebene  Littcratur  Ober  Elementargeometric  schlicsscn  sich  z.  B. 
noch  die  Spccialschriften  „Creizenaeb.  Theoretisches  Lehrbuch  der  Stereo- 
metrie. Frankfurt  1835  in  8.,  — Wöekel,  Formeln  und  Aufgaben  zur 
Stereometrie.  Nürnberg  1841  ln  8.,  — Christ  Heinrich  Nagel,  Lehrbuch  der 
Stereometrie  und  der  ebenen  Trigonometrie.  Ulm  1844  in  8.,  — August 
Wiegand  (Altenburg  18t4j  Lehrer  der  Mathematik  und  Director  der  Lebens- 
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verelcherungsgeaellschari  xo  Halle),  Lehrbuch  der  Stereometrie  und  sphlriscben 
Trigonometrie.  Halle  1845  in  8.,  etc.“  an. 


IM.  Die  Senkrechten  nnd  Piejectionen.  Eine  Gerade  ab  steht 
(Fig.  1 ; 83,  86)  auf  allen  durch  ihren  Fusspunct  a gehenden  Geraden 
einer  Ebene  (z.  B.  auf  ae)  senkrecht,  sobald  sie  auf  zweien  der- 
selben (ac  und  ad)  senkrecht  steht,  und  heisst  dann  senkrevtat 
zur  Ebene.  — Dabei  ist  die  Senkrechte  offenbar  die  kürzeste  Ver- 
bindung des  Punctes  b mit  der  Ebene,  und  alle  Puncte  der  Letztem, 
welche  von  b gleich  weit  abstehen,  stehen  auch  von  a,  der  sog. 
Projection  von  b auf  die  Ebene,  gleich  weit  ab,  und  umgekehrt 
— Ist  (s.  Fig.  2)  ae  1 cd  J_  bf,  so  heisst  ef  Projection  von  ab 
auf  c d , und  wenn  e g ||  a b mit  c d den  Winkel  tp  bildet , ferner 
bg  II  ae  II  fh  ist,  so  muss  auch  eg  ==  ab,  und  (da  Ebene  bfh  | cd) 
gfj_cd,  also  ef=ab.Cos9)  sein.  — Projicirt  man  auf  eine 
Gerade  alle  Seiten  eines  ebenen  oder  rüumlichen  Vielecks,  so  ist  die 
Projection  irgend  einer  Seite  gleich  dem  Gegensätze  der  algebraischen 
Summe  aller  andern;  haben  daher  zwei  Vielecke  eine  gemeinschaft- 
liche Seite,  so  sind  für  eine  nnd  dieselbe  Gerade  die  Summen  der 
Projectionen  aller  übrigen  Seiten  derselben  einander  gleich. 


Macht  man  fa  = ah,  und  lieht  cd  beliebig,  so  ergibt  eich  leicht  die 
Folge  von  Congnieozen  abcsSafc,  abd^afd, 
bdccQfdc  und  bde^fde^  aus  letzterer  Con- 
gruenz  folgt  aber  be  = ef,  wodurch  offenbar  die 
Behauptung  des  ersten  Satzes  erwiesen  ist  Derselbe 
Beweis  liest  sich  auch  leisten,  indem  man  durch 
irgend  einen  Punct  e in  a e so  eine  Gerade  c d 
zieht,  dass  ce=:ed  wird.  Man  hat  alsdann  nach  110 
2 (b  c»  + e d*)  =z  b d*  + b c*  und  2 (ae*  -f  e d*)  =z  a d*  -|-  a c* 
also  durch  Subtraction  mit  Hülfe  des  pythagorüschen  Lehrsatzes 

2Cbc*  — ae*)  = 2.ab* 

folglich  muss  (nach  93)  Winkel  b a e ein  Rechter 
sein.  — Der  zweite  Satz  folgt  mit  Hülfe  von  93  und 
91  ganz  einfach  aus  dem  ersten,  — der  dritte  Satz 
ist  im  Texte  mit  Hülfe  von  Fig.  2 vollstindig  be- 
wiesen , — und  der  vierte  Satz  bedarf  wohl  über- 
e ^ -f  “ haupt  keines  besondern  Beweises,  so  fruchtbar  er 
sich  auch,  z.  6.  in  192,  zeigen,  wird. 


IM.  Die  ParalleleB.  Smd  zwei  Gerade  zu  einer  dritten  Geraden 
parallel,  so  sind  sie  auch  unter  sich  parallel,  und  zwei  Winkel  mit 
parallelen  Schenkeln  sind  (89,  86)  gleich.  Parallele  zu  einer  Senk- 
rechten stehen  (156)  senkrecht,  und  umgekehrt  sind  Senkrechte  zu 
derselben  Ebene  parallel.  Eine  Parallele  zu  einer  Geraden  einer 
Ebene  kann  (155)  diese  Ebene  nicht  schneiden,  nnd  ist  daher  auch 
als  parallel  mit  ihr  zu  betrachten. 
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Ist  ab  II  cd  und  ef  ||  cd,  so  miise  auch  ab  ||  ef  sein.  Legt  man  nlmlich 
durch  a b und  irgend  einen  Punct  g in  e f eine  Ebene, 
eo  mit  die  dadurch  in  Ebene  edef  gebildete  Kante 
mit  ef  anaammen;  denn  wlirde  aie  nicht  auaammen- 
fallen,  so  müsste  aie  cd  schneiden,  und  es  bitten 
sodsnn  die  Ebenen  ab  cd  und  abg  ausser  ab  noch 
einen  Punct  gemein,  was  offenbar  nicht  angebL  Füllt 
sie  aber  ausammen , und  wäre  dennoch  e f nicht 
parallel  ab,  so  müssten  a b und  e f sich  schneiden, 
und  der  Durchschnittspnnet,  als  den  beiden  Ebenen 
ab  cd  und  edef  angchSrig,  in  cd  liegen,  was  wieder  nicht  angeht.  — Ist 
ca||db,  sowie  ce||df,  und  trügt  man  ca  = db,  ce=:df  ab,  so  folgt 
ab4t=cd:^ef,  folglich  bat  man  successive  ae:^bf,  A<tces^bdf 
und  ^ace  = ^bdf,  w.  a.  b.  w.  — Die  folgenden  Sütae  bedürfen  kaum 
eines  ausführlichen  Beweises. 


lU.  Eigenichaften  der  ProjectionüD.  Verbindet  man  die  Pro- 
jectionen  der  Endpuncte  einer  Gieraden  auf  eine  Ebene  dnreb  eine 
Gerade,  eo  enthält  diese  (157,  155)  die  Projectionen  sämmtlicber 
Puncte  der  Geraden,  und  ist  somit  als  ihre  Projection  zu  betrachten. 
— Steht  eine  Gerade  auf  einer  Geraden  einer  Ebene  senkrecht,  so 
steht  (156  , 84)  auch  ihre  Projection  zu  derselben  senkrecht  und 
umgekehrt  — Zieht  man  von  einem  Puncte  eine  Senkrechte  auf 
eine  Gerade  einer  Ebene,  errichtet  in  dem  Fusspnncte  eine  Senk- 
rechte in  dieser  Ebene,  und  fällt  von  dem  ersten  Puncte  auf  letztere 
Gerade  noch  eine  Senkrechte,  so  steht  diese  (93,  156)  zur  Ebene 
senkrecht.  — Jede  Gerade  bildet  (156)  mit  ihrer  Projection  auf  eine 
Ebene  einen  kleinern  Winkel  als  mit  einer  andern  Geraden  der- 
selben, und  dieser  kleinste  Winkel  dient  als  Maass  der  Neigung  der 
Geraden  gegen  die  Ebene. 


Der  erste  Satz  bedarf  kaum  eines  ausführlichem  Beweises;  die  übrigen 
Sitze  können  dagegen  auf  folgende  Weise  begründet  werden:  Steht  ac  I de 
und  a b _J_  Ebene  b e d , so  ist  auch  b c _]_  d e ; 
denn  macht  man  cd  = ce,  so  ist  nothwendig  auch 
a d = ae,  also  (156)  b d = b e.  — Steht  a c I de. 
b c _1_  d e und  a b J_  b c,  so  ist 

a d*  = a c*  + cd*  = ab*  -|-  b c* -f-  c d* 

= a b*  + b d* 

also  steht  a b auch  auf  b d , folglich  (156)  auf  der 
Ebene  b ed  senkrecht  — Ist  ab  J_  Ebene  bde,  so 
ist  a<jJ;  denn  zieht  man  ac_j_dc,  so  ist  ac^ab, 
also  auch  (ac  : ad)  > (ab  : ad),  oder  Sin|3>Sino;  oder,  wenn  dc  = db 
abgetragen  wird,  so  ist  immer  noch  ac  > ab,  also  (85)  auch  ß>  a. 


1S9»  Die  SeDkrechtenwinkel.  Wenn  auf  zwei  Kanten  Senkrechte 
in  den  sie  bildenden  Ebenen  gezogen  werden,  so  haben  (156)  die 
Flächen  winke!  gleiclic  Grösse,  wenn  diese  sog.  Senkrechtenwinkel 
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einander  gleich  sind.  — Theilt  man  einen  Senkrechtenwinkel  in 
gleiche  Theile,  und  legt  durch  die  Theillinien  und  die  Kante  Ebenen, 
so  zerfäUt  auch  der  Flächenwinkel  in  gleiche  Theile.  Es  sind  somit 
die  Flächenwinkel  den  Senkrechtenwinkeln  proportional  und  können 
durch  sie  gemessen  werden.  — Jede  Ebene,  welche  durch  eine 
Senkrechte  zu  einer  Ebene  gelegt  wird,  steht  (166)  auch  senkrecht, 
und  umgekehrt  müssen  zwei  zu  einer  dritten  Ebene  senkrechte 
Ebenen  auch  eine  zu  ihr  senkrechte  Kante  haben. 


Legt  man  zwei  gleiche  Senkrechtenwinkel  auf  einander,  so  fallen  (156) 
die  Kanten,  also  auch  die  Ebenen  auf  einander.  — Würde  die  ICante  zweier, 
zu  einer  dritten  Ebene  senkrechter  Ebenen  nicht  auch  senkrecht  stehen,  so 
könnte  man  in  ihrem  Fnsspuncte  eine  Senkrechte  errichten,  und  diese  Senk- 
rechte würde  sodann  mit  den  Kanten,  welche  die  zwei  ersten  Ebenen  in  der 
dritten  bilden,  zwei  neue  senkrechte  Ebenen  za  Letzterer  bestimmen,  was 
offenbar  nngereimt  w&re. 


160.  GrnndbeziehiuigeD  am  Ranmdreiecke.  Bezeichnen  a = 2o, 
b = 2b,  c = 2c  die  Seiten  eines  Raumdreieckes,  A = 23l,  B = 2S, 
C = 26  aber  ihre  Gegenwinkel,  so  hat  man  (94,  104) 

Sin  a : Sin  b = Sin  A : Sin  B 1 

Cos  c = Cos  a . Cos  b -f-  Sin  a . Sin  b . Cos  C 6 


Aus  2 folgt 


Cos  c 


Cosa.  Cos  (II — x) 


CosC  = 


Cos  X 
Cos  c — Cos  a . Cos  b 


wo 


oder  l + CosC  = 


Tg  X = Tg  a . Cos  C 6 

+ Cos  c + Cos  (a  + b)  ^ 
Sin  a . Sin  b 


Sin  a . Sin  b 
ferner,  dass,  wenn  auch  a die  grösste  Seite, 

Cos  c < Cos  (a  — b)  oder  c > a — b oder  a < b -|-  c 
Bezeichnet  endlich  s = a -|-  6 -|-  c die  halbe  Summe  der  Seiten , so 
folgt  aus  4 


^ bin  a . bin  p 


Und  80  weiter. 


CosS  = \/^ 


Tr  g = (8— a)  • Sin  (s  — b) 

° ' Sin  8.  Sin  (s — c) 


s . Sin  (s  — c) 


Sin  a . Sin  b 


6 


lat  od  = l,  de_J_ioh,  dfJ_oh,  dgJ_oi  und  h d I o d I dl. 
ao  aind  die  A,  B,  C der  Figur  Senkrechtenwinkel,  mesaen  alao  die  Dreiecka- 
winkcl  A,  B,  C,  und  es  ergeben  sich  sofort  die 
Gleichheiten 

Bin  a d f d e : d g Bin  A 

de:df 


Bin  b dg  d e ; d f Sin  B 
hi*zr  oi*  -)-oh’  — 2.  oi  .oh.  Cos  c 
hi»  = dh«-t-dl«— 2.dh.dl.CoeC 
Eratere  Gleichheit  stimmt  mit  1 überein,  wahrend 
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man  durch  Oleichaotzung  der  beiden  Werthe  von  h i* 

(o  i*  — 4i*)  + (o  h*  — d h«)  + 2 . d h . d i . Cos  C = 2 . o i . 0 h . Goa  c 

oder  1 + Tg  a . Tg  b . Cos  C = -=  -—  • Tv^-iT  • C»“  « 

' Cos  a Cos  b 

d.  b.  2 erhllt,  woraus  sich  die  übrigen  Formeln  nach  dem  hn  Texte  befolgten 
Gange  ohne  Schwierigkeit  ableiten  lassen.  — Zieht  man  noch  g k J[_  o h und 
e 1 II  o h , so  findet  man  auch 

Cos  a = of  = ok-f'lc  = og.  Cos  c -|-  K ^ . Sin  c = 

= Cos  b . Cos  c -|-  Sin  b . Sin  o . Cos  A 

d.  h.  wieder  die  Formel  2,  nur  in  einer  etwas  andern,  noch  fast  einfachem 
Weise.  — Mit  Hülfe  von  1 kann  man  leicht  zeigen,  dass 

Sin  a . Sin  b . Sin  C = Sin  a . Sin  c . Sin  B =;  Sin  b . Sin  c . Sin  A = d _ 
Sin  A . Sin  B . Sin  c = Sin  A . Sin  C . Sin  b = Sin  B . Sin  C . Sin  a = D 
wo  d und  D bestimmte  Zahlen  sind,  welche  das  betreffende  Raumdreieck 
charakterlslren.  Bezeichnet  man  ferner  den  Winkel , unter  welchem  man  d e 
von  o aus  sieht,  oder  gewlssermassen  die  Höhe  des  Raumdreiecka  in  Be- 
ziehung auf  die  Seite  c,  mit  so  bat  man  offenbar 

Bin  ;>  = d c ~ d f . Sin  B = Sin  a . Sin  B 
und  ebenso  ergeben  sich,  wenn  a und  fi  in  Beziehung  auf  die  Seiten  a und  b 
entsprechende  Bedeutungen  haben. 

Sin  u = Sin  b . Sin  C Sin  ß zs  Sin  c . Sin  A 

so  dass  man  die  7 auch  durch 

Sin  a . Sin  a = Sin  b . Sin  ß = Sin  c . Sin  }>  =:  d 
Sin  A . Sin  a = Sin  B . Sin/}=  SlnC  . Sin  y = O 

ersetzen  kann. 


161.  Die  Gansg'schen  Formeln  and  die  Neper'schen  Analogien. 

Mit  Hülfe  von  160 : 5 findet  man 


Cos  («4-»)^ 


Sing 
Cos  c ' 
Cos  6 


Cos(a-l-b),  Cos  («—«). 


Sing 

Sine 

Cosg 


. Sin  (o-f-6)  1 

Sin  (SH-Ö)  = . Cos  (ü-b) , Sin  («— «)  = . Sin  (o-b)  » 

die  sog.  Qauss’schen  Formeln,  aus  deren  vierter  z.  B.  hervorgeht, 
dass  einer  grossem  Seite  auch  ein  grösserer  Winkel  gegenUbersteht, 
— und,  indem  man  sie  paarweise  durcheinander  dividirt, 

Tg(»+e)=g"j;-;>c,ee,  Tg »-s; - otgs  a 

^g(0”*"b^“Cos(3l-|-«)Tgc>  Tg(o  “ gin  (3H-8)  ^ 

die  sog.  Neper’schen  Analogien. 


Die  Formeln  1 und  2 werden  am  leichteeten  erhalten,  indem  man  ln 
Cos («  + S3)  = Co8«.CoBeq:Sin  a.Sin» 

Sin  («±«)=Sin  *.  Cos  8 + Cos«. Sin» 
rechts  nach  160:6  die  Sin  und  Cos  durch  ihre  Werthe  ersetzt;  so  z.  B. 
erhilt  man  auf  diese  Weise 
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SIn( 


™ "^"ßin  (s  — b)  Sin  (s  — c)  -^Sin  s . Bin  (s  — b) 

' ' . ^ Sin  b . Sin  o ’ ' Ri"  “ >' 


Sin  a Sin  c 


+ 


. -i/^in  8 ■ Sin  (8  — a)  -i/Sin  (e  — a)  Sin  (a  — c) 
' ’ Sin  b . Sin  c ' Sin  a . Sin  o 


Bin  (»  — b)  Sin  C»  — a)  -l/Sin  9 Sin  (b  — c)  ^ 

i'i"  ^ ^ Sin  a Sin  b “ 


Sin  c 

2 Sin  (a  — n — 6)  Cos  (tt  — 6) 

2 Sin  c . Coa  c 


Cos  C 


Cos  (g  — 6) 
Cos  c 


Cos« 


u.  s.  f.  Sie  lassen  sich  su  Gunsten  des  Qed&cbtnlsses  unter  der  schema- 
tischen Form 

(«  + «)C.C.S.S  I S.S.C.C  («) 

(0±b)C.8.C.S  I C.S.C.S  (c) 

susammenfassen , und  wurden  fast  gleichseitig  von  Jean -Baptiste- Joseph 
Delambre  (Amiens  1749  — Paria  1822;  Professor  der  Astronomie  und  Mit- 
glied der  Academie  in  Paris)  in  der  „Connaissance  des  temps  de  1808“,  — 
von  Mollw^idc,  der  sugleich  die  entsprechenden  Formeln  fUr  das  ebene 
Dreieck  (104 1 0)  gab , iin  Novemberheft  1808  der  Zach’schen  Correspondenz, 
— und  von  Gauas  in  seiner  1809  erschienenen  „Theoria  motus  corpornm 
cmlesiium“  mitgetheilt,  — immerhin  jedoch  so,  dass  ihnen  eigentlich  der 
Name  Oanss’sche  Formeln  am  wenigsten  zukömmt.  Die  aus  ihnen  hervor- 
gehenden, sog.  Analogien  3 und  4 gab  übrigens  Neper  oder  IVapler  schon 
fast  zwei  Jahrhunderte  früher  in  seinem  bei  11  erw&hnten  Fundamental- 
wsrke.  , 


16f . Wettere  BetiehnngeD.  Analog  160 ; 2 hat  man 

Cos  a ^ Cos  b . Cos  c Sin  b . Sin  c . Cos  A ^ 

Cos  b = Cos  a . Cos  c -|-  Sin  a . Sin  c . Cos  B 
woraus  durch  Elimination  von  Cos  a 

Sin  a . Cos  B *=  Cos  b . Sin  c — Sin  b . Cos  o . Cos  A S 

folgt,  oder  (160:1),  wenn  man  durch  Sinh  theilt. 

Sin  A . Ctg  B = Ctg  b . Sin  c — Cos  c . Cos  A S 

und  entsprechend  ergeben  sich 

Sin  a . Cos  C = Sin  b . Cos  c — Cos  b . Sin  c . Cos  A 4 
Sin  A . Ctg  C = Sin  b . Ctg  c — Cos  b . Cos  A ' - # 


Verbindet  man  2 und  160:1  durch  Division,  so  erhfilt  man 

Tgx-Tgb.Co.A  • 

Und  so  weiter. 

^ Betreffend  die  Ableitung  der  Formeln  2 — 6 ist  kaum  noch  etwas  beizu- 
fügen  nüthig,  — übet  ihren  Gebrauch  vergl.  169,  namentlich  aber  336 
und  368. 


16S.  FeUergleicInuigeD.  Durch  Differentiation  von  162 : 1 und 
160:2  erhält  man  nach  leichter  Keduction 
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d a = Co8  C . d b + Cos  B . d c + Sin  B . Sin  c . d A 1 

d b = Cos  A . d c Cos  C . d a -|-  Sin  C . Sin  a . d B S 

d c = Cos  B . d a + Cos  A . d b -f-  Sin  A . Sin  b . d C M 

durch  deren  Combination  man  in  allen  Fällen  den  Einfluss  kleiner 

Veränderungen  der  bestimmenden  Elemente  berechnen  kann. 


So  s.  B.  folgt  durch  DllTeronUation  der  ersten  Formel  163 : 1 nach  allen 

in  ihr  enthaltenen  Or&ssen  mit  HOIfe  von  162 : 8,  4 

Sin  b . Cos  c — C3ob  b . Sin  c . Cos  A . . , Sin  b . Sin  c . Sin  A , . 
da=: 5:7 db-| dA 


Sin  a 

, Cos  b . Sin  c — Sin  b . Cos  e . Cos  A j _ 
-I  - ac 


Sin  a 


= Cos  C . db  -f-  Cos  B . d 0 -|-  Sin  B . Sin  c . d A 
oder  1.  — EUminirt  man  s.  B.  ans  2 nnd  3 die  GrOsse  de,  so  erhllt  man 
mit  HOIfe  von  168 ; 1 


db: 


Cos  C 4-  Cos  A . Cos  B , , Sin  C . Sin  a , _ 

— -da-j — -dB- 


Sin*  A 


Sin'A 


Sin  b . Cos  A 
SlnA  ' 


dC 


Sin  B . Cos  c . , Sin  c, . 

= — SHTÄ da+gj^.dB  + Sinb.CtgA.dC  4 

In  ihnlichcr  Welse  kann  man,  indem  man  aus  je  zweien  der  Formeln  1 — 3 
eines  der  Dilferentialien  ellminirt,  alle  möglichen  Fehlergleichnngen  am  Raum- 
dreiecke darstellen,  Ober  deren  Gebrauch  man  z.  B.  die  Sitze  886,  858,  405, 
434,  etc.  vergleichen  kann. 


164U  Parallelo  Ebenon.  Zwei  Ebenen,  welche  mit  einer  dritten 
Ebene  parallele  Kanten  und  gleiche  correspondirende  oder  Wechsel- 
winkel  bilden,  heissen  paralle4  — haben  (157 — 159)  überall  den- 
selben Abstand  (ab  = ef  = cd,  s.  Fig.  1),  — und  schneiden  sich 
somit  im  Endlichen  nicht.  Umgekehrt  müssen  daher  auch  zwei  Ebe- 
nen parallel  sein,  d.  h.  mit  jeder  dritten  Ebene  gleiche  Winkel  und 
parallele  Kanten  bilden,  sobald  sie  mindestens  drei  nicht  in  einer 
Ebene  liegende  gleiche  Abstände  haben.  — Parallele  zwischen  paral- 
lelen Ebenen  sind  gleich,  — und  jede  zwei  Gerade  werden  durch  ein 
System  von  parallelen  Ebenen  proportional  geschnitten.  — Die  Kante 
zweier,  durch  zwei  parallele  Gerade  gelegten  Ebenen  ist  diesen 
Parallelen  ebenfalls  paralleL 


BUden  die  Ebenen  I und  II  mit  HI  gleiche  Winkel  und  parallele  Kanten, 
und  raut  man  theils  von  irgend  einem  Puncte  a der  Ebene  I,  theila  von 
einem  Puncto  c ihrer  Kante  in  HI,  Senkrechte  auf  Ebene  HI,  so  sind  diese 
Senkrechten  a b = c d.  Ist  nimlich  a b _|_  II  und 
bgj_gh,  so  ist  (168)  auch  agj_gh,  also  (156) 
g h I Ebene  bgea,  also  z.  B.  gh_I_ge;  fenier 
ist  (157)  c e I Ebene  bgea  nnd  somit  /^iea  ein 
Senkrecbtenwinkel.  Ist  ef  I bg.  also  (158)  ef  I n. 
ferner  cd_LII  und  dh  hg,  so  sind  die  Drei- 
ecke egf  und  cdh  congruent,  da  sie  eine  Seite  als 
Parallele  zwischen  Parallelen,  und  zwei  Winkel  alz 
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Winkel  mit  parallelen  Schenkeln  gleich  haben,  also  ist  cd  = ef.  Andcraeita 
Bind  als  Senkrechtenwinkel  nach  Voraussetzung  ^iea  = /_chd,  — also  ist 
nach  obiger  Congruenz  auch  = ^egt,  also  ea||gb,  also  ef^ab,  — 

also  endlich  nb  = cd,  w.  a.  b.  w.  — Stehen  ab  = cd  = ef  shmmtlich  senk- 
recht zu  II,  und  legt  man  z.  B.  durch  e e eine 
Ebene  III,  so  bilden  I und  II  mit  ihr  parallele 
Kanten  und  gleiche  Winkel ; denn  es  Ist 
ec||fd,  also  ec  II  II,  also  auch  cc||gh  und 
gh||fd;  zieht  man  ferner  bh_l_gh,  so  ist 
auch  a h _|_  g h , also  Ebene  a b h k _|  g b, 
fd,  ec,  und  (150)  ki  _J_II,  also  auch  ki  = ab 
und  ka||hb,  also  auch  /^lka  = /^lhb,  vr. 
z.  b w.  — Wenn  aber  I und  II  mit  III  parallele 
Kanten  und  gleiche  Winkel  bilden,  so  haben 
sie  nach  dem  ersten  Satze  überall  denselben  Abstand,  also  bilden  sie  auch 
mit  jeder  dritten  Ebene  parallele  Kanten  und  gleiche  Winkel;  denn  fhllt 
man  von  irgend  zwei  Puncten  der  von  dieser  letztem  Ebene  in  I gebildeten 
Kante  Senkrechte  auf  II,  so  sind  diese  nach  dem  eben  Gesagten  gleich,  also 
kann  der  vorgehende  Beweis  wieder  in  gleicher  Weise  durchgeführt  werden, 

etc.  — Sind  die  Ebenen  I,  II,  III  und  die 
Geraden  df,  gh  je  nnter  eich  parallel,  so 
sind  auch  die  Kanten  dg  ||  be  ||  fh,  also 
de  = gb  und  efnzbh.  Sind  ferner  ac  und 
df  beliebige,  vielleicht  nicht  einmal  in  der- 
selben Ebene  liegende  Gerade,  so  kann  man 
durch  b die  Gerade  gh  ||  df  ziehen,  und  hat, 
da  die  durch  gh  und  ac  bestimmte  Ebene  die 
Kanten  ga  ||  ch  bildet,  ab  : bc  = bg  : bh  = de  : ef,  w.  z.  b.  w.  — Um 
endlich  den  letzten  Satz  zu  beweisen,  kann  man  eine  Ebene  zu  Hülfe  nehmen, 
welche  zu  einer  der  Parallelen  senkrecht  steht,  und  dann  nach  157  und  159 
weiter  scbliessen. 


if 

y' 

1 

168.  Die  FücheDprojectiODeD.  Projicirt  man  ein  Dreieck  auf 
eine  durch  seine  Basis  gelegte  Ebene,  so  sind  die  Basiswinkel  der 
Projection  kleiner  als  die  Basiswinkel  des  Dreiecks  (z.  B.,  s.  Fig., 
aca,  entsprechend  DC'<DC),  — folglich  ist  der  Winkel  an 
der  Spitze  in  der  Projection. grösser  als  im  Dreiecke.  Hat  Letzteres 
die  Fläche  F und  ist  (p  der  Projectionswinkel,  so  ist  F.Cosy  die 
Fläche  der  Projection,  — eine  Beziehung,  welche  sich  leicht  auf 
jede  Fläche  und  ihre  Projection  ausdehnen  lässt. 


Der  Beweis  des  ersten  Satzes  Ist  im  Texte  hlnlinglich  angedeutet;  ebenso 
derjenige  für  den  ersten  Tbeil  des  zweiten  Satzes. 
Sitzt  das  Dreieck  nicht  an  der  Kante , so  kann 
man  dasselbe  durch  Verlängerung  seiner  Seiten  bis 
zum  Durchschnitte  mit  der  Kante  als  algebraische 
Summe  dreier  solcher  Dreiecke  darstellen , und 
schliessen,  dass,  weil  der  Satz  für  jeden  Summand 
gelte,  er  nothwendig  auch  für  die  Summe  gelten 
müsse.  Auf  ühnllche  Weise  kann  man  vom  Drei- 
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ecke  snm  Vielecke  übergehen,  indem  man  Letzteres  durch  Diagonalen  in 
Dreiecke  lerfUlt,  — etc. 

166.  Weitere  Eigenscfaaft  des  Dreikants.  Frojicirt  man  die 
Seiten  eines  Dreikants  auf  eine  dasselbe  schneidende  Ebene,  so  ist 
die  Summe  der  Projectionen  gleich  360®;  also  ist  (165)  die  Summe 
der  Seiten  eines  Dreikants  nothwendig  kleiner  als  eine  Umdrehung. 

Bezeichnen  a,  b,  c die  Seiten  eines  DreikanU,  so  ist  somit  a -f- b -f* 
C'<360°.  Ferner  hat  man,  wenn  a auch  die  gröute  dieser  Seiten  ist,  nach 
160  dennoch  a<b-}~c,  also  durch  Addition  beider  Ungleichheiten  2a <360* 
oder  a<  180*. 


167.  Das  Folardr'eieck  nnd  der  Excess.  Fällt  man  von  einem 
innerhalb  eines  Dreikants  liegenden  Functe  o Senkrechte  auf  die 
Sehen  desselben,  so  bestimmen  die  drei  Senkrechten  ein  neues  Drei- 
kant, welches  Polardreikant  des  ersten  heisst,  und  (159)  umge- 
kehrt jenes  erste  zum  Polardreikant  hat.  Jede  Seite  eines  Dreikants 
ist  (159,  113)  zu  dem  Gegenwinkel  des  Polardreikants  supplementär 
und  umgekehrt.  — Die  Summe  der  Winkel  eines  Raumdreiecks 
und  der  Seiten  seines  Polardreiecks  beträgt  somit  6 R;  also  hat 
(166)  die  Winkelsumme  des  Raumdreiecks  immer  einen  Excess  2 c 
über  die  Winkelsumme  des  ebenen  Dreiecks;  derselbe  schwankt 
zwischen  0 und  4 R,  und  kann  (161)  nach  der  Formel 

Sin e = — Cos  («  + g + g)  ==  ^ ■ Sin  C 1 

berechnet  werden,  so  dass  für  kleine  Werthe  von  a,  b,  c nahe 
2e  : Sin  1"  = '/z  • *^h  . Sin  C.  (Vergl.  105).  — Die  halbe  Summe  s 
der  Seiten  eines  Raumdreiecks  ist  zu  dem  halben  Excesse  t der 
Winkel  seines  Polardreiecks  supplementär. 


Bezeichnen  z,  b,  c,  A,  B,  C die  Seiten  und  Winkel  eines  Dreikants,  — 
a,  ß,  Y,  A,  B,  r aber  die  Seiten  und  Winkel  seines 
Polardreikants,  so  bst  man  einerseits 

A -f-  B -|-  C -f-  a -f-  ß Y — 6 R 
wibrend  nach  166 

“ + ^ + >'<4R  also  A-fB-fC>2R 
und  anderseits  unter  der  im  Texte  angenommenen  Be- 
deutung von  s und  < 


2s  = a-f-b-4-c  = 6R  — r)  = 6R  — (2R  + 20  oder  s-f  . = 180» 
Um  endlich  1 zu  erhalten,  hat  man  mit  HUlfe  von  161:1,  2 nnd  bekannten 
gonlometrischen  Formeln 


Sin  e = — Cos  (Sl-f  S -f  t)  = Sin  («  + 8)  Sin  5 — Cos  (*  + 8)  Cos ® 

Sin  <S . Cos  g . Cos  (g  — 6)  Sin  C . Cos  ff . Cos  (o -f- b) 

Cos  c Cos  c 

~ Vcufc  (a  — 6)  — Cos  (0  -)-  b;] 
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d.  b.  eben  1,  — eine  Formel,  welche  mit  HUfe  von  160:7  auch  leicht  die 
Formen 

Sin  e =;  -7-?= 7^— r — s =:  V« . D . Tg  r 9 

4 Cos  a ■ C08  b . Cos  c '*  “ 

annimmt,  wo  die  geometrische  Bedeutung  der  vorltuflg  als  HOlfsgrCue  durch 

Ter  = S 

° Cos  6 . Cos  c • Bin  A 

eingefllhrten  OrSsse  r ans  190  hert'orgehen  wird.  Auf  Ihnliche  Weise  wie  1 
erhUt  man 

Co8e  = Sin(a4-»  + *)  = Sin(*  + ©)  Cos  « + Cos  («  + e)SinS 

Cos*  I ■ Cos  (g  — 6)  Bin*  t ■ Cos  (g  + fc) 

Cos  c 

Cos  tt  ■ Oos  i Bin  n ■ Sin  b . Cos  C . 

Cos  c 

und  mit  HDlfc  des  sweitletxten  Ausdruckes  von  Cos  e ergibt  sich,  wenn 
o + 6 + C = 2*  gesetzt  und  160:6  benutzt  wird, 

e 1 — Cose Cosc  — Cos (g  — b)  -f-  [Cos  (g  — b)  — Cos (e -f  ^)]  8in*t 


Tg 


2 1 + Cose  Cosc  + Cos  (0  — b)  — [Cos(n  — b)  — Coe(o-f-b)]  Sin*®" 

_ Pin  (*  — b) . Sin  (a  — 8)  + Bin  0 . Sin  b . Bin*  ® 

Cos  (4  — b) . Cos  (8  — 0)  — Bin  o .Sin  b.  Sin*  S 

Cos  (8  — o)  Cos  (g  — b)  — Cos  0 . Cos  b 


z=Tg(8-0).Tg(g-b) 
= Tg(g-o)  Tg  (8  — b) 


Cos  0 . Cos  b — Sin  (8  — 0)  Bin  (8  — b) 

Cos  c + Cos  (o — b) — Cos  (o+b)  — Cos  (0  — b)  _ 
* Cos  (o-|-  b)  -|-  Cos^o — b)  -]r  Cos  c — Cos  (o — b)  “ 
= Tgg.Tg(8-o).Tg(g-b).Tg(8-c)  S 

eine  elegante  Formel,  welche  nach  dem  Zeugnisse  von  Legendre  (Pag.  820 
der  6.  Ausg.  seiner  Elements  de  ggomgtrie.  Paris  1804  in  8.)  der  Genfer  Simon 
Lbullier  zuerst  aufstellte.  Mit  Hülfe  von  4 und  1 ergibt  sieh  endlich  unter 
Betzog  von  160 ; 4 

Coso.Cosb-j-Stna.Sinb.CosC  4Coe*a.Cos*b-f-Sina.8inb.CosC 

* Sin  0 ■ Sin  b . Sin  C Sin  a . Sin  b . Bin  C 

( 1-|-  Cosa)  (1+  Cos  b)  -f-  Cos  c — Cos  a Cos  b_^  1-j-  Cos  a-j;  Cos  b -f-  Cos  0 

Bin  a . Sin  b . Bin  C Sin  a . Sin  b . Sin  C 

eine  Formel,  von  welcher  wir  io  190  Gebrauch  machen  werden. 

168.  UmsetzQDgen  mit  Hülfe  des  Polardreieckes.  Schreibt  man 
eine  für  ein  Raumdreieck  geltende  Beziehung  für  ein  Polardreieck 
auf , und  ersetzt  dann  die  vorkommenden  Elemente  durch  ihre 
Supplemente  aus  dem  ursprünglichen  Dreiecke,  so  findet  man  eine 
neue  Beziehung  für  das  Letztere.  So  folgen  (160:2,  3,  6;  162:2, 
3;  163:1) 

Cos  C = — Cos  A . Cos  B -f-  Sin  A . Sin  B . Cos  c 1 

Cos  A . Cos  (B  -f-  x) 


Cos  X 


wo  Tg  X = Tg  A . Coa  c * 


Tgc  = 


V 


Sin  e . Sin  (C  — e) 
Sin  (A  — e) . Sin  (B  — 


e) 


16« 
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« 


Sin  A . Cos  b = Cos  B . Sin  C + Sin  B . Cos  C . Cos  a 
Sin  a . Ctg  b = Ctg  B . Sin  C + Cos  C . Cos  a 
d A = — Cos  c . d B — Cos  b . d C + Sin  b . Sin  C . d a 
Und  so  weiter. 

Nach  160 : 2 hat  man  *.  B.  fllr  das  Polardreieck  bei  entsprechender  Be- 
leichnung  wie  in  lOT 

Cos  Y = Coe  « • Cos  ß -f-  Sin  a . Sin  ß . Cos  f 
also  fOr  das  Dreieck  selbst 

Cos  (180  — C)  = Cos  (180  — A)  Cos  (180  — B)  -|- 

+ Sin  (180  — A)  Sin  (180  — B)  Cos  (180  — c) 
woraus  sofort  1 folgt  Entsprechend  in  andern  Ftllen. 


169.  Oie  RaumtrigODOmetne.  Sind  in  einem  Ranmdreiecke  alle 
drei  Seiten  gegeben,  so  kann  man  nach  (160:5,  6),  — sind  zwei 
Seiten  und  der  eingeschlossene  Winkel  gegeben,  nach  (160:3,  1, 
oder  161:3  und  160:1),  — sind  eine  Seite  und  die  anliegenden 
Winkel  gegeben,  nach  (168:2  und  160:1,  oder  161:4  und  160:1), 
— sind  alle  drei  Winkel  gegeben,  nach  (168:3)  je  die  übrigen 
Elemente  berechnen.  — In  dem  speciellcn  Falle,  wo  in  einem 
Raumdreiecke  ein  Winkel,  z.  B.  C,  gleich  90"  ist,  hat  man  die 
einfachem  Formeln 

Sin  a = Sin  c . Sin  A Tg  a = Tg  A . Sin  b 1 

Cos  c = Cos  a . Cos  b Ctg  c = Ctg  b . Cos  A S 

Cos  A = Cos  a . Sin  B Ctg  A = Cos  c , Tg  B 8 

zur  Disposition. 


Die  Im  Texte  gegebenen  Vorschriften  und  Formeln  bedürfen  wohl  keiner 
weitern  Erlftutcrung.  Dagegen  ist  zu  erwähnen,  dass  den  angefQhrten  vier 
Fällen  am  Raumdreiecke  oft  noch  zwei  weitere  beigefOgt  werden,  n&mlich 
wenn  gegeben  sind  entweder  zwei  Seiten  (z.  B.  a,  b)  und  ein  Gegenwinkel 
(z.  B.  A),  — oder  eine  Seite  (z.  B.  a),  der  Gegenwinkel  (A)  und  ein  Neben- 
winkel (z.  B.  B).  Es  sind  jedoch,  auch  wenn  man  sich  auf  Dreiecke  be- 
schränkt, deren  sämmtHchc  Seiten  und  Winkel  kleiner  als  zwei  Rechte  sind, 
ln  diesen  beiden  Fällen  die  Lösungen  nur  unter  gewissen  Bedingungen  be- 
stimmt, während  unter  andern  Bedingungen  mehrere  Lösungen  möglich  sind: 
So  bat  man  zur  Lösung  des  erstem  Falles  nach  160:  1 und  161:3 


sin  B = . Sin  A 


Tg®- 


Cos  (a  — b) 


Ctg(«  + e) 


Sin  a ® Coa  (a  b) 

Die  cratcre  Formel  gibt  nun  im  Allgemeinen,  wegen  der  Zweideutigkeit  des 
Sinus,  fOr  B rwei  Werthe  B‘  und  B"=180“  — B',  und  für  sie  gibt  auch  die 
zweite  Formel  im  Allgemeinen  zwei  Werthe,  welche  nach 


TgE'  = 


Cos  (o  — b) 


~Clg(a4-ö‘)  und  Tg(£"=- 


Cos  (a  — b) 


Tg  (*-«') 


Cos (a  + b)  — Coa(a  + b) 

berechnet  werden  können,  wobei  jedoch  wegen  der  anfänglich  gestellten  Be- 
dingung nur  Lösungen  zulEssig  sind,  welche  (£<90“  oder  Tg(£  = -j-  ergeben. 
Ist  nun  z.  B.  A<90“,  b<90“  und  a>b,  so  ist  nothwciidig  B'<A, 
8 -(-8‘<90“  und  S(  — 8'  = +,  während  a b kleiner  oder  grösser  als  90“ 
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■ein  kann,  — und  m crsterem  Falle  ist  daher  nur  S',  im  zweiten  nur  S" 
mSglich , also  nur  Eine  Löann(^  vorhanden ; ist  dagegen  bei  übrigens 
gleichen  Bedingungen  a<b,  so  ist  zwar,  weil  immer  B'<90‘>,  noch  8 + ®* 
<90'*,  aber  8 — S'  = — , und,  da  jetzt  bestimmt  a + b<90®,  so  werden 
sowohl  S'  als  S"  möglich,  so  dass  in  diesem  Falle  swel  Lösungen  vor- 
handen sind.  — Entsprechend  könnten  andere  Bedingungen  untersucht  werden ; 
wir  wollen  uns  jedoch  mit  diesem  Einen  Beispiele  begnügen,  da  durch  das- 
selbe bereits  der  Mach  weis  geleistet  ist,  dass  derartige  Supplemcntarfälle 
nicht  von  derselben  Bedeutung  sind  wie  die  vier  Hanptfdllc.  — Ein  Zahlen- 
beispicl  über  Berechnung  des  Raumdreieckes  zu  geben  dürfte  überflüssig  sein, 
da  dieselbe  in  ganz  analoger  Weise  zu  führen  ist,  wie  diejenige  in  100  am 
ebenen  Dreiecke,  und  da  überdicss  für  Anwendung  der  aufgestellten  Formeln 
auf  Oeodäsie  und  Astronomie  verwiesen  werden  kann.  Dagegen  mögen  zur 
Ergänzung  der  in  103  gegebenen  Litteratur  noch  folgende  speciell  über  Rsum- 
trigonoroetrie  handelnde  Schriften  aufgefUhrt  werden ; Antoinc-Renö  Maudult 
(Paris  1731  — Paris  1815;  Professor  der  Mathematik  in  Paris),  Principes 
d'astronomie  sphdrique,  ou  traitö  camptet  de  trigonomdtrie  sphdrique.  Paris 
1765  in  8.,  — Bamaba  Orlani  (Oaregnano  bei  Mailand  1752  — Mailand 
1832;  Director  der  Sternwarte  des  vormaligen  Jesuitencollegiums  Brera  in 
Mailand),  Element!  di  trigonometria  sferoidica  (Mem.  Istit  Ital.  1804  — 1806) 
ln  4.,  — Johann  Baptist  Sniadeekl  CWoywodschaft  Onesen  1756  — Jasinny 
bei  Wilna  1830 ; Professor  der  Astronomie  zu  Krakau , dann  Director  der 
Sternwarte  zu  Wilna),  Trygonometrya  Kulista,  analitycznic  wylozona.  Wilno 
i Warszawa  1820  in  8.  (Deutsch  von  L.  Feldt,  Leipzig  1828  in  8.),  — Otto 
IHÖIIInger  (Speier  1814;  Professor  der  Mathematik  in  Solothum),  Die 
sphärische  Trigonometrie.  Solothurn  1860  in  4.,  — etc.“ 

190.  Symmetrie  nnd  CoDgrneiiz.  Füllt  man  auf  eine  Seite  des 
Ranmdreiecks  von  einem  Puncte  der  Gegenkante  eine  Senkrechte, 
verlängert  diese  über  ihren  Fusspunct  hinaus  um  ihre  eigene  Länge, 
und  verbindet  den  so  erhaltenen  Punct  mit  dem  Scheitel,  so  be- 
stimmt diese  Verbindungslinie  mit  jener  Seite  ein  neues  Kaumdreieck, 
welches  zu  dem  gegebenen  in  Beziehung  auf  die  gemeinschaftliche 
Seite  aymmelriscta  heisst,  und  mit  ihm  (ohne  congnient  zu  sein) 
alle  Seiten  und  Winkel  gleich  hat.  — Haben  zwei  Raumdreiecke 
alle  drei  Seiten,  oder  zwei  Seiten  und  den  eingcschlossenen  Winkel, 
oder  eine  Seite  und  die  anliegenden  Winkel,  oder  alle  drei  Winkel 
gleich,  so  sind  sie  (169)  congruent  oder  symmetrisch  gleich,  je 
nachdem  sie  in  dieselbe  Lage  gebracht  werden  können  oder  nicht. 

Der  in  der  Ebene  dahinfallende,  für  den  Raum  charakteristische  Unter- 
schied zwischen  Congruenz  und  Symmetrie  entging  schon  einzelnen  ältern 
Geometern  nicht,  doch  wurde  er  namentlich  1741  von  Johann  Andreas  Segner 
(Pressburg  1704  — Halle  1777;  erst  Arzt  ln  Pressburg,  später  Docent  und 
Professor  der  Mathematik  und  Physik  in  Jena,  Göttingen  und  Halle)  bei  Ver- 
gleichung eines  Kugeldreieckes  mit  seinem  Oegendreiecke  in  einer  1741  er- 
schienenen Streitschrift  „Defensio  adversns  censuram  Berolinensem“  nnd  in 
seinen  „Vorlesungen  Uber  die  Rechenkunst  und  Geometrie.  Lemgo  1747  in  4. 
(Auch  1767)“  scharf  hervorgehoben,  und  tritt  ganz  besonders  leicht  in  der 
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im  Texte  gegebenen 


'Welse  hervor:  Ist  nlmlleh  DE_l_AOB  nnd  D'E 
= D E , so  braucht  man  nur  E F _|_  A O und 
E O J_  BO  XU  sieben , nnd  die  Oongmensen 
DEFsD'EF,  DEOsD'EO  in’s  Auge  an 
fassen,  um  sofort  eloxuseben,  dass  die  Ranmdrei- 
eclce  O — ABC  und  O — ABC'  gleiche  Beiten  nnd 
Winkel  haben,  ohne  dass  man  durch  Umwenden 
das  eine  an  die  Btelle  des  andern  bringen,  oder 
also  die  beiden  Raumdreiecke  mit  einander  ver- 
tauschen kann. 


XVII.  Das  Vierflacli  and  Vielflach. 

IVl«  Du  Polyeder.  Kann  man  durch  eine  Auswahl  ans  den 
7t  .n  (n  — 1)  Kanten,  in  welchen  sich  n Ebenen  schneiden,  s&mmt- 
liche  Ebenen  so  begrenzen,  dass  jede  der  gewählten  Kanten  beide 
Ebenen,  denen  sie  angehört,  begrenzen  hilft,  so  erhält  man  eine  Reihe 
von  Vielecken,  die  einen  Raum  vollständig  einschliessen,  oder  einen 
KVrper  bilden,  und  zwar  ein  sogenanntes  n>Flaeb.  Für  n = 4, 
5,  6,  8,  12,  20,  etc.  heisst  das  n-Flach  auch  wohl  Tetraeder, 
Pentaeder,  Hexaeder,  Octaeder,  Dodekaeder,  Ikosaeder,  etc.,  — 
im  Allgemeinen  Polyeder. 

Zur  Erg&nxuDg  der  in  73  und  166  gegebenen  Litteratur  mögen  noch  die 
Bpecialschrlften  „Aloja  Hehl  (Lauchheim  in  WOrtemberg  180>;  Professor 
der  Mathematik  in  Tflbingen),  Die  Lehre  von  den  Polyedern.  Tübingen  1843 
in  8.,  — Ludwig  Christian  IViener  (Darmstadt  1826;  Lehrer  der  Mathematik 
in  Dannstadt,  Qiessen  und  Karlsruhe),  Ueber  'Vielecke  und  Vlelfiache  (mit 
Netxen  und  Abbildungen  von  regelmlssigen  Stemvielflacben) , . Leipsig  1864 
in  4.,  — etc.“  angeführt  werden. 

1V9«  Du  Tierflach.  Der  einfachste  Körper  ist  das  von  4 Drei- 
ecken begrenzte  Vierflach.  Bezeichnen  a,  b,  c,  d seine  Seiten,  so 
ist  (165) 

a = b . Cos  (a,  b)  -f-  c , Cos  (a,  c)  + d . Cos  (a,  d)  1 

und  aus  dieser  und  den  entsprechenden  Gleichungen  folgt 
a*  = b*  -f-  c*  -t-  d*  — 2 b c Cos  (b,  c)  — 2 b d Cos  (b,  d)  — 2 c d Cos  (c,  d)  S 
Verbindet  man  eine  Ecke  eines  Vierflachs  mit  einem  Puncte  der 
Gegenseite,  'und  verlängert  diese  Verbindungslinie  um  ihre  eigene 
Länge,  so  bestimmt  der  erhaltene  Punct  mit  der  Seite  das  sog.  (für 
eine  Senkrechte  symmetrische)  Gegenvierflach,  welches  mit  dem 
Vierflach  gleichen  Rauminhalt  haben  muss,  da  (90)  jeder  durch  die 
Gerade  der  Spitzen  gelegten  Ebene  in  beiden  Vierflachen  ein  gleich 
grosser  Schnitt  entspricht.  — Zwei  Vierflache,  welche  congruente 
Ghnindflächen  und  gleiche  Höhen  haben,  sind  beide  (91)  demselben 
Gegenvierflache  gleich , und  daher  auch  sulbst  gleich  gross.  — 


Digilized  by  Google 


— Dm  Vterfl»oh  und  VlelfUicli.  — 


231 


Führt  man  durch  die  Mitte  einer  Tetraederkante  und  ihre  beiden 
Gegenecken  einen  Sehnitt,  ao  sind  die  beiden  Theile  offenbar  in 
Beziehung  auf  die  Schnittebene  Qegenvierflache,  und  man  hat  daher 
das  Tetraeder  halbirt. 

Schreibt  man  1 auch  fSr  b,  e,  d auf,  — multipUcirt  diese  Oleichungen 
der  Reibe  nach  mit  a,  b,  c,  d,  — und  bildet  die  Summe  a*  — b*  — c*  — d‘, 
BO  erbhlt  man  2 ohne  Schwierigkeit  — Ist  E irgend  ein  Punct  in  der  Seile 
ABC  eines  Vierflacbe  ABCD,  und  verllngert  man 
DE  um  D'E  = DE,  so  hat  das  so  bestimmte  Qegen- 
vierflach  ABCD'  mit  dem  Vierflaebe  ABCD  offen- 
bar gleiche  Hohe,  und  wenn  umgekehrt  D'F  = DO, 
so  muss  D‘E=ED  oder  ABCD'  ein  Oegenvierflaeh 
sein.  Ferner  ist  für  jeden  Punct  H Im  Umfange  des 
Dreiecks  ABC  nothwendig  D E H = D'  E H ; wenn 
aber  H jenen  Umfang  durchlieft,  so  beschreiben  IkE  H 
und  D'EH  jene  beiden  Vierflacbe,  also  mOssen  diese 
letztem  ancb  gleichen  Rauminhalt  haben.  — Hat  man 
zwei  Vierflacbe  von  congmenten  Omadfllchen  und 
gleichen  Hoben,  eonstmirt  zu  dem  Einen  ein  Oegenvierflaeh,  und  transportirt 
es  an  dM  Andere,  so  ist  es  nach  dem  Obigen  nothwendig  wieder  Qegen- 
vierflaeh.  — Die  EinfOhrung  des  Oegenvierflaebs  und  des  hier  und  unter  den 
folgenden  Nummern  eingeschlagenen  Weges  zur  Bestimmung  des  Tetraeder- 
volnmens  geschah  durch  mich,  wie  die  erste  Auflage  des  TMCbenbucbes  be- 
weist, schon  vor  1862.  Früher  hatte  ich  (vcrgl.  Orunert  VH  440—448)  einen 
andern  Gang  eingeschlagen , der  wesentlich  darauf  beruhte,  dass  jeder  zu 
ABC  parallele  Schnitt  a b c c»  ABC  ist,  da  durch  den  parallelen  Sehnitt 
Winkel  mit  parallelen  Schenkeln  entstehen,  und  dass  (107) 

abc:ABC  = ab*:AB«  = aD«;AD‘  = Dg«:DG* 
dMS  somit  bei  zwei  Tetraedern  von  gleicher  (nicht  nur  von  eongruenter) 
Orundfllcbe  und  Hohe  gleich  hohe  Parallelschnitte  zur  Omndfllche  gleich 
gross  sind,  also  anch  die  Tetraeder  selbst  als  Summen  von  gleichen  Elementen 
gleich  gross  sein  mflssen. 

1T8.  Oai  rechtvinklige  Tierflach.  Stehen  drei  Seiten  eines  Vier- 
flachs, z.  B.  b,  c,  d,  paarweise  zu  einander  senkrecht,  so  heisst 
dasselbe  recbtwinkllKs  und  es  besteht  in  demselben  (172:2)  der 
dem  pythagoräischen  Lehrsätze  entsprechende  Satz  von  Gua 

a2  = b2-f-c2-f-d2  1 

Zwei  rechtwinklige  Vierflache,  welche  je  zwei  von  der  rechten  Ecke 
ausgehende  Kanten  gleich  haben,  verhalten  sich  (172)  wie  die  dritte. 
Sind  ABC,  aBC,  abC,  abc  die  .von  der  rechten  Ecke  aus- 
gehenden Kanten  von  4 rechtwinkligen  Vierflachen  der  Inhalte  oder 
Volumina  VVi  vjv,  so  hat  man  somit 

V:Vi  = A:a  Vi:vi  = B:b  V|;v  = C:c 
also  durch  Multiplication 

V:v  = A.B.C:a.b.c 
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Setzt  man  daher  (analog  92)  den  Inhalt  gleich  1,  wenn  die  drei 
Kanten  (Dimensionen)  1,  2,  3 sind,  so  ist 

„ A.B.C  1 AB  „ _ 

'^  = T72T3- * 

oder  der  Inhalt  gleich  ein  Drittel  des  Productes  aus  Grundfläche 
und  Höhe. 

Theilt  man  bei  zwei  rechtwinkligen  Vierflachen,  welche  je  zwei  von  der 
rechten  Ecke  ausgehende  Knnten  gleich  haben,  die  dritten  Kanten  im  Ver- 
hlltniese  ihrer  Llnge  in  gleiche  Theile,  und  führt  durch  die  Theilpuncte  und 
die  Gegcneckcn  Schnitte,  so  zerfallen  Beide  nach  172  in  gleiche  Theile,  folg- 
lich verhalten  sie  sich  wie  diese  dritten  Kanten.  — Der  durch  1 ausgcdrOckte, 
von  Lbullier  noch  im  höchsten  Oreisenalter  bewunderte  und  besungene 
Satz  von  Gua  ist  von  diesem  muthmasslicb  zuerst  in  seinem  „Essai  de 
tdtraddromötrie  (Mdm.  de  Par.  1783}  ausgesprochen  worden. 


114.  Der  Ranminbalt  dea  Fierflachs.  Da  man  die  Grundfläche 
jedes  Tetraeders  in  zwei  rechtwinklige  Dreiecke  zerlegen,  und  die 
Spitze  (172)  senkrecht  Uber  den  Theilpunct  der  Basis  der  Grund- 
fläche bringen  kann,  so  ist  (173)  der  Inhalt  jedes  Tetraeders  gleich 
ein  Drittel  des  Productes  aus  Grundfläche'  und  Höhe,  — oder  auch 
(160),  wenn  a,  b,  c drei  in  einer  Ecke  zusammenstossende  Kanten 
desselben  und  cc,  ß,  y ihre  Winkel  bezeichnen, 

V = — 3 — 1 Sin  8 . Sin  (s  — o) . Sin  (s  — ß) . Sin  (s  — y)  1 

o 


wo  2s  = a-f-/?+y-  — Jeder  zu  einer  Seitenfläche  eines  Tetra- 
eders parallele  Schnitt  desselben  ist  (164,  157)  ihr  ähnlich,  und 
zerfällt  dasselbe  in  zwei  Theile,  von  denen  der  eine  wieder  ein 
Tetraeder  ist,  während  der  andere  abgekOrxtes  Tetraeder  heisst, 
und  (vergl.  180)  als  Differenz  zweier  Tetraeder  leicht  berechnet 
werden  kann. 


man  nach  172 

JL-  l.H  -h)« 


'Wablt  man  die  von  den  Kanten  b,  c und  dem  von  ihnen  cingeechlossencn 
Vfinkel  a bestimmte  Seite  O als  Orundfliiehe,  und  bezeichnen  B und  H den 
an  der  Kante  b liegenden  Flkchenwinkel  und  die  Höbe, 
so  hat  man 

V = G = -^Sino  H = aSinySinB 

o 2 

während  nach  160 : 5 

Sin  B — ^ j/sin  8 . Bin  (s  — o)  Sin  (s  — ß)  Sin  (s  — y) 
Sin  o . Sin  y 

woraus  die  Formel  1 sofort  erhalten  wird.  — Ist  g ein 
parallel  zu  G in  der  Höhe  h geführter  Schnitt,  so  hat 


0 


H* 


oder  H = 


hl/G“ 


Yü  - 


— und  n — h = — — 


I G -l  g 
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•lio  den  Inh&U  du  abgekOntan  Tetraeders 
Vergleiche  auch  180. 


17K.  Die  Pyramide.  Bewegt  sich  eine  Gerade  um  einen  Punct, 
und  folgt  dabei  irgend  einer  Figur  als  Leitlinie,  so  umschreibt  sie 
einen  pyramldallschen  Raum»  Begrenzt  man  letztem  durch 
eine  schneidende  Ebene,  die  sog.  Grundfläche,  so  entsteht  die  nach 
der  Anzahl  ihrer  dreieckigen  Seitenflächen  benannte  Pyramide^ 
deren  Inhalt  (174)  gleich  dem  Drittel  des  Productes  aus  Grund- 
fläche und  Höhe  ist,  und  die  gerade  heisst,  wenn  ihre  Spitze 
senkrecht  über  dem  Schwerpuncte  der  Basis  steht.  Ist  die  Leitlinie 
eine  krumme  Linie,  so  heisst  die  Pyramide  Kegel  oder  Conas«  — 
Bezeichnen  g,  h,  s Grundfläche,  Höhe  und  Seitenfläche  einer  ge- 
raden Pyramide  der  Seitenkante  k,  deren  Grundfläche  ein  regel- 
mässiges n-Eck  der  Seite  2a  ist,  so  hat  man  (93;  121:1),  wenn 
g>  = 180®  : n ist, 

g = n . a* . Ctg  (p  h = Vk*  — a'* . Cosec.*  (p  s = a l'  k^  — a*  1 

0 = ns  + g V = S 

wo  O die  aus  Mantel  und  Grundfläche  bestehende  sog.  OberflSetae, 
V das  Volumen  vorstellt  — Hat  eine  Pyramide  ein  Trapez  zur 
Grundfläche,  so  nennt  man  das  durch  die  Spitze  und  die  Mitten 
der  nicht  parallelen  Seiten  der  Grundfläche  bestimmte  Dreieck 
Hauptochnltt  derselben.  Die  vier  Ecken  der  Grundfläche  haben 
von  dem  Hauptschnitte  gleichen  Abstand,  und  jede  derselben  be- 
stimmt mit  ihm  ein  Tetraeder,  dessen  Inhalt  */i  der  Pyramide  be- 
trägt; die  ganze  Pyramide  ist  daher  gleich  ^3  Productes  aus 
Hauptschnitt  und  Eckenabstand. 


Aus  Verbindung  der  Formeln  1 erhllt  man  die  nicht  uninteressante  Be- 
ziehung 

•>  = -JY  V(n  8 -f  g)(n  8 — g)  S 

Der  fllr  180  so  ergiebige  Satz  Ober  die  Trapez- 

Pyramide  ist  von  Steiner  aufgestellt  worden,  und 

rrgiebt  sich  leicht  auf  folgende  Weise;  Ist  2h  die 

Höhe  des  Trapezes,  so  ist  seine  Flache 

V j ad  4-  b c 

abcd=; J — 

2 

also  ist  Pyramide 


.2h  = ef.2h  = 4..^^  = 4.aef 


g — abcd  = 4.«gef=:4 


_ gef.k 


3 


.gef.k 


wo  k den  Abstand  dar  Ecke  a vom  Hauptschnitte  bezeichnet.  — Jede  zwei 
ebene  Schnitte  ABC...  und  a b c . . . einer  Pyramide  heissen  in  Beziehung 


Digitized  by  Google 


234 


— Da«  Vlerflaoh  und  VleUlaoh.  — 


auf  die  Spitie  0 derselben  perspeettviseb  gele^a;  dabei  fallen,  -wie  eobon 


D^sarKoea  bemerkt  haben  soll,  die  Dorcb- 
BchoittspuDcte  aßf...  der  entsprechenden  Sei- 
ten nothwendig  ln  eine  Gerade,  die  Kante  der 
beiden  Schnitte,  — und  umgekehrt,  wenn  die 
Durchschnlttspnncte  der  entsprechenden  Beiten 
zweier  Figuren  ln  eine  Gerade,  die  sog.  Golli- 
neationsaxe«  fallen,  so  müssen  sie  perspec- 
tiviech  liegen  und  die  Verbindungslinien  der 
entsprechenden  Ecken  sich  in  Einem  Pnncte, 
dem  sog.  ColllneattenaeeiitniBi«  schneiden; 
in  dem  speclellen  Falle , wo  Letzteres  in’s 
Unendliche  fUlt,  heissen  die  Figuren  per- 


speetivisch  afln. 


IVS.  Der  Kegel.  Bei  einem  geraden  Kegel  der  Höhe  h und 
des  Radius  r sind  alle  Seitenkanten  k *=  Kr*-|-h*,  sein  Mantel  aber 
ist  gleich  einem  Kreisausschnitte  des  Radius  k und  des  Bogens  2rft, 
so  dass  (175)  die  Formeln 

V = -J-r2«h  0 = (k-f-r)r»  1 

o 

Volumen  und  Oberfläche  su  berechnen  lehren.  Vergl.  180. 

Es  ist  interessant,  dass  nach  1,  wenn  zwei  Kegel  gleichen  Radius  be- 
sitzen, und  bei  dem  einen  die  Kante  um  diesen 
Radius  I&nger  ist  als  bet  dem  andern,  der  Mantel 
des  Ersten  genau  der  OberfUche  des  Zweiten 
gleich  ist.  — Wird  ein  Kegel  des  Winkels  « 
in  der  Distanz  d von  der  Spitze  nnd  unter  dem 
Winkel  <f  zur  Kante  durch  eine  Ebene  ge- 
schnitten , so  ist  die  entstehende  Bcbnittlinie 
oder  der  sog.  Kegelaebnttt  eine  Linie  zweiten 
Grades.  Hit  Hülfe  der  Figur  ergeben  sich  nlm- 
lich  oiTenbar  die  Beziehungen 
y*  = a.b  = (c+u)b  c=2d.81na 
b;z=Sin9;Cosa  u:x  = 81n(2a  — f):Cosa 

und  aus  diesen  folgt  sofort 


S 


womit  die  Behauptung  erwiesen  ist.  Vergleicht  man  2 mit  137 : 9 , so  ergibt 
sich  im  Fernem,  dass  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel 
ist,  je  nachdem  q negativ,  Kuli  oder  positiv  wird,  d.  b.  je  nachdem  man  9 
grösser,  gleich  oder  kleiner  2 a macht,  — und  dass  in  allen  Füllen  p den 
Parameter  bezeichnet.  Speclell  für  den  Kreis  ist  der  Parameter  gleich  der 
halben  Axe  oder  qcm— 1,  was  für  9 = 00**-|-a,  d.  h.  für  einen  zur  Basis 
des  Kegels  parallelen  Schnitt  statt  hat 
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m*  Du  Pritni&.  Bewegt  sich  eine  Gerade  parallel  mit  sich 
selbst,  und  folgt  dabei  irgend  eine  Figur  als  Leitlinie,  so  umschreibt 
sie  einen  prlsmatlscben  Banm  % parallele  Schnitte  desselben  sind 
(164,  89)  congruent,  und  bestimmen  als  Grundflächen  ein  Prisma, 
das  nach  der  Anzahl  seiner  Seitenflächen,  die  Parallelogramme  sind, 
benannt  wird.  Ist  auch  die  Leitlinie  ein  Parallelogpramm,  so  heisst 
das  Prisma  Parallelepipedon  oder  Zellflacb , — dagegen 
Zylinder  oder  Walze,  wenn  sie  eine  krumme  Linie  ist.  Ein 
gleichseitiges  Zeilflach  wird  Rbomboeder,  — ein  gleichseitig- 
rechtwinkliges aber  Cubus  oder  Würfel  genannt.  — Ein  drei- 
seitiges Prisma  lässt  sich  durch  zwei  Diagonalebenen  (172)  in  drei 
gleiche  Tetraeder  zerlegen,  und  ist  daher  (174)  gleich  dem  Producte 
aus  Ghrundfläche  und  Höhe,  — eine  auf  jedes  Prisma  ausdehnbare 
Regel. 


QewBhnUob  werden  die  Volumenrechnangen  nioht  mit  dem  Tetraeder, 
sondern  mit  dem  rechtwinkligen  Zeildache  begonnen;  mir  scheint  jedoch  in 


dem  hier  eingesohlsgenen  Wege  aus  analogen  OrUnden,  wie  sie  in  92  fUr 


die  neue  Methode  der  Fläcbenrecbnung  angefllhrt 
wurden,  ein  Fortschritt  an  liegen.  — Dass  die  beiden 
Diagonalebenen  ace  und  cde  das  dreiseitige  Prisma 
abcdef  in  drei  Tetraeder  zerlegen,  -von  denen  sowohl 
e — abc  als  e — acd  mit  dem  dritten  o — def= 
e — c d f je  gleiche  Grundfläche  und  Hohe  haben, 
geht  wohl  auf  den  ersten  Blick  aus  der  Figur 
hervor;  ein  mehrseitiges  Prisma  aber  lässt  sich 
durch  Diagonalebenen  leicht  in  dreiseitige  Prismen 
Zerfällen. 


1V8>  Dsr  Zylinder.  Wird  die  Höhe  h eines  Zylinders  durch  die 
Verbindungslinie  der  Mittelpuncte  seiner  Grundfläehen  des  Radius  r 
dargestellt,  so  ist  sein  Mantel  gleich  einem  Rechtecke  der  Basb 
2xn  und  Höhe  h,  so  dass  (177)  die  Formeln 

V = r*wh  0 = 2(r  + h)rft 

Volumen  und  Oberfläche  zu  berechnen  lehren. 

Es  ist  interessant,  dass,  wenn  zwei  Zylinder  gleichen  Radius  besitzen, 
und  bei  dem  Einen  die  Höhe  um  diesen  Radius  grösser  ist  als  bei  dem 
Andern,  der  Mantel  des  Ersten  genau  gleich  der  Oberfläche  des  Zweiten 
wird.  — Betzt  man  den  Winkel  eines  Kegels  gleich  Null,  so  erhält  man 
offenbar  einen  Zylinder;  setzt  man  aber  in  176  den  Winkel  a gleich  Null, 
60  wird  nach  3 nothwendig  q negativ,  — also  ist  jeder  ebene  Zylindersehnitt 
eine  EUipse. 

1Y9.  Das  Prismoid.  Wird  ein  prismatischer  Raum  durch  irgend 
zwei  ebene  Schnitte  begrenzt,  so  heisst  der  entstehende  Körper 
Prismoid.  Ein  dreiseitiges  Prismoid  lässt  sich  durch  zu  den 


Digitized  by  Google 


I 


236 


— Das  Vlcrflach  und  Vielflach.  — 


pftrallelen  Kanten  senkrechte  Schnitte  (Querschnitte)  in  ein  Prisma 
und  zwei  Pyramiden  zerlegen,  und  ist  daher  (175,  177)  gleich 
Querschnitt  mal  Mittel  der  parallelen  Kanten. 

Der  Inhalt  eines  mehrseitigen  Prismoids  kann  offhnhar  gefunden  werden, 
indem  man  dasselbe  durch  Diagonalebencn  in  dreiseitige  Frismoidc  zerlegt 


180.  Der  Obelisk.  Nennt  man  ein  Viclflach  mit  zwei  parallelen 
Grundflächen , dessen  Seitenflächen  Trapeze  oder  Dreiecke  sind, 
Obelisk,  so  lässt  sich  ein  Obelisk,  indem  man  alle  seine  Ecken 
mit  einem  Puncte  des  in  halber  Höhe  geführten  Querschnittes  ver- 
bindet, nach  dem  Vorgänge  von  Steiner  in  zwei  auf  den  Grund- 
flächen stehende  Pyramiden  und  eine  Reihe  von  Trapez-Pyramiden, 
deren  Hauptschnitte  den  Querschnitt  bilden,  Zerfällen,  so  dass  der 
Obelisk  (175)  ein  Sechstel  eines  Prisma’s  von  gleicher  Höhe  ist, 
dessen  Grundfläche  aus  den  beiden  Grundflächen  (F,  f)  und  dem 
vierfachen  Querschnitte  (q)  besteht  Ist  (wie  bei  dem  abgekürzten 
Tetraeder)  F oc  q c«o  f,  so  wird  (107) 

^ und  V=-^(f-4-VFf -+-F)  1 

und  sind  endlich  F und  f Kreise  der  Radien  R und  r,  so  ist 

h n 


q=^(ri  + 2Rr  + R'^) 


und 


V = -V  (r*-|-Rr-4-R2)  3 


zu  setzen. 


Mit  welch’ 


einfachen  Mitteln  Steiner  Schwierigkeiten  zu  flberwinden 
wusste,  zeigt  der  eben  mitgetheiite  Beweis  des  scheinbar 
sehr  complicirten , meines  Wissens  zuerst  in  der  Schrift 
„Keppe.  Ein  neuer  Lehrsatz  der  Stereometrie.  Essen 
1843  in  8.“  gegebenen  Satzes  vom  Obelisken.  — Wenn 
FcoqcNof,  so  hat  man  naeh  107,  wenn  a und  b homo- 
loge Beiten  von  F und  f sind, 

yr  : yT  = b:a 


und  somit 


1^ 


a-j-b  _ 


= Vf  : Vq 


VT  -4-  /y  _ 

8 ■ 2 

woraus  der  obige  Werth  von  q für  das  abgekOrzte  Tetraeder  hervorgeht, 
und  damit  die  mit  174  : 2 übereinstimmende  Formel  1,  aus  der  2 ohne 
Schwierigkeit  folgt 


XVIII.  Du  centrüche  Vielflach  und  die  Kogel. 

181.  Der  Enler'sche  Sätz.  Bezeichnet  k die  Anzahl  der  Kanten 
eines  Polyeders , f„  die  Anzahl  der  unter  seinen  Flächen  vor- 
kommenden n-Ecke  und  e„  die  Anzahl  seiner  n- kantigen  Ecken, 


Digitized  by  Google 


— Das  centrische  Vielflach  und  die  Kugel.  — 


237 


so  ist  oflFenbar 

3 — |-  4 “l“  5 • = 2 k — 3 Cj  — i~  4 — f~  5 ...  1 

Ein  Polyeder,  das  von  keiner  seiner  Flächen  geschnitten  wird,  oder 
das  man  auf  jede  seiner  Flächen  legen  kann,  dessen  Flächen  also 
sämmtlich  der  Form  (0,1)  angehüren,  heisst  convex*  Denkt  man 
sich  ein  solches  Polyeder  von  k Kanten  und  e Ecken , dessen 
f Flächen  die  Seitenzahlen  m,  n,...  haben,  auf  eine  Ebene  pro- 
jicirt,  so  werden  die  Projectionen  gewisser  Kanten  eine  Contour 
von  e'  Ecken  bilden , zwischen  welcher  zwei  Netze  von  Vielecken 
(ein  oberes  mit  e"  innern  Ecken  und  ein  unteres  mit  e'“  innem 
Ecken)  liegen.  Die  Summe  aller  Kantenwinkel  des  Polyeders  ist 
nun  (80) 

2(m  — 2)R-f2(n  — 2)R  + ...  = 4(k  — f)R 
die  der  sämmtlichen  Winkel  der  Projection  aber 

[2  (e'  — 2)  R + 4e"  R]  -f-  [2  (e'  — 2)  R + 4e'"  R]  = 4 (e-^2)  R 
und.  diese  beiden  Summen  müssen  gleich  sein,  da  jedes  n-Eck  des 
Polyeders  auch  in  der  Projection  als  n-Eck  erscheint.  Man  hat 
daher 

k — f = e — 2 oder  e + f = k-f-2  2 

d.  h.  den  sog.  Euler’schen  Satz.  — Für  ein  Polyeder,  in  welchem 
alle  Flächen  x-seitig,  alle  Ecken  aber  y- kantig  sind,  hat  man  nach 
1 und  2 

x.f=2k  = y.e  e-|-f=k-l-2 

woraus 

,2xy,4y  4x  n/,^  „ 

k = — f = — — e = wo  m = 2 (x  + y)  — x y 3 

m m m 

folgen.  Da  jede  Fläche  mindestens  dreiseitig  und  jede  Ecke  minde- 
stens dreikantig  sein  muss,  so  kann  man  x = 3-|-«  und  y = 3-[-/9 
setzen,  wofür 

m = 3 — (a-f-/9)  — a/9  4 

wird.  Da  nur  solche  Werthe  von  o,  /?,  m zulässig  sind,  welche 
für  X,  y,  k,  f,  e ganze  und  positive  Werthe  ergeben,  so  können 
nur  folgende  der  obigen  Bedingung  genügende  Polyeder  cxistiren: 
Tetraeder,  Octaeder  und  Ikosaeder  aus  Dreiecken,  Hexaeder  aus 
Vierecken  und  Dodekaeder  aus  Fünfecken. 


Da  nach  den  im  Texte  abgclcitolen  Beziehungen 


3k 


3k 


so  folgt  sofort  nach  3 

liL+UL  = w + 8 


oder 


k = 


3xy  

*2x-f2y  — xy 
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oder  8.  — Nach  3 und  4 erhUt  man  folgende  zusammengehörige  Werthe  i 


a 

ß 

m 

X 

y 

k 

f 

e 

0 

0 

8 

3 

3 

6 

4 

4 

Tetraeder 

0 

1 

2 

8 

4 

12 

8 

6 

Octaeder 

0 

2 

1 

8 

5 

80 

20 

12 

Icosaeder 

0 

8 

0 

3 

6 

oo 

oo 

OO 

1 

0 

2 

4 

3 

13  ! 

6 

8 

Hexaeder 

1 

1 

0 

4 

4 

oo 

oo 

oo 

2 

0 

1 

ö 

3 

30 

12 

20 

Dodacaeder 

8 

0 

0 

6 

3 

OO 

OO 

oo 

und  es  geht  hieraus  einerseits  die  Richtigkeit  der  am  Schlüsse  des  Textes 
aufigestellten  Behauptungen  hervor,  und  anderseits  zeigt  sich,  dass  man  eine 
Ebene  auf  drei  Arten  mit  regelmössigen  Figuren  ausföllen  oder  auf  drei  Arten 
zu  dem  regelmlssigen  Unendlichflach  (der  Kugel)  Ubergeben  kann.  — Der 
obige  schöne,  allerdings  von  Anton  Mfiller  (Seckenheim  1780  — ZOrich  1860; 
Professor  der  Mathematik  in  Heidelberg  und  ZOrich , somie  Erfinder  der 
Oaneben-Polygone) , ln  seinem  Scbriftchen  „Zur  Polyedrometrie.  Heidelberg 
1837  in  8.“  als  „windig  und  werthlos“  bezeichnete  Beweis  des,  nach  den  1860 
von  Foneber  pnblicirten  „Oeuvres  Inödltes  de  Deseartes  (Vol.  2,  pag.  214)“ 
schon  diesem  Utem  Geometer  bekannten , aber  erst  1752  durch  Euler 
(s.  Nov.  Comment  Petrop.  4)  öfTentlich  ausgesprochenen  'und  so  anch  nach 
ihm  benannten  Satzes  rUhrt  von  Steiuer  (s.  Grelle  1)  her. 


\%%m  Die  regelmiisigeil  Polyeder.  Ein  Vielflach  kann  nach  den 
Ecken,  Kanten  oder  Seiten  centrisch  sein.  Ist  es  centrisch  nach 
den  Ecken,  so  ist  (156)  auch  jede  seiner  Flächen  centrisch  nach 
den  Ecken;  ist  es  centrisch  nach  den  Kanten,  so  ist  (158)  jede 
seiner  Flächen  centrisch  nach  den  Seiten;  ist  es  centrisch  nach  den 
Seiten,  so  stehen  (158,  91)  die  Projectionen  seines  Centrams  auf 
zwei  Nebenseiten  von  der  Kante  dieser  Seiten  gleich  weit  ab,  und 
jede  durch  den  Mittelpunct  und  eine  Kante  gelegte  Ebene  halbirt 
(159)  den  Vielflachwinkel  an  dieser  Kante,  während  (175)  der  Inhalt 
gleich  ein  Drittel  des  Productes  aus  Oberfläche  und  Apothema  ist 
Wenn  endlich,  was  aber  nach  181  nur  bei  fünf  Vielflachen  möglich, 
derselbe  Punct  in  allen  drei  Beziehungen  Centrum,  oder  das  Viel- 
flach renlrlacb  ist,  so  hat  es  gleiche  Kanten,  Seiten  und  Winkel, 
oder  ist  regeliiiSaslf.  — Sind  (s.  Fig.)  b d = 2 s und  g Kante 
und  Centrum  eines  centrischen  Körpers,  e und  f die  Mittelpuncte 
der  an  bd  stossenden  n-Ecke,  m die  Anzahl  der  an  einer  Ecke 
zusammen treS'enden  Flächen,  so  hat  man  (159,  169) 

„ „ 180  p.  180  - 

Cos  9P  = Ctg  — . Ctg  — 1 


180  „.  w „ 180  180 

a = — « öin  -K"  Cos : oin « 
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und 


A-ct.Tg|--..Clgif  .Tg|- 

. „ w 180  „ w 

a = A . Cosec  = s . Ctg . Sec  -jp 

2 ° n 2 

r = A.Secy  = 8.Tg^.Tg^ 


S 

S 

4 


wo  A das  Apothema  der  Seiten,  a dasjenige  der  Kanten,  und  r 
den  Radius  bezeichnet. 


Den  Namen  VleiSaeh  (n-Flach)  statt  Polyeder  au  gebrauchen,  schlug 
ich  vor  vielen  Jahren  vor,  und  pnblicirte  dann  etwas 
spiter  eine  Note  „lieber  das  centrische  Vielflacb 
(Bern.  Mittb.  1847,  pag.  93—94}“,  in  der  die  meisten 
der  oben  aufgeführten  Qrundeigenscbaften  dieser  merk- 
wQrdigen  Körper  ausgesprochen  wurden.  — Dreht  man 
die  Ebene  f b g um  b g , bis  sie  mit  dbg,  e b g , etc. 
und  zuletzt  wieder  mit  fgb  zusammenflUlt,  so  ist  die 
Summe  aller  2 m hicfOr  nötbigen  gleichen  Einzel-Drebungen  86Ü  ° , also  z.  B . 

bgd  = 180® : m,  wahrend  ^bfgc  = o und  /^bcgf=90*  ist  Wendet 
man  daher  auf  das  Raumdreieck  g — bcf  die  Formeln  169:3',  9"  an, .so 
erhalt  man  ohne  weiteres  die  Formeln  1 , mit  deren  Hülfe  2 — 4 ohne 
Schwierigkeit  erhalten  werden.  Setzt  man  2 e =:  1 , so  erhalt  man  nach  diesen 
Formeln  für  das 


m 

n 

w 

A 

a 

r 

Tetraeder 

3 

3 

70»3i'44" 

70«  31 '44" 

0,204124 

0,353553 

0,612372 

Octaeder 

4 

3 

109  28  10 

54  44  8 

0,408248 

0,500000 

0,707107 

Icoaaeder 

5 

3 

138  11  23 

37  22  38 

0,765761 

0,809016 

0,951056 

Hexaeder 

8 

4 

90  0 0 

54  44  8 

0,500000 

0,707107 

0,866025 

Dodecaeder  | 

3 

6 

116  88  64 

37  22  38 

1,118616 

1,809017 

1,401268 

wo  A den  Radius  der  eingeschriebenen,  r deigenigen  der  nmgeschriebenen 
Kugel  darstellt 


18S.  Die  Kngel.  Der  räumliche  Ort  eines  Pnnctes,  der  von 
einem  bestimmten  Puncte  (Centrum)  einen  unveränderlichen  Abstand 
(Radius)  hat,  heisst  KngelflSche«  — der  von  der  Kugelfläche 
begrenzte , gewissennassen  ein  regelmässiges  Unendlichfliudi  dar- 
stellende Körper  Kogel«  — Steht  eine  Ebene  von  dem  Kugel- 
centnun  um  den  Radius  ab,  so  hat  sie  (156)  nur  Einen  Pnnct  mit 
der  Kugel  gemein,  und  heisst  (aiigirend  in  diesem  Puncte.  Ist 
der  Abstand  der  Ebene  kleiner,  so  schneidet  sie  die  Kugelfläche 
(156)  in  einer  Kreislime,  deren  Centrum  mit  der  Projection  des 
Kugelcentrums  auf  die  Schnittebene  zusammenfällt , und  deren 
Radius  um  so  grösser  ist,  je  mehr  sich  der  Schnitt  dem  Kugel- 
centrum  nähert  Schmtten  durch  das  Centium  entsprechen  grösste 
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— Du  centrUche  Vlclfl»ch  nnd  die  Kugel.  — 


Kreise;  sie  heissen  Haaptkrelse»  and  halbiren  sich  in  Folge  eines 
gemeinschaftlichen  Durchmessers  gegenseitig. 

Specicll  fUr  die  Lebre  von  der  Kugel  ist  z.  B.  ^Christoph  Gndermann 
(Winneburg  bei  Hildezhelm  1798  — MOneter  1852;  Professor  der  Hstbematik  zu 
Münster),  Lehrbuch  der  niedern  Sph&rik.  Münster  1835  in  8.“  zu  vergleichen. 

184«  Pol  und  PolorkreM.  Die  Endpuncte  des  zu  einem  Kugel- 
kreise  senkrechten  Kugeldurchmcssers  stehen  (156)  von  allen  Punc- 
ten  desselben  gleich  weit,  bei  einem  Hauptkreise  um  90®  ab;  sie 
iieissen  Pole  des  Kreises,  — die  Kreise  von  gemeinschaftlichen 
Polen  Parallelkreise  y — der  zu  ihnen  gehörende  Hauptkrcis 
Polarkreis  (Equator).  — Steht  ein  Punct  der  Eugelääche  von 
zwei  andern  Puncten  derselben  um  90®  ab,  so  ist  er  (156)  Pol  des 
sie  verbindenden  Hauptkreisbogens , und  umgekehrt  misst  dieser 
(159)  den  Winkel  am  Pole. 

Diese  Sätze , welche  wohl  keiner  einlässlichem  Beweise  bedürfen , enU 
halten  die  Bauptgmndi&gen  für  dlrccte  Constructionen  auf  der  Kugelfläche. 


184«  Die  Gnldin'sche  Regel.  Dreht  sich  eine  Ebene  um  eine 

ihrer  Geraden  als  Axe,  so  beschreibt  jede  in  der  Ebene  liegende 

Gerade  1 (s.  Fig.  1 und  176)  eine  Fläche 

„ 2R«(l-+-x)  2riTX  ,T>  1 M OJ  1 o a 

F = ^ 2 — - = n(R-t-r)l  = 2d«.l  = 2a«.p  1 

Bilden  die  Geraden  Ij  Ij  Ij  • • ■ eine  ebene  gebrochene  Linie , und 
bezeichnen  gigsgj--.  die  Abstände  ihrer  einzelnen  Schwerpuncte 
von  einer  in  der  Ebene  liegenden  Drehaxe,  g aber  den  Abstand 
des  Schwerpnnctes  der  ganzen  Linie  von  derselben  Axe,  so  entsteht 
somit  (133)  die  Rotationsfläche 

F = 2n£\g  = 2ng£\  * 

d.  h.  man  erhält,  wenn  die  gebrochene  Linie  in  eine  Curve  über- 
geht, die  sog.  Gnldin’sche  Regel:  Die  von  einer,  um  eine  Axe  ihrer 
Ebene  rotirenden  Curve  beschriebene  Fläche  ist  gleich  der  Länge 
der  Curve  mnltiplicirt  mit  dem  Wege  ihres  Schwerpnnctes.  — Be- 
zeichnen (xj  Ji) , (xj  jf)  und  (X3  73)  die  Coordinaten  der  auf  eine 
Drehaxe  ihrer  Ebene  bezogenen  Ecken  eines  Dreieckes  der  Fläche 
F,  G den  Abstand  des  Schwerpnnctes  von  der  Drehaxe,  und  V 
das  von  dem  Dreiecke  bei  einer  Rotation  beschriebene  Volumen, 
so  hat  man  (132,  133,  180) 

F — 71  (^s— ^2)  + 72  (^1— X3)  + ya  (7^2— Xi)  „ yi+Js  + ys  • 

9 ) Q • 


V = 


' (yi*  + ys*  + yi  yj)  (^3  — xi)  ■+ 

3 + (ys*  -f  ys*  -t-  ya  Yt)  (xz — X,)  — 

(yi*+y2*-f-yiyz)  (xj  — x,)  _ 


2G«.F 


4 
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d.  h.  das  Volumen  ist  gleich  der  beschreibenden  Fläche  multiplicirt 
mit  dem  Wege  ihres  Schwerpunctes,  — ein  Satz,  der  sich  leicht  auf 
jede  rotirende  Figur  ausdehnen  lässt. 


Eliminirt  man  mit  IlDIfe  der  Proportionen 

x;l  = r:R  — r x-}-l:l  = R:R  — r 

X und  x-[~l  ans  dem  ersten  Ausdrucke  1,  so  erbftit  man  sofort  den  zweiten; 

entspricht  ferner  d der  Mitte  von  1 nnd  lat  a J_  1,  so 
hat  man 

R + r 


d : a = p : 1 


Verwendnng  findet  — 


und  damit  die  zwei  folgenden  AnsdrQcke,  aus  deren 
Ersterm  2 leicht  folgt,  wahrend  der  Letztere  In  186 
Die  Formeln  8 sind  unmittelbar  132 ; 6 und  138  ent- 
nommen ; die  erste  Formel  4 aber  sagt,  ln  Anwendung 
von  180:2,  dass  das  von  F beschriebene  Volumen 
erhalten  werde,  wenn  man  von  der  Somme  der  durch 
y,  y,  nnd  y,  y,  gebildeten  abgekürzten  Kegel  den  von 
y,  y,  gebildeten  wegnehme,  — und  die  zweite  Formel 
4 geht  aus  der  ersten  mit  HtUfe  von  3 durch  einfache 
Umsetzung  hervor.  — Guldlo,  nach  dem  die  oben 
anagesprochene , Obrigens  schon  in  den  Sammlungen  von  Pappuz  vor- 
kommende Doppelregel  für  Rotationsflächen  und  Rotationskörper  gewöhnlich 
benannt  wird,  publicirte  dieselbe  in  seinem  geschätzten  Werke  „De  centro 
gravitatis  libri  IV.  Vienne  1635  — 1640  in  4.“ 


X«  Xj  X» 


186.  Kagelobcrfliche,  Zone  and  HOndchen.  Dreht  sich  ein  Stück 
eines  centrischen  Vielecks  um  eine  durch  den  Mittelpunct  gehende 
Gerade  seinef  Ebene,  so  ist  (185)  die  beschriebene  Fläche  gleich 
dem  Producte  der  Projection  des  beschreibenden  Zuges  auf  die 
Drehaxe  in  den  Umfang  eines  Kreises , dessen  Radius  gleich  dem 
Apothema  des  Vielecks  ist.  — Nennt  man  somit  einen  zwischen 
zwei  Parallelkreisen  enthaltenen  Theil  der  Kugelfiäche  Kugeizone, 
so  ist  die  Fläche  einer  Kugelzone  gleich  dem  Producte  aus  der 
Peripherie  eines  Hauptkreises  in  die  Höhe  der  Zone.  — Setzt  man 
die  Höhe  der  Zone  gleich  2 r,  so  ergibt  sich  für  die  ganze  Kugcl- 
oberfläche  4 r* «.  — Die  Fläche  eines  von  zwei  Hauptkreisen  be- 
grenzten Theiles  der  Kugeloberfläche , eines  sog.  ]II8ndclien’8y 
verhält  sich  (184)  zur  Kugeloberfläche  wie  sein  Winkel  zur  Um- 
drehung. 

Unter  Höhe  der  Zone  Ist  der  Abstand  der  Ebenen  der  Parallclkrelse  zu 
verstehen,  — nicht  etwa  das  zwischen  den  Parallelkreisen  liegende  BtOek 
eines  durch  ihre  Pole  geführten  Hanptkreises. 


18T.  Kagelinhalt,  ibschllitt  nnd  Ansschnitt.  Der  Inhalt  einer 
Kugel  des  Radius  r ist  (182,  186)  gleich  -^-r*«.  Haben  somit  ein 
Zylinder,  ein  Kegel  und  eine  Kugel  2 r zu  Höhe  und  Durchmesser, 

Wolf»  HMulbaob.  L 16 
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BO  ist,  wie  schon  Archimcdes  lehrte,  der  erstere  gleich  der  Summe 
der  beiden  letztem.  — Bezeichnet  h die  Höhe  eines  Kugelabschnittes, 
J seinen  Inhalt,  und  V den  Inhalt  des  entsprechenden  Kngelaus- 
scluiittcs,  so  ist  (186,  182,  176) 

V = 2rnh.—  = -|-r*nh  1 

J = V — [r^  — (r-h)*]  ’^An^hiCr  — y)«  S 

und  der  Inhalt  eines  zwischen  zwei  Parallelkreisen  enthaltenen 
Kugelstückes  lässt  sich  als  Differenz  zweier  Kugelabschnitte  dar- 
stellen. 

Die  Formeln  1 und  2 bcdnrten  wobl  keiner  weitern  Ableitung;  dagegen 
mag  noch  gezeigt  werden,  dass  der  von  Arehimedes 
gefundene  und  auf  seinem  Grabsteine  abgebildete 
Satz  auch  direct  bewiesen  werden  kann:  Ist  nämlich 
a d II  o r,  so  hat  man 

a d*  = 0 c*  = 0 a*  -p  a c*  a b*  -b  a c* 

also  auch 

a d’ . n = ab* . n -f-  ac* . » 

Hat  daher  um  oe  eine  Umdrehung  statt,  so  ist  der 
von  irgend  einem  a d beschriebene  Kreis  genau  so 
gross  als  die  Summe  der  von  den  entsprechenden  a b und  a c beschriebenen 
Kreise,  — also  auch  der  von  allen  ad,  d.  b.  von  oegf,  beschriebene 
Zylinder  gleich  dem  von  o e g beschriebenen  Kegel  mehr  der  durch  o e c f 
beschriebenen  Halbkugel,  woraus  durch  Verdopplung  der  Archimedische  Sats 
hervorgebt.  Bezeichnet  man  daher  mit  x den  Inhalt  und  mit  y die  Oberfläche 
der  Kugel,  so  hat  man  nach  176,  178  und  182 

X =:  r*  n . 2 r — r*  n . 2 r : 8 = % r*  a 
x=7,  y.r  oder  y = 3x:r  = är*« 
so  dass  man  auf  diese  Weise  Inhalt  und  Oberfläehe  der  Kugel  berechnen 
kann,  ohne  sich  auf  185  — 186  zu  stützen. 

188»  Das  Kageldreieck.  Verbindet  man  drei  Puncte  der  Kugel- 
fläclie  tlieils  mit  dem  Mittel  puncte,  theils  paarweise  durch  Haupt- 
kreisc,  so  entstehen  gleichzeitig  ein  Dreikant  und  ein  sog.  Kugel- 
drcicck  oder  8|ili8rl8Che8  Dreieck,  deren  Seiten  und  Winkel 
gleiches  Maass  haben.  Es  gehen  somit  die  Elemente  des  Kugel- 
dreiecks alle  für  das  Dreikant  ausgesprochenen  Beziehungen  ein; 
sind  jedoch  seine  Seiten  a,  b,  c in  Länge  gegeben,  so  hat  man 
(vergl.  189)  sie  vor  Einführung  in  die  Formeln  auf  Winkel  zu 
reduciren.  — Die  den  drei  Winkeln  A,  B,  C eines  sphärischen 
Dreiecks  der  Fläche  F entsprechenden  Möndchen  übertreffen,  da 
Kugelgegendreiccke  (wie  ABO  und  DEG,  s.  Fig.)  offenbar  gleiche 
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Fläche  haben,  die  halbe  Kugel  um  2 F,  d.  h.  man  hat  (186) 

4 2 

^ ^ / A » T>  I 


2r2«  + 2F  = 


(A  + B -f  C) 


oder,  wenn  e den  halben  Excess  bezeichnet. 


2 . e»  „ 

K — r*  Ä " 

180 


2 . e"  . r*  . Sin  1". 


Dass  Kugelgegendreiecke  gleiche  Seiten  und  gleiche  Winkel  haben,  ist 
kaum  nötbig  zu  beweisen , — für  ihre  Qleicbh|it  dagegen  mag  folgender 
Beweis  mitgetheilt  werden , welchen  Legendre  ohne 
nähere  Bezeichnung  der  Quelle  in  seine  Geometrie  auf- 
/ \ genommen  hat:  Zieht  man  einen  Durchmesser  PP‘,  der 
MC\o'  \ ^ senkrecht  zu  der  Ebene  der  drei  Puncte  A,  B,  C steht, 

''Vy  und  sie  z.  B.  in  Q schneidet,  so  steht  Q nach  156  von 
A,  B,  C gleich  weit  ab,  also  sind  auch  die  BogenabsUnde 
P A = PB  = PC  = P'D  = P'E  = P'G  j da  sich  nun  jede 
zwei  gleiobschenkligen  sphärisehen  Gegendreiecke  ofTenbar  zur  Deckung  bringen 
lassen,  also  gleich  sind,  so  hat  man 

ABC  = APB  + BPC-j-CPA  = DP‘E  + EP'G  + GP'D  = DEO 
w.  z.  b.  w. 


1S9.  Der  Legendre'tche  Satz.  Sind  die  Seiten  a,  b,  c eines 
Kugeldreieckes  in  Länge  ausgedrückt  (188),  und  im  Verhältnisse 
zum  Radius  r so  klein,  dass  man  die  fünften  und  hohem  Potenzen 
dieser  Verhältnisse  vernachlässigen  darf,  so  erhält  man  (160,  50) 
p,  . b2  + c2^a*  , a*  + b*-|-c*  — 2(a2b'^-f a2c2-|-b2c2)  . 
2b^ 24b^^l^“ ' 

Bezeichnet  man  daher  die  Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  der  Seiten 
a,  b,  c mit  A',  B',  C'  und  setzt  angenähert  seine  Fläche  f der 
Fläche  des  sphärischen  Dreieckes  gleich,  so  hat  man  (104:6; 
105:2;  188) 

Cos  A = Cos  A' V = Cos  A' Sin  A' . Sin  1"  9 

24  b c r'*  3 

Setzt  man  A = A'  + x,  so  wird  für  ein  kleines  x 

Cos  A = Cos  A'  — X Sin  A' . Sin  1"  oder  x = 
und  man  hat  daher  die  Beziehung 


in  welcher  der  sog.  Legendre’sche  Satz  besteht,  nach  welchem  somit 
ein  kleines  sphärisches  Dreieck,  nachdem  man  von  jedem  Winkel 
Vs  des  Excesses  abgezogen  hat,  wie  ein  ebenes  Dreieck  behandelt 
werden  kann. 

16* 
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Zunächst  hat  man  nach  160  : 4 und  50 : 0 
Co«  A = 


Cos  — — Cos  ~ . Cos  — 


c-  CJ-  ® 

Sin  — . Sin  — 
r r 


2 r»  ^24  ^ 2 r«  ^ 24  r‘ / V 2 r«  ^ 24  rV 

/ b b’  \ / c c*  \ 

\r  6r*/\r  Ur*/ 


b*  + c*  — a*  . a*  — l>*  - 


■ Ob«c» 


b c i 

L b«  + c‘'| 

i 

r«  ' 

6r*  J 

1 

(b«  -I-  c*\ 

— ÖT*  / 

multipHcirt,  dabei  wieder  die  fünften  und  hohem  Potenzen  wegwerfend.  Da 
nun  nach  104 : 6 ; lOO  : 2 und  188 

b*  + c»  — a«  , o.  2[a‘h»4-b‘e‘  + c*a«  — (a‘  + b*  + c*)] 

also  gin’A'—  — 


Cos  A' 


2bo 


b c Sin  A' 


: 2er*  Sin  1"  also 


4b*c' 

4b’c’Sin’A'  2eSinA'8iul" 

24  b e r»  ~ 3 


BO  geht  aus  1 sofort  2 hervor,  woraus  sodann  3 ohne  Schwierigkeit  folgt.  — 
Legeodre  gab  seinen  Satz  zuerst  1787  in  der  378  citirten  Schrift,  und 
Baeyer  theilt  in  der  ebendaselbst  erw&hnten  Schrift  mit,  dass  Friedrich  Wilhelm 
Besael  (Minden  1784  — Königsberg  1846;  erst  Handelslehrling,  dann  In- 
spector  der  Schröter’schen  Sternwarte  zu  Lilienthal,  zuletzt  Professor  der 
Astronomie  und  Director  der  Sternwarte  zu  Königsberg;  vergl.  Enckc,  Ge- 
dOebtnissrede  auf  Bessel,  Berlin  1846  ln  4.,  — Dur6ge,  Bessel’s  Leben  und 
Wirken,  Zürich  18dl  in  8.)  3 durch  die  genauere  Formel 

A‘  = A--|?--i^y-^[2CtgA'-CtgB'-ClgC']  4 

ersetzt  habe;  jedoch  gebe  das  neue  Corrcctionsglied  noch  nicht  0",01  ans, 
wenn  die  Seiten  nicht  Ober  23  Meilen  betragen.  — Sind  die  Seiten  eines 
Kugeldreieckes  so  klein,  dass  schon  die  dritten  Potenzen  vernarhlisslgt  werden 
dürfen,  so  reduciren  sich,  wie  sehr  leicht  nachgewiesen  werden  kann,  die 
Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  unmittelbar  .auf  diejenigen  der  ebenen 
Trigonometrie.  Weniger  bekannt  scheint  es  zu  sein,  dass  sich  160:2  auch 
strenge  auf  eine  104:4  entsprechende  Form  bringen  lässt,  indem  aus  160:2 
Sin'c  = V,  (1  — Cos  c)  = Y,  [1 — Cos  a Cos  b — Sin  aSin  b Cos  C] 

= Y,  [1  — (Co8*o  — Sln’a)  (Cos’b  — Sin*b)  — 4SinoCos  nSinbCosbCosC] 
=:  (Sin  a Cos  b)’  + (Cos  a Sin  b)*  — 2 (Sin  a Cos  b)  (Cos  a Sin  b)  Cos  C C 
folgt,  — eine  Beziehung,  welche  Oberdiess  in  160  gute  Dienste  leisten  wird. 


190.  Weitere  Sitze.  Im  sphärischen  Dreiecke  liegt  einer  gleichen 
oder  grössern  Seite  auch  ein  gleicher  oder  grösserer  Winkel  gegen- 
über, — und  umgekehrt.  — Die  Hauptkreise,  welche  die  Seiten 
eines  sphärischen  Dreiecks  normal  halbircn,  oder  welche  durch  die 
Ecken  normal  zu  den  Gegenseiten  gezogen  werden , oder  welche 
seine  Winkel  halbircn,  schneiden  sich  je  in  Einem  Poncte,  dem 
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Centrum  der  Ecken,  dem  Höhenpuncte  und  dem  Centrum  der  Seiten. 

— Jede  sphärische  Transversale  schneidet  die  Seiten  eines  sphäri- 
schen Dreieckes  oder  ihre  Verlängerungen  so,  dass  die  Producte 
der  Sinus  der  nicht  an  einander  liegenden  Abschnitte  gleich  werden. 

— Die  Spitzen  aller  sphärischen  Dreiecke,  welche  eine  gemein- 
schaftliche Basis  nnd  gleiche  Winkclsumme  oder  Fläche  haben, 
liegen  auf  einem  durch  die  Qegenpuncte  der  Basisenden  gehenden, 
dem  sog.  Lexell’scben  Kreise. 


Die  Erateren  der  Im  Texte  ausgesproebenen  Sitze  laaeen  sich  z.  6.  mit 
Hülfe  der  trigoDOmetriseben  Bczichuugen  iciebt  erwelaen,  — die  Zweiten 
durch  Uebertrag  der  entspreebenden  Sitze  am  ebenen  Dreiecke  mit  Benutzung 
des  leicbt  zu  erhaltenden  Satzes,  dass  in  einem  gicichechenkiigcn  Dreiecke 
jede  durch  die  Spitze  gezogene  Gerade  die  Basis  und  den  Winkel  an  der 
Spitze  so  theilt,  dass  die  Abschnitte  der  BmU  sich  wie  die  Sinus  der  Winkel- 

Tbcile  verhalten.  So  z.  B.  erhllt  man  nach 
dem  eben  erwlhnten  HDlfssatze  die  Propor- 
tionen 

a d' : d'  b = Sin  a d : Bin  d b 
b e'  : e'  c = Sin  b e : Sin  e c 
cf':  f'  a = Sin  o I : Sin  fa 
also  durch  Multiplication 

a d' . b e' . c f'  Sin  a d . Bin  b e . Sin  c f 

d'  b . e'  0 . f'  a Sin  d b . Sin  e c . Bin  f a 


b 


Da  nun  nach  109  dM  erstere  Verhlltniss  gleich  der  Einheit  ist,  so  muss 
auch  dM  zweite  gleich  derselben  sein,  oder  also  der  im  Texte  ausgesprochene 
Transversalensatz  bestehen.  — Um  ferner  den  von  Lexell  in  seiner  Abhand- 
lung „Solutio  problematis  gcometrici  ex  doctrina  Bphsericornm  (Nova  Acta 

Petrop.  5)“  mitgethcilten  und  seither  nach  ihm 
benannten  Satz  nachzuweisen,  mag  folgendes, 
Lejgendre  (Gdomi'trie,  6 ed.,  pag.  321}  nach- 
gebildetes Verfahren  angewandt  werden:  Be- 
zeichnet P den  Pol  der  Seite  AB,  so  dass 
P E den  Bogen  A B unter  rechtem  Winkel 
halbirt,  und  PCD  in  D seine  Vcrl&ngerung 
ebenfalls  tmter  rechtem  Winkel  trifft,  so  hat 
man  nach  160 

Cos  a =:  Cos  q . Cos  (p  — c) 

Cos  b = Cos  q . Cos  (p  -j-  c) 

Sin  q = Sin  a . Sin  B 

und  daher  nach  167  : 6 


Ctge 


1 -p  Cos  a -p  Cos  b -p  Cos  c 

Sin  a . Sin  b . Sin  C 

1 -p  Cos  q . Cos  Cp  — c)  -p  Cos  q . Cos  (p  -p  c)  -p  2 Cos’  c — 1 
Sin  a . Sin  c . Sin  B 

Cos  q . Cos  p -p  Cos  c 
Sin  q . Sin  c 


I 
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Iflt  aber  K ein  Punct  auf  EP,  der  von  P und  C die  Distanzen  x und  y hat, 
so  ergibt  sich  nach  160:2  mit  Hülfe  von  1 

Coa  y SS  8ln  q • Cos  x — Cos  q « 8in  x . Cos  p ~ 

= Sin  q . Cos  x — Sin  x (Ctg  e . Sin  q . Sin  c — Cos  c) 

= Sin  X . Cos  c + Sin  q (Cos  x — Sin  x , Ctg  e . Sin  c) 
und  bestimmt  man  daher  x durch 

Ctg  x^  Ctg  e.  Sine  so  wird  Cos  y =z  Sin  x . Cos  c • 

Es  sind  daher  x und  y bei  gleicher  Basis  (c)  und  gleicher  (o  proportionaler) 
Fliehe  unveränderlich,  und  wenn  man  daher  von  K aus  mit  y einen  Kreis 
FO  beschreibt,  so  haben  alle  Dreiecke  der  Basis  AB,  deren  Spitzen  auf 
diesem  Kreise  liegen,  gleiche  Fläche,  — und  dieser  Kreis  gebt  auch  durch 
die  Oegenpuncte  A*  und  B'  von  A und  B,  da  Cos  z s Sin  x . Cos  c oder 

z =:  y ist.  Bezeichnet  r den  sphä.rischen 
Radius  des  Dreieckes  ABC,  so  hat  man 
nach  169 : 2 

Ctg  r =r  Ctg  6 . Cos  ip  = Ctg  c . Cos  (A  — 9)  3 
und  aus  Vergleichung  der  beiden  Werthe  er> 
hält  man 

. Cos  A _ 


Ctg  c . Sin  A 


oder  mit  Benutzung  von  189  : 5 
1 


Cos  f ~ 


Ctg  c . Bin  A 


yT+Tg‘9  V^»b  + Ctg«c  — 2Ctgb.Ctgc.CosA 
Sin  6 . Cos  c . Sin  A 


Sin  0 

also  dnreh  Substitution  in  3 
Cigr  = 

womit  167:3  zu  vergleichen. 


Cos  b . Cos  c . Sin  A 


Sin  a 


XIX.  Die  ftoalytiscbe  Geometrie  im  Raome. 

191.  Die  RaamcoOTdinateD.  Die  Lage  eines  Punctes  m im 
Ranme  wird  (s.  Fig.)  analog  wie  in  der  Ebene  durch  rechtwinklige 
Coordinsten  (x,  y,  z),  von  denen  x noch  Ahscisse  nnd  y Ordinate, 
z aber  Appllcate  heissen  mag,  — oder  durch  den  Radius  Vector 
(r)  und  die  von  ihm  gebildeten  Winkel  (n,  ß,  y)  oder  (v,  w)  ge- 
geben, welche  durch  die  Beziehungen 

x = r . Cos  a y = r . Cos  ß z = r Cos  y 1 

= r . Cos  V . Cos  w = r Cos  v . Sin  w = r Sin  v S 

Cos*  a -I-  Cos*  ß -H  Cos*  y = 1 r*  = x*  -j-  y*  -f-  z*  3 

Zusammenhängen,  während  nach 

d = 1 (x,  — xj)*  -h  (y  1 — yzV  + (zt  — a 


!■ 


j 
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die  Distanz  zweier  Puncto  (xj  yj  Zj)  und  (xj  yj  Z2)  bereclinet 
werden  kann. 

Die  AufsteUusg  der  Formeln  1 — 4 bedarf  kaum  näherer  Erläuterung,  und 
• Uber  den  Nomen  Applicate  ist  das  Nöthige  schon  in  77  mitgetheilt  worden; 

dagegen  mögen  zur  Ergänzung  der  in  131  gegebenen 
Literatur  noch  folgende  speoiell  den  Raum  bo- 
schlsgende  Werke  angeffihrt  werden;  „Plfleker» 
System  der  Geometrie  des  Raumes  in  neuer  analy- 
tischer Behandlungsweise.  Düsseldorf  1846  in  4., 
und:  Neue  Geometrie  des  Raumes,  gegründet  auf 
die  Betrachtung  der  geraden  Linie  als  Raumelcment. 
Zwei  Abtheilungen.  Leipzig  1868  — 1800  in  4.,  — Leopold  IMosabrugger 
(Constanz  1790  — Aarau  1864;  Professor  der  Mathematik  zu  Aarau),  Ana- 
lytische Geometrie  des  Raumes.  Aarau  1840  in  4.,  — Heaae«  Vorlesungen 
Ober  die  analytische  Geometrie  des  Raumes.  Leipzig  1861  in  8,  — 0.  BÖUen> 
Analytische  Geometrie  des  Raumes.  Stuttgart  1861  in  8.,  — Saimoui  Treatise 
‘ on  the  analytical  Geometry  of  three  dimensions.  Dubliu  1862  in  8.  (Deutsch 
von  Fiedler,  Leipzig  1863  ln  8.),  — etc.“ 

19t.  Die  Transformation  der  Coordinaten.  Hat  man  (s.  Fig.  1) 
von  einem  Coordinatensysteme  X Y Z auf  ein  paralleles  Coordinaten- 
system  X'  Y'  Z'  überzugehen,  dessen  Anfangspunct  die  Coordinaten 
X Y Z hat,  so  ist  offenbar 

x'  = x — X y — 7 — Y z'— z — Z 1 

oder,  wenn  man  (191:2)  die  rechtwinkligen  Coordinaten  in  Polar- 
coordinaten  umsetzt,  wobei  n eine  willkürliche  Grösse  bezeichnen 
mag, 

r'  Cos  v'  Cos  (w' — n)  = r Cos  v Cos  (w — n)  — R Cos  V Cos  (W — n) 
r'  Cos  v‘  Sin  (w' — n)  = r Cos  v Sin  (w — n)  — R Cos  V Sin  (W — n)  t 
r'  Sin  v'  = r Sin  v — R Sin  V 

Haben  dagegen  die  beiden  Coordinatensysteme  gleichen  Anfangs- 
punct, aber  verschiedene  Richtung  der  Axen,  so  hat  man  (s.  Fig.  2), 
wenn  (p  und  tp  die  Winkel  der  X'  und  X mit  der  Knotenlinie  der 
Ebenen  X'  Y'  und  X Y sind , t und  s aber  die  Entfernungen  der 
' Fusspuncte  von  z'  und  z von  ebenderselben,  und  ö der  an  ihr 
liegende  Fl&chenwinkel,  einerseits 

x'  = uCqp-|-tSy  y'==uS<p  — tC(f  z'  = zCÖ  + 8SÖ  _ 

s=yCrp  — xSt^  t=zSö  — sCÖ  u = xCt/t-f-ySi^ 

und  bezeichnen  S|  b|  C| , aj  bj  Cj , a3  b3  C3  der  Reihe  nach  die  Cos. 
der  Winkel , welche  jede  der  Axen  X'  Y'  Z'  mit  den  Axen  X Y Z, 
oder  jede  der  Ebenen  Y'  Z',  X'  Z'  und  X'  Y'  mit  den  Ebenen  Y Z, 
X Z und  X Y bildet,  so  hat  man  (156)  anderseits 

X = a,  x'  H-  83  y'  -f-  63  z'  x'  = a,  X -1-  b,  y -f-  ci  z 

y=bix'-(-b2y'-|-b3z'  y'  = ajX-f-b3y-l-C2Z  4 

z = c,  x'  -I-  c,  y'  + cj  z'  z'  = 83  X H-  bj  y + C}  7, 
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Eliminirt  man  ans  den  Gleichungen  3 die  Hülfsgrössen  s,  t,  u,  und 
vergleicht  sodann  mit  4,  so  ergeben  sich 

&i  = C(pCy)-\-SffSipCO  = — C\f>SrpC6 

ajz=CV/S9>  — ff  CO  \ = S qi  -\-C  <p  Cyj  C 0 

83  = — Si/<SÖ  b,  = CV>SÖ 

ci  = S<pS0  cj  = — C^SÖ  Cj«=CÖ 

Setzt  man  aber  in  der  Gleichheit 

x2  -f-  y“i  -|-  + y'*  4-  Z*2 

für  xyz  oder  x' y'  z'  ihre  Werthe  aus  4 ein,  so  folgt,  dass 

1 = aj*  4-  83*  -f  33*  = bl*  4-  b3*  4-  bß*  = Ci*  4-  C3*  4-  C3*  _ 

= ai*  4-  bi*  4-  ci*  = 83*  + b2*  4-  cj*  = 83*  4-  b3*  4-  C3* 

0 = aibi  4~  83  b2  4"  83b3  = aiCi  4"  83  C2'f-  8303  = biCi  4~  b3  C3  4'b3C3  ^ 
= 8|  a2  4“bib2-|-  Ci  C3  — 81834-  bib3  4*  C1C3  = 82a3  + b3b3+  C3C3 
und  ebenso  lassen  sich  mit  Hülfe  von  5 die  Gleichheiten 

81  = 1)2  C3  — b3  C2  83  = b3  Ci  — bl  C3  83  = bl  C2  — b3  Ci 

bl  — C3  83  — C3  83  1)2  = C3  8i  — Ci  83  b3  = Ci  83  — 0381  8 

Ci  ==  83  b3  — ®3  b2  C2  = 83  bl  — 8i  b3  C3  = 81  b3  — 83  bl 

leicht  verificiren. 


Die  Anfatelinng  der  Formeln  1 und  2 bedarf  nach  Himareieung  auf  die 
Figur  kaum  einer  weitem  Erlkuterang,  und 
fllr  ihre  Verwendung  und  Umgestaltung  kann 
auf  387  und  415  verwiesen  werden.  — Auch 
die  Beziehungen  3 und  4 ergeben  eloh  ohne 
Schwierigkeit,  und  zwar  die  Erstem  aus  den 
beistebenden  Hfllfsflguren , die  Zweiten  aber 
mit  Hfllfe  des  Schlusssatzes  von  156  aus  der 
Haupthgur.  — Aus  den  3 ergibt  sich  z.  B. 

x'=(xC</<4y8vi)C.p  + 
4[sSt) — (yC^ — 8 V 
K x(CyCi^-|-8<pSy-CS)  -|- 

4 y y S — 8 y C yj  C ö)  -|- 
-|-  z S ^ B 6 

und  hieraus  folgen  durch  Ver- 
gleichung mit  der  zweiten  Glei- 
chung 4 die  unter  5 gegebenen 
Wcrlho  von  a,,  b,  und  c,, 
welche  man  Bbrigens  auch  unter  Benutzung  der  Formeln  der  Raumtrigono- 
metrie  direct  aus  der  Figur  erheben  könnte.  — Die  Beziehungen  6 und  7 
lassen  sich  auch  aus  den  5 6ndcn;  so  z.  B.  erh&lt  man 


ei’48,’4®j*  = Cos’y  Co8*y/42SinyiCosy  SinyiCosyCo8S48in’9Bin*y.Cos’fl 
-f-Bin’yCos*y> — 2SinyiCo8yi  Sin  y/  Cos  y/Cosö-j-Cos’^  Sin*yi  Cos'  9 
+ Sin'y.Sin'9 

=:  Cos*  y/  Sin*  yiCos  *9  -)-  Sin'y/  Sin'  fl = Cos*  yi  4 Sin'yi = 1 
und  in  Ähnlicher  Weise  lÄsst  sich  auch  die  Richtigkeit  der  meines  Wissens 
gnerst  von  Lagrange  anfgcstcllten  und  benutzten  Relationen  8 erweisen.  — 
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Die  durch  3 repräaentlrte  Entwioklang  verOfTentlicbie  ich  schon  1848  in  den 
Berner-Mittheilungen , gemeinschaftlich  mit  einer  Abhandlung  von  SebliUli 
„Ueber  die  Relationen  zwischen  den  neun  Cosinus,  durch  welche  die  gegen- 
seitige Lage  zweier  rechtwinkliger  Coordinatensysteme  bestimmt  wird.“ 


19S.  Die  Gleichaog  der  Ebene.  Jede  Fläche  wird  durch  eine, 
in  einem  bestimmten  Puncte  der  Coordinatenebene  errichtete  Senk- 
rechte in  bestimmten  Abständen  von  dieser  Ebene  geschnitten,  und 
ihr  Gesetz  muss  sich  daher  durch  eine  Gleichung 

z = f(x,y)  oder  F(x,y,  z)  = 0 1 

ausdrücken  lassen;  dabei  heisst,  je  nachdem  diese  Gleichung  vom 
n‘'°  Grade  oder  transcendent  wird,  auch  die  Fläche  vom  n**"  Grade 
oder  transcendent.  So  z.  B.  besteht  (173,  174  und  Fig.)  für  jeden 
Punct  m einer  Ebene  die  Gleichung 


ab c a b z 

Y7W~~F73 


acy 

ITW 


b c X 

YTW 


oder  — -|-i-}--^  = l * 
a b c 


so  dass  eine  Ebene  durch  eine  Gleichung  ersten  Grades 

A X -|- B y + C z -|- D = 0 S 

dargestellt  wird,  und  umgekehrt  jede  Fläche  ersten  Grades  eine 
Ebene  ist.  Geht  die  Ebene  durch  den  Pol,  so  ist  D = 0,  — ist 
sie  zu  einer  der  Axen  parallel,  so  verschwindet  das  entsprechende 
Glied  der  Gleichung,  — geht  sie  durch  drei  Puncte  (xj  yj  zj), 
(X2  yj  Z2)  und  (xj  yj  Zj),  so  ist 

A = zi  (}'3 — yz)  -f-  Zs  (y  1 — ys)  + ^3  (ys — yi) 

B = X,  (Zj— Z2)-|-X2(z,  — Zj)-|-X3(Z2  — Z,)  ^ 

c = yi  (X3 — Xf)  4- yz  (x,  — xj)  -4-  y3  (xz — X,) 

D=  z,  (yzX3  — y,X2)-|-z2(y3X,  — y,X3)  + Z3(y,X2  — y2X,) 

Bezeichnet  endlich  n den  Winkel  der  Ebene  mit  X Y,  so  ist  (132) 

_ z _ z I a^  -I-  b'^  _ c + b'^  _ 4-  W 

d ay4-bx  — ab  ab  C 


Cos  n = 
ZU  setzen. 


a b 

Fä^b^  4-  a*  c«  -4-  b*  c* 

t 


C 

VA*-t-B*-4-C^ 


6 


Die  Ausdrücke  4 


werden  erhalten,  indem  man  3 fUr  jeden  der  drei 
Puncte  aufsebreiht,  und  aus  den  so  erhaltenen  drei 
OleichuDgen  A : D , B : D und  C : D nach  der  ge- 
wöhnlichen Weise  ausreebnet.  Die  geometrische  Be- 
deutung dieser  vier  AusdrOcko  wird  ln  195  narh- 
gewiesen  werden.  — Die  Knotenlinie  ab  hat  nach  2 
die  Gleichung 


- + X=1 
A ' b 


oder 


y = --x-fb 
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also  ist  nach  133  :S,  da  die  Vergleichung  von  2 und  3 


ergibt, 

^ ay4-bx  — »b  ab*  _ C*  ^ 

~ >'a*+  b‘  ~ cj^a*  + b^  ~ J/A«  -f  B* 

und  mit  Hülfe  bievon  ergeben  eich  die  Formeln  6,  ana  denen  hinwieder  die 
6 leicht  folgen. 


194.  Die  Gleichnog  der  Geraden.  Eine  Linie  im  Raume  lässt 
sich  immer  als  Durchschnitt  zweier  Flächen  denken,  und  kann 
daher  durch  zwei  Gleichungen 

f(x,y,z)=0  F(x,y,  z)  = 0 oder  x = y (z)  j = ^{z) 
gegeben  werden,  so  z.  B.  eine  Gerade  als  Durchschnitt  zweier 
Ebenen  durch 

Ax-t-By-J-Cz-f-D  *=0  ax-|-by  + cz  + d = 0 1 

oder 

x = oz  + y y = ßz-\-d  9 

wobei  die  letztem  Gleichungen  die  Projectionen  der  Geraden  auf 
die  Ebenen  X Z und  Y Z darstellen.  Soll  die  Gerade  durch  zwei 
Puncte  («I  ßi  yj)  und  (a^  ßz  yj)  gehen , so  hat  sie  die  Gleichungen 

X = — “z  2 — °2yi  Air.  ^2 — ßjy\  3 

yi  — yz  yi— yz  ’ ^ yi— yz  yi  — yz 

Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  zweier  Geraden 
x = a,z  + b„  y = ajz-f-b2,  x = a,z-|-/9i,  j=azz-\-ßz* 
die  Coordinaten  x,  y,  z,  so  erhält  man  die  Proportion 

aj  — «1 : aj  — («j  = b|  — /9i : bj  — ßz  • 

als  Bedingung  für  das  gleichzeitige  Bestehen  jener  vier  Gleichungen, 
d.  h.  für  das  Schneiden  der  Geraden.  Die  Coordinaten  des  Durch- 
schnittspunctes  sind 

X = — ^i°i  _ — ^z«z  z = — 6 

ai  — ai  ^ &z  — “z  *1  — «1 

so  dass  die  beiden  Geraden  für  a|  = B|  und  Sj  — aj  sich  im  Un- 
endlichen schneiden  oder  parallel  werden.  Für  den  Winkel  der 
beiden  Geraden  endlich  erhält  man  (104:6;  191:4),  indem  man 
durch  den  Pol  Parallele  zu  denselben  zieht. 

Cos  (1,2)=  , 

Vl  02^  Vl  + ai*  “f" 

= C(l,x).C(2,x)-4-C(l,y)C(2,y)  + C(l,z)C(2,z)  8 
so  dass  1 S|  0|  + az  Oj  = 0 die  Bedingung  des  Senkrecht- 
stehens ist. 
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Die  Olelchungcn  und  Formeln  1 — 6 ergeben  eich  «uf  die  im  Texte 

angedeutete  Weiee  ohne  die  mindeata 
Schwierigkeit.  — Um  7 xn  6nden,  zieht 
man  durch  den  Pol  xu  den  Geraden  4 die 
Parallelen 

x=B,z  y = a,z 

X = a|  X y = Bf  X 

trigt  auf  ihnen  die  beliebigen  Dletanzen 
und  ab,  erhiUt  so  xwei  Puncte 
(x,  y,  X,)  und  (x,  y,  z,)  der  Dietanx  f, 
und  somit 

Cos(l,2)=gl-*4-^»*~^*  = 

2 fl  fl 

_<*1  ’ + yi*+»i*l4-(»»*  + yt^-^-  *, »)— [ix,— X|)«+(y,— y,)»+(x,— X|)«] 
2 -f  y. « + X,  • ’ Vx,  * + y,  • + r? 

^1  ~4-  y(  V|  *1  “i  “I“  

“K*i‘+y,’  + e,*  V^*+y,M  V “ | a,«-f  a,H^  J oi*  + “.’  + l 

d.  b.  7.  Nun  Ist  aber  ofTcnbar 


Cos(l,x): 


Cos  (2,  X)  = ^ = ^ , 

e*  V*.’+y.*+'.’ 


fl  V^  + yi'  + ai* 
und  durch  Substitution  dieser  Werthe  geht  7 sofort  in  8 Ober. 


191.  Tenchiedene  Anfgabea.  Eine  Gerade 
• x = az-4-c  y = bz-(-d  1 

steht  auf  einer  Ebene 

Ax  + By -j- Cz -|- D = 0 9 

senkrecht,  wenn  ihre  Projectionen  auf  die  Coordinatenebenen  zu 
der  respectiven  Knotenlinie  der  Ebene  senkrecht  stehen,  d.  h.  (194; 
132)  wenn  ^ g 


Ä — 


b = 


Der  Abstand  eines  Punctes  (o,  /?,  y)  von  der  Ebene  2 ist  (191  : 4) 

(j  _ Ag-t-Bj^-f-Cy-f-P  ^ 

rA2  + B2  + C2 

Um  den  Winkel  v einer  Geraden  und  einer  Ebene,  oder  den  Winkel 
w zweier  Ebenen  zu  bestimmen,  zieht  man  nach  3 zu  jeder  Ebene 
eine  Senkrechte,  und  berechnet  (194:7)  den  Winkel  (90  — v)  der 
Geraden  und  der  einen,  oder  den  Winkel  w beider  Senkrechten. 
Letzterer  kann  übrigens  auch , wenn  a b c und  a ßy  die  Winkel 
bezeichnen , welche  die  Ebenen  mit  den  drei  Coordinatenebenen 
bilden,  entsprechend  194:8  nach 

Cos  w = Cos  a Cos  g + Cos  b Cos  ß -{-  Cos  c Cos  y 1 

berechnet  werden. 
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Süll  die  Oernde  1 gleichzeitig  durch  den  Punct  (o}  y)  gehen  und  au 
Ebene  2 senkrecht  stehen , so  muss  sic  die  Oleicbungen 


x-a  = -g-(*. 


■r) 


y-/3  = 'c  (*  — r) 


6 


haben,  und  fDr  ihren  Fusspunct  (o%  /?%  yO  Ebene  erhält  man  nach 

2 und  6 

A[a  + -c-(y'-y)]  + B[^  + 4fy'-?')3  + Cy‘  + D = o 

oder 


,_(A«  + B»)y-C(A«  + B/?+D)_  _ Ag  + B/>4-Cy  + D 

A‘  + B‘  + C«‘ 


r = 


A»  + B*  + C« 


_ A«  + B;?  + Cy4-D 

- P " • A*+B«  + C« 

» Ag"t~B^ -f~Cy-|-D 

— “ • A*  + B*  + C* 


o'  = « + A(y._y) 

ftlso  nach  101:4 

d«  = (g‘  - „)«  + (ß‘  - ßy  + (/  - rV  = — “ 

cntaprcchend  4.  — Beicichnct  R den  Abstand  des  Anfongspnnctes  von  der 
Ebene  2,  so  ist  somit 

n 

R = - 


KA«-t-B*  + C« 


und  wenn  F die  Fläche  des  durch  die  drei  Puncto  (x,  y,  z,),  (x,  y,  z,)  und 
(x,  y,  z,)  unserer  Ebene  bestimmten  Dreieckes  ist,  -während  f f'  f"  und 
n n' n"  seine  Projectionen  auf  und  Winkei  mit  YZ,  XZ  nnd  XY  sind,  so 
ergibt  sich  durch  Vergleichung  von  103 : 4 mit  132 : 6 , und  mit  Hülfe  von 
165  und  103:6 

A = 2 f " = 2 F . Cos  n"  = 2 F A : ]/A»  + B»  + C« 

Bz=2f‘  =2P.Cosn‘  =2FB  : VA*  + B*  + C*  9 

C = 2f  =2F.Cosn  =2FC:  )/A*  + B»^C* 

also 

4F*  = A*-f-B*  + C‘  = D‘ : R«  oder  '/,  D ^ '/s  F R lO 

Es  ergibt  sich  hieraus  einerseits,  dass  von  den  durch  103:4  bestimmten  vier 
Coef&cienten  die  drei  ersten  die  doppelten  Projectionen  des  Dreiecks  der  drei 
Puncte  auf  die  drei  Coordinatenebenen  darstellen,  der  vierte  aber  ein  Seebs- 
theil  des  von  dem  Dreiecke  mit  dem  Anfangspuncte  bestimmten  Tetraeders  ist, 
— und  anderseits,  da  F’ = f • + f“  + f wird,  der  Satz:  Projicirt  man  ein 
Dreieck  auf  die  drei  Coordinatenebenen,  so  ist  das  Quadrat  seiner  Fläche 
gleich  der  Quadratsumme  der  Flächen  der  Projectionen.  Vergl.  242. 


196.  Der  Schwerpnoct.  Dio  für  die  Schwerpuncte  ebener  Ge- 
bilde gefundenen  Gesetze,  nnd  so  namentlich  auch  die  in  133 : 1,  2 
enthaltenen,  tragen  sich  durch  Beifügen  der  dritten  Coordinate  und 
Ersetzen  der  Geraden  durch  eine  Ebene,  mit  Hülfe  195:4  auf  den 
Raum  über.  So  z.  B.  wird  eine  Schweraxe  des  Vierflachs  erhalten, 
wenn  man  den  Schwerpnnct  einer  der  Seiten  mit  der  Gegenecke 
verbindet ; der  Schwerpunct  selbst  steht  (89,  83)  um  */i  'äer  Schwer- 
axe von  der  Gegenecke  ab,  und  hat  eine  dem  Inhalte  des  Vier- 
flachs proportionale  Constante.  Der  Schwerpunct  einer  Pyramide  steht 
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von  der  Spitze  um  */«  ilirer  Verbindungslinie  mit  dem  Schwerpuncte 
der  Basis  ab,  — der  eines  Prisma’s  liäli'tet  die  Verbindungslinie  der 
Schwerpuncte  der  Grundflächen,  — der  eines  centrischen  Körpers 
fällt  in  das  Centrum. 


Wenn  be  = cc,  cf='/>®*  = offenbar  fd  und  ga 


Bchweraxen,  also  h Schwerpunct  des  Vierflacba.  Ferner 
lat  fg||ad,  also  gh:ha=:fg;ad=zef;ea=:l:3, 
also  a h = % a g.  — Legt  men  durch  h eine  zu  b c d 
parallele  Ebene,  so  schneidet  sie  nothwendig  die  Höhe 
des  Vierflachs  im  ersten  Viertheil,  und  wenn  man 
daher  eine  Pyramide  durch  Diagonalebenen  in  Tetraeder 
zerflllt,  so  liegen  die  Schwerpuncte  aller  Thelle  in 
gleicher  Höhe,  — folglich  der  Schwerpunct  der  ganzen 
Pyramide  in  dem  durch  den  Text  angegebenen  Pnncte. 


19T.  Die  Fliehen  zweiten  Grades.  Die  continuirliche  Gleichung 
ax*-4-by*-|-cz*  + 2dxy-|-2exz-l-2fyz  + 2gx+2hy-(-2kz+l=0  1 
stellt  eine  Fläche  zweiten  Grades  dar,  welche  daher  im  Allgemeinen 
durch  9 Puncte  bestimmt  ist.  Setzt  man  x = x'  + a , y = y'  + /?, 
z=±=z'  + y,  und  bestimmt  a,  ß,  y so,  dass 

aa-f-d/?+ey-|-g  = b/^+da  + fy-|-h  = cy+etz-f-f/9+k  = 0 * 
so  geht  1 in  die  Gleichung 

a x'*  + b y'*  -j-  c z'*  + 2 d x'  y*  -f-  2 e x'  z'  -4-  2 f y'  z'  + na  = 0 S 
über , in  welcher  nur  gerade  Dimensionen  der  Coordinaten  ver- 
kommen, so  dass  ihr  also  auch  der  Punct  ( — x',  — y',  — z')  ge- 
nügt, oder  die  Fläche  zweiten  Grades  in  dem  neuen  Anfangspuncte 
einen  MIttelpunct  hat.  Setzt  man  in  3 

x = Az  + B y = Cz4-D  4L 

so  erhält  man  für  die  Durchschnittspuncte  dieser  Geraden  und  der 
Fläche  zweiten  Grades  eine  Gleichung  zweiten  Grades,  deren  halbe 
Summe  der  Wurzeln  für  die  Mitte  der  entsprechenden  Sehne 

aAB-f-bCD  + d(AD-fBC)+eB-|-fD  _ 
^ aA2-f  bC«-t-c-|-2dAC  + 2eA  + 2fC 

gibt.  Eliminirt  man  B und  D ans  4 und  5,  d.  h.  geht  man  von 
der  Geraden  auf  ein  System  paralleler  Geraden  über,  so  erhält  man 
x(aA-t-dC-|-e)  + y(dA-f-bC-|-f)  + z(eA  + fC-|-c)  = 0 6 
oder  der  Ort  der  Mitten  aller  parallelen  Sehnen  ist  eine  durch  den 
Mittelpunet  gehende,  sog.  diametrale  Ebene y — in  Beziehung 
auf  welche  diejenige  der  parallelen  Sehnen , welche  durch  den 
Mittelpunet  geht,  conjugirte  Axe  heisst.  Die  Kante  der  zwei 
Geraden  conjugirten  diametralen  Ebenen  ist  umgekehrt  der  Ebene 
der  Geraden  conjugirt.  — Eine  Axe,  welche  zu  ihrer  conjugirten 
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Ebene  senkrecht  steht,  heisst  Hauptaxe«  und  man  hat  fUr  sie 
(195:3) 

^ a A — f-  d C “i“  e p d A “4"  b C f 

eA-ffC  + c eA-l-fC-4-c 

Eliminirt  man  A aus  diesen  beiden  Gleicliungen,  so  findet  man  für 
C eine  Gleichung  dritten  Grades,  und  es  gibt  somit  (19)  wenigstens 
Eine  Hauptaxe. 

Aua  2 folgt  entsprechend  21 ; 3 

_ beg  — Hg  — cdh-(-efh-|-dfk  — bek 
“ cd*  — def  — abc-|-be*-l-al'*  — def 

gef  — ged  — he*  + hac-4-k.de  — kaf 

* cd*  — def  — abc-j-be*-(-af*  — def 

dfg  — gbe  — afh-|-deh-|-ab  k — d*k 

^ cd*  — def  — abc  + be*-f-af*  — def 

und  In  3 lat 

m g o -p  h 4"  r + 1 ® 

Subatltuirt  man  wirklich  aus  4 in  3,  so  erhillt  man 

a*(aA*4-bC*  + c + 2dAC  + 2eA  + 2fC)-t- 
+ 2*[aAB  + bCD  + d(AD  fBC)  + eB  + fD]  + 

+ aB*  + bD*4-2dBD  + m = 0 lO 

woraus  6 sofort  folgt.  — Den  zwei  durch  den  Anfangspunct  gebenden 
Geraden 

X = A,  z y = C,  z und  x = A,  z y = C,  z 11 

entsprechen  nach  4 und  6 die  conjugirten  Ebenen 

X (a  A,  + d C,  + e)  + y (d  A,  + b C,  + f ) + z (e  A,  + f C,  + c)  = 0 
X (a  A,  + d C,  + e)  + y (d  A,  -f-  b C,  4-  f)  + z (e  A,  -f-  f C|  + c)  = 0 
welche  sich  in  der  Geraden 

(cd-ef)(A,-A.)4-(<if-be)(A.C.-A.C,)4-(be-f*)(C,-C.) 
*-(af-de)(A,-A,)4-t»b-d*HA,C,-A,C,)4-(df-be)(C,-C.)- 
(e*  — ac)  (A,  — A,)4-{de— af)(A,C,  — A,C,)4-(ef— cd)  (C,-C,) 

^ ~ (a f — d c)  ( A, - Ä.)  4-  (a  b — d«)  (A.C, - A, C, ) 4-  (d f— he)  (C, - C.)  ’ * 
schneiden,  und  dieser  ist  nach  4 und  6 die  Ebene 

X (C,-C.)  4-  y (A.-A,)  4-  a (A,  C.  - A,  C,)  z=0  14 

conjugirt,  in  welcher  offenbar  die  Geraden  11  liegen,  da  durch  Bubstitution 
der  einen  oder  andern  Werthe  11  die  linke  Beite  von  14  wirklich  Null  wird. 
Es  besteht  somit  der  im  Texte  ausgesprochene  Satz. 


198.  Trusforaation  mid  Eintheilnng.  Transformirt  man  nach 
192  die  Coordinaten  in  197:3,  und  setzt  zur  Bestimmung  von  q>, 
y/,  6 die  Coefficienten  von  xy,  xz  und  yz  gleich  Null,  was  wieder 
auf  eine  Gleichung  dritten  Grades,  also  auf  eine  mögliche  Lösung 
führt,  — so  erhält  man 


yi-i. 

a*  6'^  Ci« 


= 1 


1 


wo  a,  6,  c HalliaxeR  heissen.  Vergleicht  man  1 und  197:3,  so 


Digitized  by  Google 


— Die  analytische  Geometrie  im  Raume.  — 


255 


findet  man  in  Beziehung  auf  1 zu  der  Axe  x = Az,  y = Cz  nach 
197:6  die  conjugirte  Ebene 


A , C ^1 

■5*--*+-p--y+7v-- 


; = 0 


Sucht  man  hiernach  successive , indem  man  A = rx>,  C = 0 , oder 
A = 0,  C = oo,  oder  A = 0,  C =»  0 setzt,  zu  den  Coordinatenaxen 
X Y Z die  conjugirten  Ebenen , so  findet  man  für  sie  die  drei 
Gleichungen  x = 0,  y = 0,  z = 0.  Es  fallen  somit  die  Coordinaten- 
axen mit  Hanptaxen  zusammen , und  es  gibt  wirklich  drei  Haupt- 
axen.  — Verlegt  man  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  in  einen 
Scheitel  der  Hauptaxe  2 a,  d.  h.  lässt  man  x in  x — a übergehen, 
so  erhält  man  nach  1 als  Scheitelgleichung  der  Flächen  zweiten 
Grades 


wo 


,P'  = -T 


Pz  = 


2a  ' 2p,  ' 2p2  a a 

Die  Flächen  zweiten  Grades  zerfallen,  je  nachdem  die  Grössen  a, 
ß,  y in  197  endlich  oder  unendlich  werden,  d.  h.  je  nachdem  erstere 
einen  zugänglichen  Mittel punct  haben  oder  nicht,  in  zwei  Hanpt- 
klassen.  Die  erste  Klasse  wird  durch  1 dargestellt,  und  umfasst 
das  sog. 

Ellipsoid a*  + ^ ^ 

■ 

Hyperboloid  mit  einem  Mantel  . ■+  ^ = 1 ® 


Hyperboloid  mit  zwei  Mänteln  . 


b* 


6 


Die  zweite  Klasse  wird  dagegen  durch  3 für  a = oo  dargestellt 
und  umfasst  das  sog. 


y^  z^ 

Elliptische  Paraboloid x = -Z 1-  --r — % 

2 p,  2 Pj 
y'i  Z^ 

Hyperbolische  Paraboloid x = J — 8 

2p,  2p2 

so  dass  im  Ganzen  5 Arten  unterschieden  werden. 


Die  im  Texte  ingegcbene  Transformation  von  107:3  kann  in  der  Aus- 
führung etwas  vereinfacht  werden,  Wenn  man  eie  in  zwei  Abtheilungen  macht : 
Dreht  man  erst  (vergl.  192,  Fig.  2)  die  Axe  X'  um  9 rOckwürta  In  die 
Knotenlinie,  und  legt  Ebene  X'Y'  durch  Drehen  um  die  Knotcnlinie  in  die 
Ebene  XY  nieder,  d.  h.  setzt  9 = — 9,  Ö = — S und  y/^0  oder  nach 
192:4,  ß 

x'  X Cos  9 -f-  y Sin  9 Cos  fl  z Sin  9 Sin  fl 

y'  = — X Sin  9 -|- y Cos  9 Cos  fl -|- z Cos  9 Sin  fl  9 

z'  = — y Sin  fl  z Cos  fl 
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so  geht  197:3  in 

0 = X*  (a  Cos*  9 4*  b f — 2 d Sin  ip  Cos  + y*  (a  Sin*  <p  Cos*  8 4- 
4-  b Cos*  9>  CoB*  8 c Sin*  d 4~  ^ ^ 7 Cos*  8 — e Sin  {p  Sin  2 ö — 

— f Cos  <p  Sin  2 S)  4"  *’  (a  Bin*  p Bin*  9 4*  b Cos*  ^ Bin*  9 4"  c Cos*  9 4* 

4-  <1  Bin  2 7 Sin*  9 4-  o Sin  9 Sin  2 9 4-  f Cos  <p  Sin  2 9)  4-  I0 

4-  * y (a  Sin  2 9 Cos  9 — b Sin  2 9 Cos  9 4"  2 d Cos  2 9 Cos  9 — 2 e Cos  9 Sin  8 4" 

4*  2f  Bin 9 Sind)  4"  **  (■  Sin  2 9 Sin  9 — b Bin 2 9 Bin  9 4 2d Cos 2 9 Bin 9 4" 

4-  2 e Cos  9 Cos  9 — 2 f Sin  9 Cos  9)  4"  y * (aSin*9  Sin  2 9 4"  bCos*9  Sin  29  — 

— c Sin  2 9 4"  d Sin  2 9 Sin  2 9 4-  2 e Sin  9 Cos  2 9 4"  2 f Cos  9 Cob  2 9)  4"  n* 
Ober.  Setzt  man  nun  zur  Bestimmung  der  willkürlichen  OrSssen  9 und  9 


[(a  — b)  Sin  2 9 4"  2 d Cos  2 9]  Sin  9 4-  2 (c  Cos  9 — f Sin  9)  Cos  9 =r  0 ^ j 

(aSin*9  4-  bCos’9  — c 4"  <1  Sin  29)  Sin  29  4"  2 (c  Sin  9 4"  f Cos  9)  Cos  2 9=:  0 

fest,  d.  h.  f|.  A n e Cos  9 — fSin9 

® ~ ~ (a  — b)  Sin  2^^^2  d Cos  2 9 

of, a e Sin  9 4-  f Cos  9 

aSin*9  4-bC08»9-c4-dSin29 

so  erhSlt  man  zur  Bestimmung  von  9 mit  llfilTe  von  98 ; 9 die  Gleichung 

e Sin  9 4"  f Cos  9 

a Sin*  9 4-  b Cob*  9 — c 4-  d Bin  29 
_ 2 (e  Cos  9 — f Sin  9)  [(a  — b)  Sin  2 9 4-  2 d Cos  2 9] 

[(a  — b)  Sin  2 9 -f"  2 d Cos  2 9]*  — 4 [e  Cos  9 — f Bin  9]* 
oder,  wenn  man  Tg  9 = u,  also  1 : Cos*  9 = 14****  setzt, 

eu  4-  f (e  — fu)  [(a  — b)  u 4~  d(l  — u*)] 

an*  4-  b — c (1 4-  u*)  4-  2 du  [(a  — b)  u 4-  d (1  — u*)]*  — (e  — fu)*  (1 4-  u*) 


oder  durch  einfache  Umformung 


0 = (e  — f u)*  (e  u 4-  0 ~ 

u(a  — b)4-d{l  — u*)  Ptfu  — e)[au*4-b  — c(14-u*)4-2d u]"] 

HFiPi  L4-(eu4-f)[(a-b)u4-d(l-u*)]  J 

= (e  — f u)*  (e  u 4- f)  — 

— [u  (a  — b)  4-  d (1 — u*)]  [u(af  — cf  — de)  — be4-ce4-df]  IS 

also  eine  Gleichung  dritten  Grades,  welche  für  ii=Tg9,  also  für  9,  und 
Bomit  auch  für  9,  zum  Mindesten  Einen  reellen  Werth  ergibt,  so  dass  10 
immer  die  Form 

0 = Ax*  4- By*  4- Cz*  4-  Dxy  4- M IS 

annehmen  kann.  Dreht  man  nun  noch  (vergl.  192,  Fig.  2)  die  jetzt  in  der 
Knotenlinie  liegende  Axe  nach  X zurück,  d.  fa.  setzt  man  9=0,  9 = 0 und 
9 — — oder  ersetzt  man  x und  y nach  192:4,  ö durch  x Cos  9 — ySin9 
und  X Sin  9 4~  y V’?  °°  E^bt  13  Uber  in 

0 = (A  Cos*  9 4"  B Sin*  9 4"  D Sin  9 Cos  9)  x*  4- 
4-  (A  Sin*  9 4*  B Cos*  9 — D Sin  9 Cos  9)  y*  4" 

4-  C z*  — (A  Sin  2 9 — B Sin  2 9 — D Cos  2 9)  x y 4"  M 14 

Bestimmt  man  daher  noch  die  willkürliche  Grösse  9 durch  die  dafür  immer 
einen  reellen  Werth  ergebende  Gleichung 

(A  — B)  Sin  2 9 — D . Cos  2 9 = 0 18 

so  nimmt  endlich  18  die  mit  1 übereinstimmende  Form 

0 = A'x*  4- B‘y*  4- C'z*  4- M 16 

an.  — Der  Rest  des  Textes  bedarf  wohl  in  Beziehung  auf  die  darin  enthaltene 
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aoalytisebe  Entwiaklong  kann  einer  weitem  ErUnterang,  nnd  {Qr  daa  EUipaold 
kann  auf  199  verwleaen  werden.  Um  sich  auch  von  den  übrigen  vier  Fliehen 
zweiten  Grades  eine  etwelche  Vorstellung  an  erwerben,  kann  man  z.  B.  die 
Schnitte  betrachten,  welche  durch  die  Ooordioatenebenen  oder  durch  Parallel- 
ebenen  zu  denselben  erhalten  werden ; Bei  dem  Hyperboloid  mit  einem  Mantel 
werden  die  Schnitte  parallel  zur  XY  Ellipsen,  diejenigen  parallel  zur  XZ 
oder  YZ  Hyperbeln;  ist  a = 6,  so  kann  man  sich  dasselbe  durch  Rotation 
einer  Hyperbel  um  die  kleine  Axe  entstanden  denken,  also  als  eine  Art 
hyperbolisches  Zyliadraid.  — Bei  dem  Hyperboloid  mit  zwei  Mänteln 
werden  die  Schnitte  parallel  zu  X Y und  X Z Hyperbeln , — diejenigen 
parallel  zu  Y Z für  z < a imaginär,  für  x > o Ellipsen;  ist  b = c,  so  kann 
man  sich  dasselbe  durch  Rotation  einer  Hyperbel  um  die  grosse  Axe  ent- 
standen denken,  also  als  eine  Art  hyperbolisches  Doppel-Conold>  — Beim 
elliptischen  Paraboloid  sind  die  Schnitte  parallel  Y Z Ellipsen,  diejenigen  nach 
XY  und  XZ  Parabeln;  ist  p|=rpi  oder  6 = c,  so  kann  man  sich  dasselbe 
durch  Rotation  einer  Parabel  um  ihre  grosse  Axe  entstanden  denken,  also 
als  ein  parabolisches  Conoid.  — Beim  hyperbolischen  Paraboloid  endlich  sind 
die  Schnitte  von  XY  und  XZ  Parabeln,  deren  erstere  den  positiven  nnd 
deren  zweite  den  negativen  Theil  von  X zur  Axe  hat;  der  Schnitt  von  Y Z 
ist  eine  durch  den  Anfangspnnct  gehende  Gerade,  der  einer  Parallelebene  an 
YZ  eine  Hyperbel,  so  dass  man  sich  die  ganze  sattel-artige  Fläche  als  eine 
Folge  von  Hyperbeln  denken  kann,  deren  Scheitel  auf  den  erwähnten  Parabeln 
liegen. 

199.  Das  Ellipsoid  and  Sphlroid.  Setzt  man  in  197 : 1 eine  der 
Coordinaten  gleich  Null,  so  erhält  man  für  den  Schnitt  der  zu  ihr 
senkrechten  Coordinatenebene,  also  auch  für  den  Schnitt  jeder  Ebene, 
eine  Gleichung  zweiten  Grades.  Es  ist  also  z.  B.  auch  Jeder  ebene 
Schnitt  eines  Ellipsoides  eine  Linie  zweiten  Grades,  und  zwar,  da 
er  noth wendig  eine  geschlossene  Linie  sein  muss,  eine  Ellipse.  Für 
die  tangirende  Ebene  am  Ellipsoide  vergl.  200,  — für  seinen  Kubik- 
inhalt 205.  — In  dem  speciellen  Falle , wo  zwei  Axen , z.  B.  2 a 
und  2 6,  einander  gleich  werden,  somit  alle  zu  ihrer  Ebene  parallelen 
Schnitte  Kreise  des  Radius  a,  alle  durch  die  dritte  Axe  aber  ge- 
führten Schnitte  (Meridiane)  Ellipsen  der  Axen  2 a nnd  2 c sind, 
kann  otfenbar  daa  Ellipsoid,  das  nun  SpbHroid  heissen  mag,  als 
durch  Rotation  dieser  Ellipse  um  2 C entstanden  gedacht  werden.  " 
Die  kürzeste  Verbindungslinie  zweier  Puncte  eines  solchen  Sphä- 
roides  nennt  man  geodStiscbe  Linie,  und  diese  schneidet  jeden 
Meridian  unter  einem' Winkel  (Azimnth),  dessen  Sinus  zu  dem  Ab- 
stande des  Dutchschnittapunctes  von  der  Rotationsaxe  umgekehrt 
proportional  ist 

Die  GruDdeigeuBChaft  der  geodätiacben  Linie  leitet  Job.  Jakob  Baeyer 
(Müggelheim  hei  Köpeuik  1794;  Generalmajor  im  preilsaischen  Geaeraletabe) 
ia  zeiner  Schrift  n^aa  Messen  auf  der  aphäroidischen  Erdoberfläche.  Berlin 
1862  ln  4.“  auf  folgende  Weise  ab : Es  sei  A B eine  beliebige  Verbindung 

W.lt,  HudSadk  L IT 
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der  Puoete  A und  B aut  einer  RotationsUche,  — PC  und  PD  ein  Paar  sehr 
naher  Meridiane , — P E s P D , aiao  DE  ein 
Parallel,  dessen  Radius  mit  r beseiehnet  werden 
mag , wlhrend  R den  Radins  von  E C dantelle. 
Dann  hat  man 


ds  = CD  = l/CE*  + BD«  = VR'd»*  + r*dw* 


oder 


scr/U.dw  wo  U = ^R*  p*  + r* 


+ r* 


und 


P = 


d ^ 


d w 


Lassen  wir  f in  7 < abergehen , wo  s eine  wiUkflrliche  Punction  von  w 

ist,  welche  Rlr  A und  B verschwindet,  so  erhalten  wir  entsprechend  fllr  die 
neue  Verbindung  von  A nnd  B 

__  d(«-l-s)  d«,da  ,ds 

— •'  dw  dw  dw  ' dw 

wo  nach  dem  Taylor’schen  Lchrsatse,  wenn  U = F(9,  p)  geselst  wird, 


U-  = F(,  + .,p  + ^)  = U + ^-.a+^-.f^  + ,. 


dU  dl 


Multiplicirt  man  aber  Ictatere  Gleichheit  beidseitig  mit  dw  und  integrirt,  so 
erhalt  man 


, fdU  , .rdü,. 

“'-*=J-d^  s.dw+J-^.di  + . 


Wenn  nun  s ein  Minimum  werden  soll,  so  muss  a'  — a für  jeden  Werth  von 
+ z einen  positiven  Werth  erhalten;  da  man  aber  z willkürlich,  also  auch 
so  klein  annehmen  kann,  dass  die  Glieder  der  ersten  Ordnung  grosser  werden 
als  die  Summe  der  Obrigen,  ausser  wenn  jene  verschwinden,  so  folgt,  dass 
das  Minimum  nur  eintreten  kann,  wenn  die  Glieder  der  ersten  Ordnung  ver- 
schwinden. Man  hat  also  für  das  Minimum 


oder,  da 


fdU  . , fdO 

dp-- 


d z 


d 

Ist, 


(4^)] 


Da  aber  z und  somit  das  erste  Glied  letzterer  Gleichung  flir  beide  Grenzen 
des  Integrals  verschwinden,  sonst  aber  z willkarlich  bleiben  soll,  so  muss  somit 

dU.  j/dU\  , fdU,  dU 

o = -i — d w — d I — I oder  o = I d w — 

dy>  \dp/  up 


sein,  oder,  wenn  msn  mit  =rp  multiplicirt,  ds  -^-^dw.psdU  ist, 

dU 


U = p . 4- Const.  oder 
dp  ^ 

Setzt  man  aber  hier 

U s=  ^^R*  p’  + r*  und  somit 


IE 

lf> 

Const.  = U — p . 


dp 


d U 
dp 


IR»  p»  + r» 
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so  erhJUt  man 

Const  = yK‘p«  + r» 
Da  nna,-wenn  ^PCD  = «, 

* BC  ~ R.d^ 


R«p«  H 

VR«p*H-r*  ~ ) R»p«-i-r* 


also 


so  folgt  scUleasUch 

Const  == - 


- = r . Bin  a 


'R'ifCtg« 


a r* 


EUi  bat  also  die  kflrseste  Linie  auf  einer  durch  Rotation  entstandenen  Ober- 
fllobe  die  Eigenschaft,  dass  auf  jedem  ihrer  Puncte  der  Abstand  r von  der 
Drehnogsaxe  muUlpllclrt  in  den  Sinus  des  Asimuthes  an  diesem  Puncte,  eine 
coDstanie  QrOsse  ist 


SOO.  Die  tangirende  Ebene.  Legt  man  durch  einen  Punct  (x|7t£i) 
einer  FUiche 

z = f (x,  y)  • 

und  zwei  benachbarte  Puncte  (X]  + ai , y, , zj  yi)  und  (xg, 
7i-f /?],  Zi  + yz)  ebenderselben  eine  Ebene,  so  erhält  man  (193:3, 
4)  für  ihre  Qleichong 


z — z,  = (x  — (y  — y,)-^  9 

«I  PI 

Sind  nun  a\  und  ßi,  folglich  auch  die  y,  verschwindend  klein,  so 
wird  die  Ebene  tanglrends  während  2 in 

z — z,  = p(x  — xi)-|-q(y  — y,)  wo  P = -5Y 

übergeht,  und  den  Winkel  n dieser  tangirenden  Ebene  gegen  X Y 
kann  man  (193:6)  nach 


Cos  n : 


berechnen.  Nach  3 folgt  z.  B. 


.X, 


yyi 


_ 


= 1 


0*  ' b*  ' c* 

als  Gleichung  der  ein  Ellipsoid  im  Puncte  (xgyg  zg)  tangirenden  Ebene. 
Um  3 EU  erhalten,  bat  man  in  193 : 3 nach  103 : 4 
A =— fty,  B = — o,)-,  c=o,A  D = A ri  *1 + oi  rty, — ■,/»!  *1 
an  satsen. 


SOI«  Dü  Kr&nUDIlOg  der  Fliehen.  Legt  man  durch  einen  Punct 
einer  Fläche  eine  Senkrechte  zu  der  in  ihm  tangirenden  Ebene 
(200),  so  erhält  man  die  ihm  zugehörende  Normale.  Legt  man 
durch  diese  Normale  eine  Ebene  M,  so  schneidet  sie  die  Fläche  in 
einer  Curve,  zu  der  man  nach  139  den  Krttmmungskreia  suchen  kann. 
Dreht  man  M,  so  verändert  sich  im  Allgemeinen  der  KrUmmungs- 

11* 


Digitized  by  Google 


260 


— Die  analytische  Qeomotiie  im  Raume.  — 


halbmesser,  nimmt  aber  für  eine  gewisse  Stellung  ein  Maximum, 
für  die  dazu  senkrecbtc  Stellung  dagegen  ein  Minimum  an. 

Verlegt  man  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  in  den  Berahrungtpnnct 
O,  und  lässt  die  Ebene  der  XY  mit  der  tangirenden  Ebene  znsammenfallen, 
so  kSmmt  die  Normale  in  die  Aze  der  Z zu  liegen, 
und  die  Ebene  M schneidet  die  Fläche  in  einer 
Curve  OQ,  zu  der  die  Kante  OP  von  M ln  XY 
Tangente  ist,  und  der  nach  139:3  in  O der  Krflm- 
mungskreis 

(du«  + dz»)"'^«  _ (dx»4-dy«4-dz»)*''«  ^ 

~ du.d*z  ~ j/dx»+“d^.d«z 


entspricht.  Da  aber  OP  Tangente  Ut,  so  muss  dz  = 0 sein,  w&hreod  ent- 
sprechend 58 

d*z  = r.dx«  + 2s.dx.dy  + t.dy«  wo  r=(g), 


und  man  erhält  daher,  wenn  noch  w = dy:dx  gesetzt  wird, 

dx«  + dy«  _ 1 + w«  ^ 

d*z  r + 2sw-t-t.w*  ■ ■■ 

wo  w die  Tangente  des  Winkels  der  Ebene  M mit  XZ  darstellt.  Dreht  man 
die  Ebene  M um  Z,  so  ändert  sich  ofTenbar  w,  während  die  nur  von  der 
Qieichung  der  Fläche  abhängigen  Grössen  r,  s,  t unverändert  bleiben.  Es 
ist  aiso  R nur  von  w abhängig,  und  da  aus  2 

..  d R 2 * '**  "^'  0 — t)  w — 8 

dw  (r-|- 2sw -f- tw;*)* 

folgt,  so  wird  daher  R ein  Maximum  oder  Minimum,  wenn 

w*  4- - — -w  — 1=0  S 

s 

d.  h.  wenn  w zwei  W'erthe  annimmt,  deren  Product  gleich  — 1 ist,  oder  die 
in  doppeltem  Gegensätze  stehen;  diess  hat  aber  nach  132  nur  statt,  wenn  die 
entsprechenden  Ebenen  M zu  einander  senkrecht  stehen,  w.  z.  b.  w.  — Die 
Krümmung  der  Flächen  wurde  in  allgemeiner  Weise  zuerst  durch  dlalrault 
in  seinen  „Recherches  sur  Ics  courbes  ä double  courbure.  Paris  1731  in  4 “ 
studirt;  für  die  neuern  Untersuchungen  vergl.  man  z.  B.,  ausser  der  in  45 
erwähnten  „Introductio“  von  Euler-  und  mancher  speciellen  Abhandlung 
dieses  grossen  Geometers  in  den  Petersburger  Memoiren  von  1747,  1771, 
1785,  etc.,  — der  in  131  angeführten  „Application“  von  Monge  und  seinen 
Abhandlungen  in  Dd.  9 und  10  der  „Mömoireä  prösentds,  — und  manchen 
andern  in  131,  191,  etc.  citirten  Werken,  — „Ganaa.  Dlsquisitiones  generales 
circa  superficies  curvas  (Comment.  Soc.  Gotting.  1827 ; franz.  Paris  1862  in  8 ), 
— L.  Cremona , Preliminarc  di  una  teoria  geometrica  delle  superficie. 
Bologna  186C  in  4.,  — etc.“ 


t 

*02.  Die  Conreo  ton  doppelter  Krümmung.  Stellt  man  eine 
Linie  im  Räume  tlurcli  zwei  Gleichungen 

y = y(.\)  z = tp{x]  1 

dar,  so  sind 


>'-y  = (x'-x)iyr 


z = (x'  — x) 


dz 
d X 
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die  Gleichungen  einer  Tangente  an  dieselbe  im  Puncte  (x  y z), 
während 

(x'  — x)  d X -f  (y'  — y)  d y + (z'  — z)  d z = 0 S 

eine  durch  den  Punct  senkrecht  zu  der  Tangente  gelegte  Ebene, 
die  sog.  IVormalebenCy  darstellt,  und 

die  Gleichung  der  sich  der  Curve  am  innigsten  anschliessenden,  der 
sog.  Oseulationsebene y ist,  welche  auch  die  Tangente  in  sich 
fasst.  Je  nachdem  sich  letztere  Ebene  ändert  oder  nicht,  wenn  man 
zu  folgenden  Puncten  der  Curve  übergeht,  stellt  1 eine  ebene  oder 
eine  doppeltgekrümmte  Linie  dar. 

i 

Die  Gleicbangen  1 stelleo  zugleich  die  Oleichnngen  der  Frojectlanen  der 
Curve  auf  die  Ebenen  der  XY  und  XZ  dar.  Gebt  x in  x-(-b  Ober,  zo 
werden  y und  z zu 

h*  d«z 


y+’‘‘dT+T:2' 


dx»  ^ 


* + ‘'  dT+1.2 


dx« 


+ ... 


und  in  ähnlicher  Weize  bat  man  fOr  eine  zweite  Curve,  welche  durch  den 
Punct  x'y'z'  geht,  wenn  x'  zu  x'  + h wird 


h» 


d»y'  . 

dx>»  ■*■••• 


z'  + b 


d z' 


h» 


-^'4-  a 

dx'*  ® 


1 .2  ■ dx'»  ' ■■■  ■ ' " dx'  ■*'1.2 

Sollen  die  beiden  Cnrven  einen  gemeinschaftlichen  Punct  haben,  so  wird  dicss 
durch  die  Bedingungen  ^ 

x = x'  y = y'  _z  = z'  1 

ausgedrOclcL  Sollen  sie  Oberdicsa  in  diesem  Puncte  eine  Berflhrung  der  ersten 
'Ordnung  eingehen,  so  muss  auch 

d y d y*  d^  __  d z' 

. , dT'‘dT'  dT“dT^  * 

sein,  — fOr  eine  Berohrung  zweiter  Ordnung  auch 

d’y  d*y'  d’z  d*z' 

d X*  dx'*  dx*  “ dx'* 

etc.  Ist  die  zweite  Curve  z.  B.  eine  Gerade 

y‘  = ax'  + a z'  = bx'  + /J  lO 

so  unterliegt  sie  offenbar  7 und  8,  wenn 
y'  — y£=a(x‘  — X)  s'  — z = b(x'— x)  “ = ~ d x 

folglich  sind  2 die  Gleichungen  einer  Tangente.  — Eine  Normale  zu  einer 
Curve  doppelter  Krümmung  zu  ziehen,  ist  offenbar  eine  unbestimmte  Aufgabe, 
'da  es  unendlich  viele  Gerade  gibt,  welche  durch  einen  gegebenen  Punct  der 
Curve  gehen  und  auf  der  an  denselben  gezogenen  Tangente  senkrecht  stehen ; 
dagegen  liegen  alle  diese  Senkrechten  in  einer  Ebene,  der  sog.  Normalebene. 
SoU  aber  eine  Ebene  , ,, 

Ax'  + By'  + Cz'  + D = 0 

durch  den  Punct  xyz  gehen  und  zu  2 senkrecht  stehen,  so  muss  nach  105 
A(x'-x)  + B(y'-y)-i-C(z'-z)  = 0 = 


I.= 


d2 
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sein,  also  Ut  8 wirklich  die  Gleichung  der  Normeleheoe.  — Bott  eine  FUche 
i*  = f(x‘,y')  II 

mit  der  Gurre  1 einen  Funct  gemeinacheftlich  heben,  oder  gar  mit  ihr  eine 
Berührung  der  ersten,  awelten,  etc.  Ordnung  eingehen,  so  muss  sie  analoge 
Bedingungen  erflUlen,  wie  sie  unter  7,  8,  9, ...  IBr  eine  Gurre  ausgeaprochen 
worden  sind.  So  i.  B.  wird  eine  Ebene 

a'  = Ax‘  + By‘  + G 
mit  1 den  Pnnct  xya  gemein  haben,  wenn 

1'  — i = A(x'  — x)  + B(y‘-y)  !• 

Geht  die  Abaeisae  x in  x-f-h  Ober,  so  nehmen  y und  i die  durch  5 ge- 
gebenen Wertbe  an,  wlhrend  für  den  Pnnct  der  Ebene,  dem  x 4*  h und 


augehOren,  nach  12  die  dritte  Coordlnate 
d«  y 


* + Ah  + B(h4X  + ^ 


dx> 


+ ...) 


IS 


sein  wird,  so  dass  die  DilTerena  der  dritten  Goordinate  ron  Gurre  und  Ebene 
nach  9 und  13 

betrügt.  Setat  man  aur  Bestimmung  von  A und  B die  beiden  Factoren  ron  h 
und  h*  gleich  Null,  so  wird 

d*a  d*y  da  d*a  d y d*  y . 

dxT  ' Ti*  ~TI~in*  • TT  ■ dx«  ■* 

und  es  stellt  daher  4 nach  12  die  Glelehnng  der  aog.  Oaculationsebene  vor. 
Snbstitoirt  man  ans  2 in  4,  so  sieht  man,  dass  die  Gleichung  identisch  wird, 
nnd  es  enthllt  also  die  Oaculationsebene  die  Tangente  in  sich.  — Vergl.  die 
bei  201  autgeaUlten  BchriTten,  — ferner  „‘Wilhelm  Seheli  (Fulda  1826; 
Professor  der  Mathematik  an  Marburg),  Theorie  der  Gurren  von  doppelter 
Krümmung.  Leipaig  1899  in  8.,  — etc.“ 


tos.  Die  eitthtlleDden  nnd  deTeloppikeln  Flleken.  Lässt  man 
in  der  eine  Fläche  Torstellenden  Gleichung  F (x,  7,  z,  w)  = 0 die 
Grösse  w nach  nnd  nach  andere  nnd  andere  Werthe  annehmen,  so 
erhält  man  eine  Folge  von  Flächen,  von  denen  je  zwei  auf  einander 
folgende  sich  in  einer  Curve,  der  sog.  CbarakteriiUky  schneiden 
werden,  — die  Folge  aller  dieser  Charakteristiken  aber  bildet  die 
sog.  elnhOllende  Fläche  aller  jener  Flächen.  Ist  speciell  die  ein- 
gehUllte  Fläche  eine  Ebene,  welche  beständig  einer  Geraden  parallel 
ist  oder  durch  einen  gegebenen  Pnnct  geht,  so  heisst  die  einhttllende 
cyilndriache  oder  conUcbe  Fläche;  bei  beiden  sind  die  charak- 
teristischen Cnrven  Gerade,  und  es  sind  daher  beide,  sowie  überhaupt 
alle  Flächen,  welche  sich  als  Ort  einer  Geraden  denken  lassen,  deren 
zwei  nächste  Lagen  derselben  Ebene  angeboren,  developpabely 
d.  h.  sie  lassen  sich  auf  einer  Ebene  ausbreiten,  — während  dagegen 
Flächen,  welche  dieser  letztem  Bedingung  nicht  genügen,  wind* 
•cbler  (gauche)  heissen. 


Die  „Surfaccs  gouches“,  für  welche  KIflgel  im  Deutechen  den  Namen 
„windschiefe  Fllcbeo“  zu  belieben  wusste,  sollen  zuerst  von  Jean-BapUste- 
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Harie-Cbarles  Meanler  de  U Piaoe  (Tonn  1764  — Mainz  1708,  wo  llrni 
eine  Kngel  das  Bein  wegrias;  fjranzOsitcber  Oenie-Obent  und  apkter  Diviaiona- 
general)  in  seinem  „Mdmoire  sur  la  conrbure  des  surfacea  (Mdm.  des  aavants 
dtrangen  X 1776}“  elnUsaUeh  betrachtet  worden  sein. 


S04«  Die  Complanatioo.  Bezeichnet  dO  ein  Flächenelement, 
so  ist  nach  165  nnd  200:4  (s.  Fig.  1) 

^0=  ^Cosn^  ^dx.dy  * 

ein  Ausdruck,  den  man,  um  die  Oberfläche  zu  erhalten,  zweimal, 
z.  B.  zuerst  nach  x und  dann  nach  y,  zu  integriren  hat  Setzt  man 
dx  = P.dy-t-Q.dyt  dy  = P'.dy-f-Q'd^  9 

so  ist  für  die  Integration  nach  x offenbar  y als  constant  anznsehen, 
also  P'dy4-Q'd^  = 0 oder 


p>  P Q' Q P' 

d ^ = ^ . d y und  somit  d x =»  — ^ Q."  — ’ ^ ^ 

zu  setzen.  Für  die  zweite  Integration  ist  sodann  als  constant 
anzusehen,  also  dy  = Q'dy  zu  setzen,  und  für  diese  Werthe  geht 

^ 0=//(PQ'  — QP)n-fp*4-q*d<jp.dV'  » 

über.  So  z.  B.  genügen  der  Kngelgleichung  x'*  -f-  J*  -f-  z*  = r*  die 
Werthe 


X = r Sin  q»  Cos  y = r Sin  qp  Sin  z = r Cos  y> 

also  ist  in  diesem  Fall 


P Q'  — Q P'  = Sin  y Cos  g>  p = — — = — Tg  9 Cos  ifß 

z 

q ^ TgySinv  V14-p^  + q*  = -^ 

/•  = ff  rw  c 2 ff 

I Sincp.d®.dv  = 4r*n  4 

Und  so  weiter. 


Die  Aiten,  und  noch  Arebimedcs,  wuaaten  nur  die  OberllEchen  der 
geraden  Zylinder  und  Kegel,  der  Kugein  und  Kugelzonen  zu  berechnen. 

Hugena  fand  eodann  1667  die  Fikcbe  dee  parabolizohen 
Conoid’s,  und  im  folgenden  Jahre  auch  diejenige  des 
byperboliechen  Conold’z  nnd  des  BphSroidee.  Allgemeine 
Methoden,  wie  die  oben  im  Texte  entwickelte,  wusste 
dagegen  erst  die  Inflnitcsimalrecbnung  aufznstellen.  — 
Dm  den  Schwerpunet  x'  y'  z'  der  Fliehe  O zu  be- 
stimmen, hat  man  offenbar  im  Allgemeinen  die  Glei- 
chungen 

x'.0=//x.d0  y'.0=//y.d0  z'.0=//z.d0  • 

zu  benutzen;  in  speciellen  Fillen  kann  mau  auch  speoiell  Vorgehen.  Soll 
man  z.  B.  den  Schwerpunet  einer  Kugelzone  bestimmen,  so  weise  man  zum 
Voraus,  dass  er  in  der  Senkrechten  vom  Kugelcentrum  auf  die  bestimmenden 


I 
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PenUelebenen  U^,  — ferner,  4us  die  Zone  neeli 
186  die  FUehe 

O :=  3 r X — o) 

bet,  dea  da  cntaprechende  Element  derselben  aber 
die  Fliehe 

dO  = 2rn.d'Z=±3yx.dx  . Cosec.  9 ^ 

= 3yx.ds  = 3ys  \i  x’  + dy* 
und  dass  endlich  nach  134 : 2 


y*  = 2 r X — X*  also  ydy  = (r  — x)dx  oder  y + (“Sx)  “ ^ 
ist.  Es  geht  somit  die  erste  S in 
fß 

x'.(/J— o)=l  X dx=  Vf  (/3*  — «*)  oder  x'=‘/,  (o  + /B) 

a 

Uber,  so  dass  der  Bebrrerpunet  einer  Zone  genau  in  die  halbe  H6he  fiUt. 


SOS«  Die  CnbatlU.  Bezeichnet  d V das  durch  d 0 und  seine 
Projection  auf  X Y bestimmte  prismatische  Körper-Element,  so  ist 
offenbar  (v.  204:Fig.  1) 

dV  = dx.dy'.  z 1 

und  hieraus  hndet  sich  entsprechend  204 

V=//(PQ'-QP')zd9)dV'  * 

So  z.  B.  genügen  der  Gleichung  198 : 4 des  Ellipsoidcs  die  Werthe 

X = a Sin  <p  Cos  i/<  y = b Sin  q>  Sin  yj  z ==  c Cos  q>  8 
wofür  P Q'  — Q P'  = Q b Sin  (jp  Cos  ^ wird ; also  stellt 

^ 2 rr  4 

I a b c Sin  (p  Cos*  mdmdri/  = -5-obCrt  4 

9 = 0 J y.  = 0 T T ^ jj 

das  Volumen  des  Ellipsoides  vor. 

Schon  Arehimedea  lehrte  Kugel,  Bphlroid  und  parabolisches  Conoid  zu 
cubiren , uad  spltcr  wurden  von  Bonaventura  Caralerl  oder  Cavalieri 
(Bologna  1698  — Bologna  1647;  Schüler  Oalilei’s  und  Prorcssor  der  Mathe- 
matik lu  Bologna),  Wallis,  etc.  noch  mehrere  andere  Kdrpor  durch  Sammirung 
von  Reiben  berechnet,  bis  sodann  die  Infinitesimalrechnung  allgemeine  Me- 
thoden, wie  die  im  Texte  Mitgctbeiltc , ermöglichte.  — Für  die  Bestimmung 
des  Sobwerpunctes  x'y'z'  des  Volumens  V bat  man  offenbar  im  Allgemeinen 
die  Gleichungen 

x'.V=///x.dV  y'.V  = ///y.dV  s'.V=///z.dV  S 

zu  benutzen;  in  speeiellen  Fällen  kann  man  aber  anch  hier  wieder  für  Volumen 
und  Bebwerpunet  speciell  Vorgehen.  Hat  man  z.  B.  Körper,  welche  zu  einer 
Axe,  wir  wollen  annebmen  zur  Coordinatenaxe  X,  symmetrisch  sind,  so 
findet  man  Volumen  und  Schwerpunet  eines  zwischen  den  in  den  Abstlnden 
a und  fi  vom  Anfangspuncte  zur  Axe  senkrechten  Schnitten  liegenden  Stückes 
V offenbar  nach  den  einfachem  Formeln 

Vmi^X-dx  V.x'=r^xX.dx  6 

Ja  Ja 

WO  X die  Fliehe  des  dem  Abstande  x entsprechenden  Querschnittes  ist.  60 
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I.  B.  hat  man  beim  EUipeoide  fax  X eine  EUipee  an  eeteen,  deren  Qleidinng 
nach  108 : 4 


?1 

b« 


+ 7T  = 1-^ 


oder 


, deren  Axen  somit  b sind,  und 


= 1 


ist 

nach  143 ; 18 
X 

also  nach  6 


es  ist  daher 


oder 


8 (g  + i?)  (2  0» -»«-/?«) 


4(3n‘  — o‘  — o/»  — /9«) 

Für  ß—a  und  g=  — a,  d.  h.  für  das  ganxe  Ellipsoid,  wird  natOrlidi  x'  = 0, 
wkhrend  nach  7 wie  oben  V = % n b c n folgt 


SQjB«  Die  darstellende  Geometrie.  Zieht  man  von  einem  Pnncte 
(Pole)  Gerade  durch  alle  bemerkenswerthen  Puncte  eines  Gebildes, 
schneidet  diese  Geraden  durch  eine  Ebene,  und  verbindet  die  Durch- 
schnittspuncte  genau  so,  wie  die  Pnncte  am  Gebilde  verbunden 
sind,  so  erhält  man  eine  Polarprojecdon  des  Gebildes.  Ist  der 
Pnnct  das  Auge,  so  heisst  die  Projection  perspectlviocli«  Ist 
dagegen  der  Punct  unendlich  weit  von  der  Bildebene  entfernt,  und 
diese  senkrecht  zu  der  projioirenden  Geraden,  so  heisst  die  Projection 
ortbogonaly speciell  Grundriss  oder  AufrisSy  wenn  die  Bild- 
ebene horizontal  oder  vertical  ist,  — axonomelrlscb , wenn  die 
Projicirenden  mit  drei  zu  einander  senkrechten  Hauptrichtungen  des 
Gebildes  bestimmte  Winkel  bilden  , und  zwar  Isometrlscb , wenn 
alle  drei,  — monodimetriscb , wenn  zwei  dieser  Winkel  gleich 
smd.  — Die  Lehre,  die  räumlichen  Gebilde  durch  Projectionen 
darznstellen , und  mit  Hülfe  dersolben  die  in  der  analytischen  Geo- 
metrie durch  Rechnung  gelösten  Aufgaben  durch  Zeichnung  zu 
lösen,  heisst  darstellende  Geometrie  oder  G^m^trle  des* 
criptive. 

Die  daratellende  Geometrie  wurde  eigentlich  erst  durch  das  Werk  „UMge« 
Le^ns  de  gdomdtrie  descriptive.  Paris  1704  in  4.  (7  4d.  par  Brisson  1847}“ 
wissenschaftlich  begründet,  obechon  einxelne  Parthien  derselben,  nnd  nament- 
lich die  Perspective,  schon  in  viel  früherer  Zeit  bearbeitet  wurden,  vergleiche^ 
X.  B.  „Lambert,  Die  üreie  Perspective.  Zürich  1750  in  8.  (3.  A.  Zürich  1774, 
2 Bde.  in  8.;  fbanx.  Zuric  1750  in  8.)“.  Seit  Monge  ist  dieses  Gebiet  mit 
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einer  reichen  Littermtur  versehen  worden,  ans  der,  nehen  der  schon  TS  er- 
wkhnten  Schrift  von  Ladomus,  etwa  Tnlgcnde  Werke  namhaft  gemaebt  werden 
mögen;  „Lonis  Löger  Valide  (1T84;  Inspectenr  gdnöral  des  ponts-et- 
chaussdes),  Odomdtrie  descriptive.  Paris  1819 — 1825,  S Vol.  in  4.,  und:  Traitd 
de  la  Science  du  dessin.  Paris  1821  in  4.  (2.  dd.  1838),  — Lef^barc  de 
Fourcy,  Traitd  de  gdomdtrie  descriptive.  Paris  1832  in  8.  (ö.  dd.  1843),  — 
.Joseph- Alphonse  Adh^mar  (Paris  1797;  Privatlehrer  der  Mathematik  in 
Paris),  Traitd  de  gdomdtrie  descriptive.  Paris  1834  in  8.  (3.  dd.  1846),  ferner; 
Traitd  de  perspective  lindaire.  Paris  1838  in  8.  (2.  dd.  1846),  und:  Traitd  des 
nmbres  (2.  dd.),  Paris  1852  in  8.,  — C.  F.  A.  Leroy  (17.. — 1854;  Professor 
der  darstellenden  Geometrie  in  Paris),  Traitd  de  gdomdtrie  descriptive.  Paria 
1842,  2 Vol.  in  4.  (4.  dd.  par  Martelet  1855;  deutsch  von  Kanffmann,  Stuttgart 
1838),  — Melchior  Ziegler  (Winterthur  1801;  Ingenieur),  Darstellende  Geo- 
metrie. Winterthur  1843  in  4.,  — Tbdodorc  Olivier  (Lyon  1793  — Lyon 
1853;  Professor  der  darstellenden  Geometrie  in  Paris,  und  Mitbegründer  der 
£oole  oentrale),  Conrs  de  gdomdtrie  descriptive.  Paris  1845  in  4.  (2.  dd.  1862; 
Additions,  Compldments,  Ddveloppements,  Mdmoires  1843—1851,  4 Vol.  in  4.), 

— Julius  Wetsbaeh  (Mittelschmiedeberg  bei  Annaberg  1806;  Bergrath  und 
Professor  der  angewandten  MathemaUk  in  Freiberg),  Anleitung  aum  axono- 
metriseben  Zeichnen.  Freiberg  1657  in  8.,  — Karl  Theodor  Anger  (Danzig 
1803  — Danzig  1858;  erst  OehOlfe  von  Beseel,  dann  Professor  der  Mathematik 
zu  Danzig),  Elemente  der  Projectionslehre  mit  Anwendung  der  Perspective 
auf  die  Geometrie.  Danzig  1858  in  8.,  — G.  Delabar»  Professor  der  Mathe- 
matik zu  St.  Gallen  : Ueber  die  verschiedenen  Projectionsarten  im  Allgemeinen, 
und  die  azonometrlschen  und  parallel-perspectivischen  im  Besondem.  8t.  Gallen 
1860  in  4.,  — Jnles-Antoine-Rend  MaUlard  de  La  Cktnmerle  (1814;  Pro- 
fessor an  der  Nicole  polytechnique  in  Paris),  Traitd  de  perspective  lindaire. 
Paris  1859  in  4.,  und:  Traitd  de  gdomdtrie  descriptive.  Paris  1800 — 1864, 
3 Part,  in  4.,  — Babinet  et  Blum,  Eidmonts  de  gdomdtrie  descriptive.  Paris 
1860  in  8.,  — Tllseher,  Die  Lehre  der  geometrischen  Belenchtungsconstroc- 
tionen.  Wien  1862  in  8.,  — Rudolf  Staodlgl , GmndzOge  der  Reliefper- 
spective. Wien  1868  in  8.,  — Joseph  Seblealnger,  Docent  ln  Wien:  Die 
darstellende  Geometrie  im  Sinne  der  neueren  Geometrie.  Wien  1870  in  8., 

— etc.“ 


XX.  Di«  Hethode  der  kleinsten  Qnadnte. 

7 

SOT.  SrnndsAti  der  lethode  der  kleinsten  Qnadrste.  Wird  eine 
Grösse  B unter  Vermeidung  constanter  Fehlerquellen  wiederholt, 
z.  B.  n-mal,  bestimmt,  so  hat  offenbar,  sobald  n gross  genug  ist, 
um  das  Erscheinen  jedes  zufälligen  Fehlers  in  -|-  und  — gleich 
wahrscheinlich  zu  machen,  das  arlthmellscbe  Mittel 

M = — 2-b  I 

n 

sämmtlicher  Bestimmungen  bi,  b2,...bg  die  grösste  Wahrscheinlich- 
keit für  sich.  Denkt  man  sich  aber  alle  beobachteten  Werthe  wie 
Puncte  im  Raume  verbreitet,  so  entspricht  (196)  der  so  eben  bc- 
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sprochcnc  Vahrecheinlichste  Werth  ihrem  Schwerpnncte.  Die  Ent- 
femiuigen  der  Pancte  von  dem  Schwerpnncte  werden  durch  'die 
Abweichungen  der  Beohachtungswerthe  von  dem  Mittel  ersetzt,  und 
die  Constanten  sind  bei  gleicher  Güte  der  Beobachtungen  sämmtlich 
gleich,  also  z.  B.  gleich  einer  Einheit,  zu  setzen.  Es  muss  also 
(133,  196)  für  den  wahrscheinlichsten  Werth  die  Somme  der 
Felilerqaadrate  ein  Mlnlmom  sein,  und  dieses  ist  der  Funda- 
mentalsatz der  von  Qanss  und  Legendre  eingeführten  Methode  der 
kleinsten  Quadrate. 


Die  Bedeutung  und  Berechtigung  des  arithmetischen  Mittels  besprachen 
schon  Simpson  in  seiner  Abhandlung  „On  the  Advantage  of  taking  the 
Mean  of  a Number  of  Observations  in  Fractical  Astronomy  (Phil.  Trans. 
1766)“,  Lambert  in  seiner  „Photometria.  Aug.  Vind.  1761  in  8.*^,  etc.  — 
Hat  man  nach  1 das  Mittel  ans  n Beobachtungen  bestimmt,  und  k6mmt  eine 
neue  Beobachtung  b hinzu,  so  kann  man  das  neue  Mittel  nach  der  Formel 

n 1 ' n + 1 

berechnen.  — Vergleicht  man  die  einzelnen  Beobachtungen  mit  ihrem  Mittel, 
und  setzt  z.  B. 


b,  — M = v,  b,  — M = v,  ba — H = Va  S 

so  stellen  die  v die  wahrscheinlichen  Fehler  der  Beobachtungen  vor,  und 
dabei  ist  offenbar 

2'V  = V, -fv, -f -|-Va=0  4 


Bei  jeder  Gattung  von  Beobachtungen  sind  Fehler  bis  zu  einer  gewissen 
OrSsse  als  klein  und  beinahe  nothwendig  in  betrachten,  wlhrend  merklich 
grSssere  Fehler  nur  ausnahmsweise,  und  je  grösser,  desto  weniger  verkommen 
werden;  es ^ hingt  also  die  Wahrscheinlichkeit,  einen  Fehler  der  Grösse  v 
in  begeben,  irgendwie  von  der  Grösse,  aber  sicherlich  nicht  von  dem  Zeichen 
dieses  Fehlers  ab,  kann  also  als  eine  symmetrische  Function  desselben  an- 
gesehen und  1.  B.  mit  9 (v)  beseicbnet  werden,  — und  wenn  man  sich  die  v 
als  Abscissen,  die  9 (v)  als  Ordinaten  anfgetragen  denkt,  so  wird  man  eine 
die  wahrscheinliche  Fehlervertbeilung  darstellende,  symmetrische  und  sich  nach 

beiden  Seiten  rasch  der  Aze  nihernde 
Curve  erhalten.  Die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  der  Fehler  zwischen  den  Grenzen 
v und  v-|-dv  liege,  ist  (86)  gleich  der 
Summe  der  Wahrscheinlichkeiten  aller 
zwischen  diesen  Grenzen  enthaltenen 
Fehler,  also  (entsprechend  140)  gleich  9 (v)  . d v,  und  somit  die  Wahrscheinlich- 
keit, dass  er  zwischen  die  Grenzen  — c und  -1-c  oder  — 00  und  -j-oo  falle, 
c ^-t-  00 

9(v)dv  oder  fG)dv  S 

— c J — 00 

da  1 der  Gewissheit  entspricht  Bezeichnet  W die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
in  einer  Reihe  von  n gleich  guten  Beobachtungen  die  Fehler  v,  v, . . . Vd  ver- 
kommen, so  ist  nach  86 

W = 9(v,)  . 9(v,) 9(v.)  « 

und  zwar  muss  W,  wenn  diese  Fehler  nach  8 berechnet  werden,  also  nach 
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nnscrem  Orundsstze  die  grOeste  Webrscbeinliclikeit  für  sich  lukbeo,  aocb  ein 
Maximum  annehmen,  d.  b.  es  mnss  nach  und  63 


1^1 

dM 


"!*•  ••  + 


/ d.y(v,)  dv.  d.»(v.) 
d M \^p  (V,)  . d V,  ■ d lil  ' 9 (v,) . d V,  ■ 

fDr  die  aus  3 folgenden  Werthe 

d V,  d V,  d Vn  , 

• TM~Tm'“ dM  ~ 

au  Nnll  werden,  d.  h. 

d.y(T|)  d.y(v,)  d.yCv,) 

y (V,) . d V,  (v,)  . d V,  f (v.) . d v„ 

sein,  WM  ln  Vergleichung  mit  4,  wenn  2a  eine  Conetante  ist, 

d-y<v) 


d ■ y (Vn)  d Va 
9 (v«)  . d V. 


d Va\ 

dM/ 


2 a V = 


d . 9 (v) 


oder 


2 a V . d v = 


f W • d V 

bedingt,  oder,  wenn  o eine  Conetante  ist, 

B V* log c = log  y (v)  oder  f(v)  = c.e*’*  * 

BO  dass  6 in  , . , ^ 

W = c*.e*('i  +’»  + * 

übergebt  Da  nach  dem  angenommenen  Orundeatie  kleinere  Fehler  eine 
grSseere  Wahrscbeinlichkeit  haben , so  muss  offenbar  a negativ  sein , kann 
also  a.  B.  dnrch  — h*  ersetxt  werden.  — Setat  man 


■=/: 


'.dx 


so  ist  auch 


'=/: 


4-00 


,-'Vd3 


also  stellt  nach  206  : 1 

r+o°  r+°° 


V« 


/■+■  oo  oo  _ /•-!-  oo  /•-(-  oo 

j e~**'^'*’dx.dy=r  j C-dz.dy 

— (xJ — oo  J — oo*f— oo 


das  Volumen  des  von  einer  in's  Unendliche  ausgedehnten  Flüche  der  Glei- 
chung a = e -•**  ■*■*’’  begrcnaten  Körpers  dar.  Da  aber  hiernach  a für  alle 
Puncto  der  Kbenc  X Y , welche  vom  Anfangspuncte  denselben  Abstand 
r = >^-f-y*  haben,  gleich  wird,  so  ist  diese  Oberflüche  durch  Rotation  um 
die  Axo  der  Z entstanden,  also  kann  der  Körper  als  eine  Bumme  von  anr 
Ebene  der  XY  senkrechten  Zylinderschalen  des  Volumens  2ra.dr.z  be- 
trachtet werden,  also  muss  auch 

/oo  roc  roo  "1 

2rn.a.dr  = nJ  c “ . d (r«)  = — » |^  e-'’J  = » 

sein,  — also  hat  man  das  bestimmte  Integral 

c “ . d x = y'ir  ' 9 


welches  auerst  Ciinehy  auf  diese  Weise  erhalten  haben  soll.  Nach  5 und  7 
ergibt  sich  hiernach 

/4"  /.  r'-l-  oo  „ . 

f(V).dv  = -j-  I c ~ h . d vor  also  c=  _ 

— oo  "J_oo  " Vn 


oder  also 


9 (v)  = 


10 
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Nimmt  man  die  constante  OrSase  h als  Einheit  an,  so  erhUt  man  nach  dieser 
Formel  die  znsammengchSrigen  Werthe  • ' • 


V 

P(v) 

V 

V W 

V 

9(v) 

0,0 

0,8642 

0,7 

0,8456 

1,4 

0,0795 

0,1 

8586 

0,8 

2975 

1,5 

596 

0,2 

5421 

0,9 

2510 

1,6 

436 

0,3 

5186 

1,0 

2076 

1,1 

314 

0,4 

4808 

1,1 

1682 

1,8 

221 

0,8 

4394 

i,a 

1337 

1,9 

153 

0,6 

3936 

1,8 

1041 

2,0 

103 

mit  deren  Hülfe  die  obige  Curvc  construirt  wurde.  — Für  denselben  Werth 
von  c geht  8 in 

W = (-^y  .e-“  '^*'  II 

über,  woraus,  wie  Übrigens  schon  aus  8,  geschlossen  werden  kann,  dass  ein 
Maximum  von  W einem  Minimum  von  v*  entspricht,  — dass  also  der 
schon  im  Texte  gegebene  und  dort  entsprechend  meiner  „Note  zur  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  (Bern.  Mittb.  1840)“  abgeleitete  Fundamentalsatz  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  auch  auf  diese  Weise  als  nothwendige  Folge 
des  fllr  das  arithmetische  Mittel  angenommenen  Omndsatses  erwiesnn  werden 
kann.  — Die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  hatte  sich  schon  1795  der 
damals  erst  ISjihrlge  Gausn  zur  Berechnung  der  Planetenbahnen  ausgedacht, 
aber  erst  1809  in  seiner  „Tbeorla  motus“  davon  öffentliche  Kenntniss  ge- 
geben, — mindestens  drei  Jahre  sp&ter,  als  sie  nnabhSngIg  von  ihm  durch 
Legendre  gefunden  und  in  seinen  „Nouvelles  möthodes  pour  la  dötermina- 
tion  des  orhites  des  comötes.  Paris  1806  in  4.“  publicirt  worden  war,  — und 
nur  wenig  frllhei,  als  auch  Laplaee  diesem  Gegenstände  io  seiner  „Thdorie 
analytique  des  probabilitds  (v.  35)“  einen  eigenen  Abschnitt  gewidmet  hattej 
es  ist  somit  die  PrioriUttsfrage  etwas  zweifelhaft,  wahrend  dann  allerdings 
Gaoss  nachmals  durch  sein  fundamentales  Werk  „Theoria  combinatlonis 
observatlonum  erroribus  minimis  obnoxiie.  Oottingn  1821 — 1826  ln  4.  (Franz, 
durch  Berirand  mit  BeifDgung  der  frühem  Abhandlungen  von  Oauss,  Paris 
1856  iu  8.)“  alle  seine  Vorgänger  überglänzte.  — Znr  Vervollständigung  der 
Literatur  sind  noch,  ausser  den  in  35  genannten  Werken  von  Hagen,  Liagre, 
etc.,  anzuführen:  „Caaeby,  8ur  le  systöme  de  valenrs  qu’il  faut  attrlbuer  ä 
divers  dldmens,  ddterminds  par  un  grand  nombre  d'observations,  pour  que  la 
plus  grande  de  toutes  les  erreurs,  abstraction  faite  du  eigne,  devienne  un 
Minimum  (Jonm.  de  l’dcole  polyt.  13),  — Job.  Franz  Eneke  (Hamburg 
1791  — Spandau  1865;  Professor  der  Astronomie,  Dlrector  der  Sternwarte 
und  Secretär  der  Academie  in  Berlin;  vergl.  sein  „Leben  und  Wirken“  von 
Bruhns,  Leipzig  1860),  lieber  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  (Berl.  Jahrb. 
1834 — 1836),  — Gerling,  Die  Ausgleicbungsrechnungen  der  practischen 
Geometrie.  Hamburg  1843  in  8.,  — Wilhelm  Densler  (Sulgen  im  Thurgau 
1811 ; Lehrer  der  Mathematik  am  Schullehrer-Seminar  in  Küssnacht,  und  später 
an  der  ZOrcher-Hocbsohnle),  lieber  den  Fundamentalsatz  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  (Zürch.  Mitth.  Bd.  2),  — Alexis  Sawitach  (Bjelowodsk 
im  Gouvernement  Charkow  1811;  Professor  der  Astronomie  und  Geodäsie  zu 
Petersburg),  Die  Anwendung  der  Wahrscheinlichkeitstheorie  auf  die  Berech- 
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nung  der  Deobachtangen  und  geodltiscben  Meeaungen  oder  die  Methode  der 
kleiniten  Qoadrate.  Petcrsbnrg  1867  io  8.  (Rueaiacb;  deuUds  von  Laie,  Httan 
1888  in  8.),  — Dienger.  Die  Ausgleichung  der  Beobachtungsfehler  nach 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrateummen.  Braunschweig  1857  in  8.,  Elie 
Ritter  (Genf  1801  — Genf  1862;  Lehrer  der  Mathematik  in  Genf))  Manuel 
de  rapplicaUon  de  la  mdthode  des  moindres  carrds  au  calcul  des  obaervaUons. 
Paris  1858  In  8-,  — George  Biddell  Alry  (Alnwiek  in  Northnmberland  1801; 
früher  Professor  der  Astronomie  und  Physik  su  Cambridge , jetst  Director 
der  Sternwarte  sn  Greenwich),  On  the  algebraical  and  numerical  theory  of 
errors  of  observations  and  the  oomblnation  of  observations.  Cambridge  1861 
in  8.,  — W.  V.  Freeden,  Rector  der  Oldenbnrgischen  Navigationsschule: 
Die  Praxis  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  für  die  BedOrftiisse  der  An- 
fänger bearbeitet.  I.  Braunschweig  1868  in  8.,  — Peter  Andreas  Hannen 
(Tondem  in  Schleswig  1795;  Director  der  Sternwarte  sn  Gotha),  Von  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  im  Allgemeinen  und  in  ihrer  Anwendung  auf 
die  Geodüsie.  Lcipsig  1867  in  8.  (Auch  Bd.  8 der  Abhandl.  der  sichs.  Ges.), 
— Fr.  Fad  de  Bruno,  Professor  der  Mathematik  in  Turin,  Traitd  dldmentalre 
du  calcul  des  erreurs.  Paris  1866  In  8.,  — Bacyer,  Wissenschaftliche  Be- 
gründung der  Rechnungsmethoden  des  Centralburean’s  der  enropMsehen  Grad- 
messung: I.  Die  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  □.  Die  Anwendung  der- 
selben auf  die  Geodüsie.  (Als  Manuscript  gedruckt).  In  4.,  — etc.“ 


S08.  Theorie  der  Fehler  bei  directen  BestimmoDgeiL  Hat  man 

fflr  eine  Grösee  B eine  Anzahl  n gleich  znrerläesiger  Bestimmungen 
b|b}...hD  der  Fehler  +f|fj...fn  erhalten,  so  dass  immer  B = b 
+ f , so  findet  man  durch  Addition  im  Mittel 

B = -^2'b-+-  — A’(+f)  = M-f  ab  1 

11  n 

wo  M das  Mittel  der  sämmtlichen  Bestimmungen  und  A B der 

Fehler  des  Mltlels  ist.  Setzt  man 

v = M — b m = \/^  f=]/^  S 

' n “ n 

d.  h.  bezeichnet  durch  t die  Abweichung  einer  Bestimmung  vom 
Mittel,  durch  m die  mittlere  AbwelCbung  einer  solchen  vom 
Mittel,  und  durch  f den  mittlern  Fehler  einer  Bestimmung,  so 
hat  man  nach  207 


= jpv*-i-n.  ab* 

und  nach  1 

also  am  wahrscheinlichsten 

yn  f2 

AB*=v-^*-  = -5- 

n*  n 

und  somit  nach  3 und  2 

f * = m*  — oder 

n 


oder  f*  = m*  -f-  A B* 


s 


4 

4 
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Für  Beobachtungen  von  verschiedenen  mittlern  Fehlem  f|  und  f| 
mittelt  man  aus,  welche  Anzahl  7Pi  einen  ein  ebenso  gutes 
Resultat  als  eine  Anzahl  Vpz  der  andern  erzeuge,  d.  h.  man  setzt 
nach  4 


woraus  Pi : Pz  = fz* : fi* 


f|  ■ fz 

Fl:  Pi  Vl:p* 

folgt,  und  diese  relativen  Zahlen  p,  die  sog.  Gewiebte  der  Be- 
obachtungen, treten  nun  an  die  Stelle  der  bisdahin  gleich  der  Ein- 
heit gesetzten  Constanten,  so  dass  nun 


B = -f-  ^ während  m = und 


mittlere  Abweichung  und  mittlern  Fehler  in  Beziehung  auf  die  an- 
genommene Gewichtseinheit  bezeichnen.  Endlich  ist  noch  beizufügen, 
dass  man  häufig  die  Grösse  f'  = 0,674486  . m , d.  h.  den  Fehler, 
von  dem  es  eben  so  wahrscheinlich  ist,  dass  er  erreicht  als  über- 
schritten wird,  als  sog.  wahrBCheInlichen  Fetaler  einführt 


Um  4 tu  erhalten,  hat  man  eich  den  vorhergehenden  Werth  von 

f.*-t-t.*  + ..-±2f,f,±2f,f,±Zf,f,±... 

^B»= 


fOr  alle  möglichen  Combinationen  der  Zeichen  -f-  »»d  — aufituchreiben , und 
aus  den  eZmmtUchen  Werthen  das  Mittel  an  nehmen ; da  hiebei  sich  an  jeder 
bei  den  doppelten  Producten  ergebenden  Zeichenfolge  auch  die  entgegen- 
geaetate  finden  wird,  ao  mfiaaen  sich  im  Mittel  offenbar  alle  diese  doppelten 
Producte  anfheben.  — FOr  p«  = 1 ergibt  sich  nach  6 fofort  p,  = nod 
wenn  man  also  das  Fshlerqnadrat  einer  Beobachtung  mit  ihrem  Gewichte 
multiplicirt,  so  reducirt  man  dadurch  diese  Beobachtung  auf  eine  Beobachtung 
des  Gewichtes  1 ; es  ist  daher  2*  P v*  die  Summe  der  Fehlerquadrate  von 
n Beobachtungen  des  Gewichtes  1,  und  daher  stellen  nach  2 und  6 


m 


für  eine  solche  Beobachtung  mittlere  Abweichung  vom  Mittel  und  mittleren 
Fehler  vor.  Das  Mittel  hat  nun  aber  nach  133  das  Gewicht  £ p , also  muss 
nach  S 


AB*:f«  = l:2'P  oder 


AB  = 


sein,  womit  7 erwiesen  ist  — Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Fehler 
zwischen  den  Grenzen  — c und  -|-c  liege,  ist  nach  207  :5,  10,  9 


•I-  e b 
— eh 


e-“.dt  = -^r\-'*.dt  = 

V"  J o 

dt=l--i^r°°e-‘’.dt  8 

V7J  , 


wo  h.v  = t,  und  ch  = T gesetzt  wurde.  Ist  aber 
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U=e"J^  e—’dx  so  folgt  ^=ze".2t.J°°c— ’.di— e'Ve-'*=2t.U-l  9 
und  somit 

■‘_’U_2t  •^“4-2U  ÜH_2tl’“4-2  2 ^‘^-2t'*^4-2  8^ 

dt»  dt  dt»  ~ dt» dt  ’ dt*  dt»  dt» 


alao  allgemein 


oder 


d«+'u  ^2ti:iL+2„'‘* 


dt“ 


dl“ 


dt“ 


d“U 


(n  + l)U.^,=2tU.  + 2U„_,  wo  U,  = und  U,  = U IO 

b I d t 

Bierens  folgt  eher 
ü._,  (n  + l)U.^, 


— 2 t oder 


D. 


l;2t» 


2tU. 


l-(n+l)U.^,:(2tUJ 


und  somit  neoh  B successive,  wenn  1 : 2 t»  = q gesetzt  wird, 
1 1 1 


2t. U = 


1- 

2t  U 


1+  q 

1 - 2U, 

2 tu, 


1+  q 


1 + _q 

1+  2q^ 

1 -|-  8 q 


l + _2q 

1—  au, 

2tU, 


II 


1+  4q 


1 -j-  . . . 

Wendet  men  diese  von  Laplnee  in  solcher  Weise  zuerst  ensgefDbrte  Ent- 
wicklung euf  8 en,  so  erbUt  men 

1 1 


w=  1 — 


T.|/^.e^’  1+  Q 


I« 


1-f-  2Q 

1+  8Q 

1 + . • • 

wo  Q=1:2T»,  und  kenn  somit,  de  für  KettenbrOche  der  Form  b,;(s,-|- 
b, : (e,  ) die  29  : 1 enaloge  Recursion 


A. 


®,_i  ■ ®.  +B,. 


• b. 


IS 


A»_i  • «.  + A._,  . b. 
erhelten  wird,  ohne  Schwierigkeit  mit  jeder  beliebigen  Oenanigkeit  Rlr  ver- 
schiedene Argumente  T den  Werth  von  w berechnen,  so  z.  B.  die  von  Bnckc 
(Berl.  Jahrb.  f.  1834)  gegebene  Tafel  construiren , von  der  das  TIfelchen 


T 

w 

T 

w 

T 

w 

0,0 

0,0000 

0,7 

0,6778 

1,4 

0,9623 

0,1 

1126 

0,8 

7241 

1,6 

9661 

0,2 

2227 

0,9 

7969 

1,6 

9768 

0,3 

3286 

1,0 

8427 

1,1 

9838 

0,4 

4284 

1,1 

8802 

1,8 

9891 

0,6 

6205 

1,2 

9103 

1,9 

9928 

0,6 

6039 

1,3 

9340 

2,0 

9953 
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einen  kleinen  Auszug  enthklt,  und  aus  der  z.  B.  durch  Interpolation  gefunden 
werden  kann,  dass 

w = V,  und  T = 0,476036  = p 
mit  einander  correspondiren , also  der  w = '/t  entsprechende  Werth  von 
c = T : h 

„ 0.476036  a • 

f =-—-=¥ 

dem  itn  Texte  eingcfUhrtcn  wahrscheiniichen  Fehler  entspricht.  — Um  endlich 
noch  h zu  bestimmen,  hat  man  nach  2 und  207  ;ll 


W 

also 


=(w) 


.e  oder  logW  = nlogh ^loga  — n.m*.h* 


dW 

dh 


= n . W — 2 hm«) 


Es  wird  also  W ein  Maximum,  wenn 


4-  — 2hm»  = 0 
0 


oder 


1 


h = — 

m yiT 


fS 


und  hlefDr  gebt  14  in 

f' = 0, 476936.  m vT  = 0,674486.  m 16 

über.  Ist  f'  bestimmt  und  ist  t“  irgend  ein  anderer  Fehler,  so  ist  dessen 
Wahrscheinlichkeit  nach  8 


2 r'"' 


'.dt: 


/: 


.dt 


II 


und  Eneke  hat  am  oben  angefOhrten  Orte  neben  der  Tafel  mit  dem  Argu- 
mente T auch  eine  solche  mit  dem  Argumente  i"  : f'  gegeben,  von  welcher 
das  Tkfelchen 


f» : f' 

1 

f»  . fd 

j 

w 

f“ : f' 

w 

f"  1 f‘ 

w 

f" : f' 

w 

0,0 

' 0,0000 

1,0 

0,5000 

2,0 

0,8227 

3,0 

0,9570 

4,0 

0,9930 

1 

0538 

1 

5419 

1 

8434 

1 

9635 

1 

9943 

2 

1073 

2 

6817 

2 

8622 

2 

9691 

2 

9964 

3 

1604 

8 

6194 

3 

8792 

3 

9740 

3 

9963 

4 

2127 

4 

6550 

4 

8945 

4 

6782 

4 

9970 

6 

2641 

5 

6883 

5 

9083 

6 

9818 

5 

9976 

6 

3143 

6 

7195 

6 

9205 

6 

9848 

6 

9981 

7 

3682 

7 

7485 

7 

9314 

7 

9874 

7 

9986 

8 

4105 

8 

7763 

8 

9411 

8 1 

9896 

8 

9988 

0 

4562 

9 

8000 

9 

9495 

9 j 

9915 

9 

9991 

1,0 

5000 

2,0 

8227 

3,0 

9570 

4,0 

9930 

5,0 

9993 

ebenfalls  einen  Auszug  gibt.  Da  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Fehler 
innerhalb  gewisser  Grenzen  Hegt,  mit  dem  VerbUtnisse  der  Anzahl  der  zwi- 
schen diesen  Grenzen  liegenden  Fehler  zur  Anzahl  aller  Fehler  Qbereinstimmen 
muss,  so  ergibt  sich  aus  demselben,  dass  z.  B. 

264%«  der  Fehler  <0,&f'  sind,  oder  264  %,  zwischen  0,0  f‘  und  0,S  f' 


500  1,0  ....  236  ....  0,5  ..  1,0 

688  1,5  ...  . 188  ...  . 1,0  ..  1,6 

823  2,0  ...  . 135  ....  1,5  ..  2,0 

908  2,5  ...  . 85  ....  2,0  ..  2,6 

967  8,0  ...  . 49  ....  2,5  ..  8,0 

Wo  Ir,  HojulSoeb.  I.  18 
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liegen  werden,  etc.,  und  in  der  That  bcatltigt  sich  diess  durch  die  Erfahrung. 
So  hat  z.  B.  BesacI  in  seinen  bcrOhniten  „Fundamentis  astronomln“,  auf  die 
natürlich  erst  splter  eigentlich  eingetreten  werden  kann,  für  eine  Reihe  von 
470  Bestimmungen , welche  der  ausgezeichnete  Beobachter  James  Bradlejr 
(Shireborn  1602  — Chalford  1702;  erst  Pfarrer,  dann  Professor  der  Astro- 
nomie zu  Oxford , zuletzt  Director  der  Sternwarte  zu  Greenwich)  machte, 
f'  = 0'',2637  gefunden,  und  somit  corrcspondlren,  wenn  z die  der  Fehler, 
z' = 0,470.  z die  Anzahl  der  bei  Bradley  zu  vermuthenden  Fehler  bezeichnet, 


f“ 

f"  : f' 

w 

0,0 

0,000 

0,000 

0,1 

0,379 

0,202 

0,2 

0,758 

0,391 

0,3 

1,138 

0,557 

0,4 

1,517 

0,694 

0,5 

1,896 

0,799 

0,6 

2,275 

0,875 

0,7 

2,654 

0,927 

0,8 

3,034 

0,959 

0,9 

3,413 

0,979 

1,0 

3,792 

0,990 

oo 

oo 

1,000 

z 

z' 

z" 

202 

65 

04 

189 

89 

88 

166 

78 

78 

137 

64 

58 

105 

50 

51 

76 

36 

36 

52 

24 

26 

32 

16 

14 

20 

9 

10 

11 

5 

7 

10 

5 

8 

wkhrend  z"  die  Anzahl  der  wirklich  vorgekommenen  Fehler  angibt.  Wie  sich 
überhaupt  durch  die  Erfahrung  die  aufgestellten  Principien  bewähren,  zeigen 
auch  die  38  besprochenen  Würfelversuche  auf  das  Eclatanteste.  So  z.  B. 
wurden  durch  dieselben  für  die  Erfabrungswahrsehelnlichkeit  einen  bestimm- 
ten unpaaren  Wurf  zu  erhalten,  aus  10000  Würfen  15  Werthe  gefunden,  und 
wenn  man  diese  als  Beobachtungen  b betrachtet,  so  erhält  man  unter  An- 
wendung der  frühem  Bezeichnungen,  jedoch  nun  natürlich  z‘  = 0,015.z  setzend; 


b 

V 

V« 

0,0530 

18 

324 

487 

70 

4900 

515 

42 

1704 

566 

— 6 

81 

512 

46 

2023 

568 

-11 

121 

618 

-61 

3721 

639 

— 82 

6724 

599 

— 42 

1764 

531 

26 

670 

549 

8 

64 

508 

49 

2401 

012 

- 55 

3023 

638 

19 

361 

570 

— 13 

109 

f" 

f“ : f' 

w 

0,0000 

0,000 

0,000 

OlO 

0,357 

0,190 

030 

j 1,072 

0,530 

000 

2,143 

0,862 

100 

3,572 

0,984 

OO  I 

oo 

1,000 

z 


160 

340 

322 

132 

16 


z' 


3 

5 

5 

2 

0 


z“ 


2 

5 

5 

3 

0 


M = 0,0557 


i^v  = + 4 2’v*  = 28120 


>=V~  = 0,0043 


f‘=z0,647.m  = 0,0028 


f=y~  = 0,0045  = = 0,0012 

B = 0,0557  + 0,0012 

anstatt 

B=  0,0556 


Ist  für  roehrcre  aus  n,,  n^,...  Beobachtungen  bestehende  Reiben  der  mittlere 
Fehler  einer  einzelnen  Be.'ttimmung  derselbe,  so  verhalten  sich  die  Gewichte 
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Pi  = Pi  = ! — = ”i  = "t 


etc. 


18 


der  aas  den  einzelnen  Reihen  abgeleiteten  Resultate  nach  4 and  6 

ft 

II,  Ol 

d.  h.  es  kann  das  Gewicht  durch  die  Aniahl  der  Beobachtungen  ersetzt 
werden.  So  wurden  in  Marburg  unter  Leitung  von  Gerling  fUr  einen  ge- 
wissen Winkel  mit  einem  Breithaupt’schen  'Iheodoliten  folgende  W'erthe  ge- 
funden, deren  jeder  als  Mittel  aus  der  neben  ihm  stehenden  Anzahl  p einzelner 
Beobachtungen  hervorgegangen  war : 


b 

P 

p.b 

V 

P ■ 

V* 

p V* 

U « •• 

17  56  45,00 



5 

225,00 

— 5,22 

— 26,10 

27,248 

136,24 

31,25 

4 

125,00 

8,53 

34,12 

72,761 

291,04 

42,50 

5 

212,50 

— 2,72 

— 13,60 

7,398 

36,99 

45,00 

3 

135,00 

— 5,22 

— 15,66 

27,248 

81,74 

37,60 

3 

112,50 

2,28 

6,84 

5,198 

15,59 

38,33 

3 

114,99 

1,45 

4,35 

2,103 

6,31 

27,50 

3 

82,50 

12,28 

36,84 

150,798 

452,39 

43,33 

3 

129,99 

— 3,55 

— 10,65 

12,603 

37,81 

40,63 

4 

162,52 

— 0,85 

— 3,40 

0,723 

2,89 

36,25 

2 

72,50 

3,53 

7,06 

12,461 

24,92 

42,50 

3 

127,50 

— 2,72 

— 8,16 

7,398 

22,19 

39,17 

3 

117,51 

0,61 

1,83 

0,372 

1,12 

45,00 

2 

90,00 

— 5,22 

— 10,44 

27,248 

54,49 

40,83 

3 

122,49 

— 1,05 

— 3,15 

1,103 

3,31 

Es  ergeben  eich  aus  diesen  Beobachtungen  entsprechend  7 succcssivo 
n = 14  rp  = 46  l’pb  = 1830,00  M = — 


2'p  = 46 
2’pv  = -0,12 

also  cndlioh 


2*  p b = 1830,00  M = = 39“, 78 

2"  p V«  = 1 167,03  f = * = ± ö",475 

f 

AB  = - 


Vip 


+ 1",397 


B = 17»56'39",78±  l“,40 
als  bester  W'erth  des  Winkels. 


S09.  Theorie  der  Fehler  bei  iDdirekten  BestimmoogeD.  Kann  eine 
Grösse  t nicht  direkt  beobachtet,  sondern  muss  sie  ans  beobachteten 
Grössen  tj  t2 . . . durch  Rechnung  abgeleitet  werden,  und  ist  z.  B. 

t = a aj  ti  -|-  a2  tj  -1- . . . -f-  a»  tn  1. 

wo  a aiSj...  Constante  sind,  so  hat  man,  wenn  f fitV--  die  Fehler, 
und  p piPj...  die  Gewichte  der  t t]tj...  bezeichnen,  offenbar 
if=  + a|fj  + a2f2+...  oder  f*=ai*fi*-t-a2*f2*  + ...  + 2aia2fif2+-” 
also  im  Mittel 

fz  = 2‘a*f2  oder  — = 2 

P P 

Ist  aber  t = f (tj , t2, . . . t.)  3 

18* 
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= (t^)  + (“d^V‘2  • • + ( dtV) 


und  substituirt  man  in  diese  partiellen  Differentialquotienten  die  be- 
obachteten und  berechneten  Werthe,  so  erhält  man  für  sie  Zahlen 
8]  82...  Ersetzt  man  daher  noch  die  dt,  dt],  dt2,...  durch  f,  fj, 
f{ , . . . , so  reducirt  sich  der  durch  3 ausgedrückte  allgemeine  Fall 
auf  den  vorhergehenden. 

Um  2 zu  erhalten,  ist  genau  dieselbe  Ucberlegung  ansuwenden,  welche 
lur  Ableitung  von  208  ; 4 gebraucht  wurde.  — Ist  eine  LSnge  oder  ein  Winkel 
X aus  zwei  gemessenen  Theilcn  zusammenzusetzen,  und  haben  diese  Theile  die 
Unsicherheiten  f,  und  f„  oder  die  Gewichte  p,  und  p„  so  hat  man  nach  l und  2 


x = a -|-  b 


oder 


PiPt 


i-  = -L  + J-  . 

' P Pi  Pt  Pi  + Pt 

So  gibt  z.  B.  GerliDK  an,  es  sei  für  den  einen  Thell  eines  Winkels  durch 
25malige  Repetition  mit  einem  Theodoliten,  bei  welchem  man  den  mittlem 
P'ehler  einer  einfachen  Messung  zu  + 4"  annehmen  könne,  109“  41'  4",44 
gefunden  worden , — für  den  andern  Thcil  durch  SOmalige  Repetition  mit 
einem  Theodoliten  des  Fehlers  + 9"  aber  40“  26'  84",26.  In  diesem  Falle 
hat  man  nach  5 und  208 ; 4,  6,  wenn  man  das  Gewicht  einer  einfachen  Messung 
am  ersten  Theodoliten  als  Einheit  nimmt, 

f,  = — Lt  = ±0",800  f,  = — ?^z=-t-l",043 

4«.  30 


125 
p,  = 25 


Pt=- 


. 25  = 5,92 


P = 


f=  V'fi^+'f,*  = + 1",828 
25x6,92 


25  -f  6,92 


= 4,79 


25.1)« 

X = 160“  7'  38",70  + 1",828 

eine  Genauigkeit,  welche  man,  nach  dem  Werthe  von  p zu  sehliessen,  schon 
durch  fünfmalige  Messung  des  ganzen  Winkels  mit  dem  ersten  Theodoliten 
mehr  als  erreicht  hätte.  — Ist  eine  Qrüsse  B ein  n-faches  einer  wiederholt 
mit  dem  mittlera  Fehler  f oder  dem  Gewichte  p durch  Messung  oder  Versuch 
bestimmten  Grösse  b,  so  ist  ihr  muthmasslicher  Werth  nach  1 und  2 

B = n . b + ^ B wo  ^ B = n . f A 

und  dabei  ist,  wenn  P das  dieser  BesUmmung  zukommende  Gewicht  bezeich- 
net, nach  2 


P 


n* 

"p” 


oder 


P = -^ 


Ist  dagegen  eine  Grösse  B das  n-faohe  des  Gegensatzes  einer  wiederholt 
mit  dem  mittlem  Fehler  f oder  Gewichte  p durch  Messung  oder  Versuch 
bestimmten  Grösse  b,  so  ist  ihr  muthmasslicher  Werth  nach  1—4,  da  d(n;b):db 
= — n : b*  ist. 


B=f±AB 


AB  = p.f 


8 


und  dabei  ist,  wenn  P das  dieser  Bestimmung  zukommende  Gewicht  bezeichnet, 

1 n»  1 , „ b“ 

— oder  P = — r.p  9 

p n* 


P ~ b* 

Ein  Beispiel  dazu  mag  folgende  Versuchsreihe  ergeben,  welche  ich  im  Früh- 
jahr 1850,  veranlasst  durch  eine  Notiz  von  Löon  Lalanne  (Paria  1811; 
Ingönieur-en-chef  des  ponts-et-chaussöes)  in  dem  von  ihm  mit  verschiedenen 
Mitarbeitern  hcrausgegebenen  Werke  „Un  Million  de  faits  (3.  öd.  Paris  1843 
in  8.)“,  machte:  Auf  einer,  circa  einen  Quadratfuss  haltenden  Tafel  zog  ich 
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(vergl.  Bern.  Mitth.  1860)  eine  Reihe  von  Parallelen  im  Abstande  a = 45”", 
— brach  aus  einer  Stricknadel  ein  Stückchen  von  1 = SB""  Länge  heraus,  — 
warf  Letzteres  serienweise  Je  lOO  mai  auf  die  Tafel,  nach  jedem  Wurfe  die 
Tafel  etwas  drehend,  — und  notirte,  wie  gross  die  Anzahl  q der  Fälle  war, 
in  welcher  während  jeder  Serie  die  Nadel  eine  der  Parallelen  kreuzte.  Ich 
erhielt  so,  wenn  m die  Anzahl  der  Fälle  bezeichnet,  in  denen  bei  60  solchen 
Versuchen  ein  gewisser  Werth  von  q erhalten  wurde: 


q 

m 

m.c] 

V 

mv 

V» 

mv* 

41 

1 

41 

9,64 

9,64 

92,930 

92,98 

J)m  = 5ü  ^^mq  — 2632 

42 

3 

126 

8,64 

25,92 

74,650 

223,96 

„ 2632 

43 

2 

86 

7,64 

16,28 

68,370 

116,74 

46 

7 

816 

6,64 

39,48 

31,810 

222,67 

2'mv  = 0,  1 ‘^03,64 

46 

2 

92 

4,64 

9,28 

21,530 

43,06 

47 

1 

47 

3,64 

3,64 

13,250 

13,28 

. l/  J?  m V*  , , r,«, 

f = r — 7 = + MO 

48 

3 

144 

2,64 

7,92 

6,970 

20,91 

49 

2 

98 

1,64 

8,28 

2,690 

6,38 

A H ? h083 

60 

3 

160 

0,64 

1,92 

0,410 

1,23 

V^m 

61 

8 

408 

— 

0,36 

— 2,88 

0,130 

1,04 

also  eigentlich 

62 

3 

156 



1,36 

— 4,08 

1,850 

5,55 

63 

2 

106 



2,36 

- 4,72 

5,570 

11,14 

B = 50,64  + 0,83 

64 

1 

54 

3,36 

— 3,36 

11,290 

11,29 

und  zwar,  wenn  das  Gewicht 

66 

1 

55 



4,36 

— 4,36 

19,010 

19,01 

jeder  einzelnen  Bestimmung 

66 

2 

112 



5,36 

— 10,72 

28,730 

67,46 

zu  1 angenommen  wird,  mit 

67 

1 

67 

— 

6,36 

— 6,36 

40,450 

40,45 

dem  Gewichte 

68 

1 

68 

— 

7,36 

— 7,36 

54,170 

64,17 

2m  = 60 

69 

1 

59 

— 

8,36 

— 8,36 

69,890 

69,89 

60 

2 

120 

— 

9,36 

— 18,72 

87,610 

175,22 

61 

1 

61 

— 

10,36 

— 10,36 

107,330 

107,33 

62 

2 

124 

— 

11,36 

— 22,72 

129,050 

268,10 

63 

1 

63  1 

- 

12,36 

— 12,36 

162,770 

162,77 

Die  Erfahmngswahrscheinlichkeit  mit  der  Nadel  einen  Strich  an  treffen,  ist 
also  nach  0 

w = 0,5064  + 0,0083 

Bezeichnet  aber  9 den  Winkel,  welchen  die  Nadel  bei  einer  ihrer  Lagen  mit 
einer  Senkrechten  zu  den  Parallelen  macht,  so  ist,  wie  Rudolf  IHerlan 
(Basel  1797;  erst  Kaufmann,  dann  Professor  der  Mathematik  ln  Basel)  bei 
Anlass  meiner  Versuche  bervorgehoben  hat,  die  9 entsprechende  Wahrschein- 
lichkeit des  Zusammentreffens 


b 1 . Cos  9 

a a 

Die  Wahrscheinlichkeit  aber,  dass  der  Winkel  zwischen 
9 und  9 -{-  d 9 falle 

69  2 . d 9 


Vt » n 

also  (36)  dio  Walu'schelnlicbkeit,  dass  io  dieser  Lage  ein  Zasammentreffen 
siait  habe 


, 1 . Cos  <jp  2 . d ^ 3 . 1 . Cos  ^ . d ^ 

a ' n h 

dither  die  Wabrsehcinllcbkeit  des  Zusammentreffens  Oberhaupt 
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1 ^ sodaee  . = 

J aw 


und  daher,  wenn  man  w durch  die  cnteprcchende  ErfahniDgRwahrschoinlich- 
keit  ersetzt,  n gewisaermae&en  durch  solche  Wurfversuchc  gefunden  werden 
kann.  Für  obige  Zahlen  erhält  man  nach  10  und  8 


n 


a * w 


^ i -45  = 


= 3, 159G  ±0,0518 


so  dass  also  wirklich  a innerhalb  der  Fehlergrenae  richtig  bestimmt  iet.  — 
FQr  weitere  Anwendungen  vergleiche  s.  B.  224. 


310.  Die  flberschflssigen  GleicbaDgen.  Ist  m n,  und  bat  man 

n Gleichungen  der  Form 

a X - h b y 1-  c z h = 0 1 

zwischen  m Unbekannten  x,  y,  z,-. ..  und  gewissen  Bekannten  a, 
b,...,  von  denen  wenigstens  einige  durch  Beobachtung  bestimmt 
worden  sind,  so  werden  keine  Werthe  von  x,  y,...  allen  diesen 
Gleichungen  vollkommen  genügen,  sondern  es  werden  sich  die  Glei- 
chungen 1 durch  Substitution  irgend  solcher  Werthe  auf 

ax -f- b y -t- c z -j- . . . -I- h = f 3 

redneiren,  wo  die  kleinen  Grössen  f ein  Maass  für  die  Fehlerhaftig- 
keit dieser  Annahmen  bilden.  Quadrirt  und  addirt  man  letztere  Glei- 
chungen, BO  erhält  man 

x*'^  Za*-t-y''^.2‘b'^!z*.Zc'''-t-...-|-2xy.2^ab-4- 
-|-2xz.2'ac  + --  --!-2xJ^’ah-l-2y2^bh-t-...  = ^f*  3 

und  für  die  besten  Werthe  der  x y z . . . werden  nach  dem  Grund- 
sätze der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  diejenigen  gelten  müssen, 
welche  A’  f*  zum  Minimum  machen,  d.  h.  für  welche  nach  den  Regeln 
der  Differentialrechnung 

d X d y dz 

werden,  oder  also  welche  aus  den  nach  3 und  4 gebildeten  m Glei- 
chungen 

xZa*  + y.^ab4-zA’ac-l-...-f-^ah  = 0 
xA’ab-|-y^b^  -f-z.i’bc+...-t-^bh  = 0 5 


berechnet  werden,  — Gleichungen,  welche  offenbar  direct  aus  den 
Gleichungen  1 hervorgehen,  wenn  man  jede  derselben  mit  dem  Factor 
multiplicirt,  welchen  X[  oder  yi  . . . in  derselben  hat,  und  alle  so 
erhaltenen  Gleichungen,  welche  in  Beziehung  auff  dieselbe  Unbe- 
kannte gebildet  worden  sind,  addirt. 
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Für  Änwendangen  der  im  Texte  enthaltenen , nnd  wohl  keiner  weitern 
Begründang  bedürfenden  Lehren,  eowie  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
überhaupt,  mag  z.  B.  auf  234,  328,  342,  375,  370,  413,  etc.  verwiesen,  nnd 
hier  nur  noch  die  historische  Notiz  beigefilgt  werden,  dass  sich  schon  lange 
vor  Oauss  und  Legendre,  der  vortreffliche  Tobias  Mayc;r  in  seiner  „Ab- 
handlung über  die  Umwllzung  des  Mondes  um  seine  Axe  (Kosmographlsche 
Nachrichten  und  Sammlungen  auf  das  Jahr  1748.  Nürnberg  1750  in  4.}'^  die 
Frage  stellte,  wie  Unbekannte  zu  bestimmen  seien,'  wenn  die  Anzahl  der 
Gleichungen  ihre  Anzahl  Obertreffe,  und  schon  damals  auf  ganz  rationelle 
Weise  aus  den  ihm  vorliegenden  27  Gleichungen  die  zur  Berechnung  der  drei 
Unbekannten  nöthigen  drei  Normalgleichungen  bildete.  Vergl.  394. 

XXL  Die  Hesslingen  mit  Kette,  Erenzscheibe  nnd  Messtisch. 

Sll«  Die  prsctische  Geometrie.  Die  sog.  practische  Geometrie 
(Topographie,  Feldmessen),  aus  der  sich  wahrscheinlich  in  alten 
Zeiten  die  reine  Geometrie  erst  herausbildete , hat  den  speciellen 
Zweck,  mit  Hülfe  einzelner  Längen-  nnd  Winkel-Messungen,  und 
daran  gelehnter  Constructionen  oder  Rechnungen  eine  Reihe  von 
Puncten  auf  dem  Felde  ihrer  gegenseitigen  Lage  nach  zu  bestimmen, 
und  so  Anhaltspuncte,  sei  es  für  die  Verzeichnung  oder  Berechnung 
einzelner  Grundstücke,  sei  es  für  Entwerfung  eigentlicher  Karten 
zu  erhalten.  Während  die  grossem,  sog.  g;eodSll8Chen  Operationen 
dieser  Art,  bei  denen  die  Gestalt  und  Grösse  der  Erde  theils  be- 
stimmt, theils  wenigstens  in  Betracht  gezogen  werden  soll,  und 
ebenso  die  sog.  chorographloehen  Regeln  zur  Entwerfung  von 
Kartennetzen,  am  Besten  erst  in  Verbindung  mit  der  Astronomie 
behandelt  werden  (siehe  XL  und  XLI),  so  .schliessen  sich  dagegen 
die  einfachem  Mess-Operationen  ganz  schicklich  als  ein  Uebungs- 
feld  an  die  Geometrie  an. 

Für  praktische  Geometrie  sind  namentlich  folgende  Werke  zu  vergleichen; 
„Button.  A Treatisc  on  Menauration  both  in  Tbcory  and  Practice.  London 
1771  in  4.  (2.  cd.  1788  in  8.),  — Job.  Tobias  Mayer  (Göttingen  1752  — 
Göttingen  1833;  ßohn  des  Astronomen  Tobias  Mayer;  Professor  der  Mathe- 
matik nnd  Physik  zu  Altdorf,  Erlangen  und  Göttingen),  Praktische  Geometrie. 
Göttingen  1778—1783,  3 Bde.  in  8.  (4.  Aufl.  in  5 Bänden  1814—1818),  — 
Louis  Pnlasaut  (La  Ferme  de  la  Gastellerie  im  Döp.  Scinc-et-Marne  1769  — 
Paris  1843;  Professor  der  Geodäsie  zu  Paris  und  Mitglied  der  Academie), 
Traitö  de  topographie,  d’arpentage  et  de  nivellement.  Paris  1807  in  4.  (2  öd. 
1820),  — LaeroiXi  Manuel  d’arpentage.  Paris  1825  in  10.  (5  öd.  1834;  deutsch 
von  Unger,  Gotha  1827  ln  8.;  ital , Milano  1831  in  10.  und  später),  — Antonio 
Maria  Bordonl  (Pavia  1789  — Pavia  1800;  Professor  der  Mathematik,  Geo- 
däsie und  Hydrometrie  zu  Pavia),  Trattato  di  geodesia  elementare.  Milano 
1825  in  8.  (2  cd.  Pavia  1843),  — Crelle.  Handbuch  des  Fcldmessens  und 
Nivellirens.  Berlin  1820  in  8.,  — Hermann  IlmpfenbUeh  (Mainz  1798  — 
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Oieseen  1862;  Professor  der  MatheuisUk  zu  Oiesseu),  Praktische  Oeometrie. 
Frankfurt  1834—1835,  2 Bde.  in  8.,  — Friedrich  WUhelm  Barfuaa  (Apolda 
1806;  Lehrer  der  Mathematik  ln  Weimar),  Handbuch  der  hshem  und  niedem 
Messkunde.  Weimar  1842  in  8.  (3.  A.  1854),  — William  Simms  (Birmingham 
1793  — Carlshalton  1860;  Mechaniker  ln  London),  On  the  principal  mathe- 
matlcai  Instruments  (6.  ed.  London  1844  in  8.),  — C.  F.  Schneitler « Die 
Instrumente  und  Werkzeuge  der  hbhem  und  niedern  Messkunst  Leipzig  1848 
in  8.  (2.  A.  1862),  und:  Lehrbuch  der  gesammten  Messkunst.  Leipzig  1851 
in  8.  (2.  A.  1854),  — J.  Lemoeh.  Lehrbuch  der  praktischen  Geometrie. 
Wien  1849,  2 Bde.  in  8 , — Karl  Engelbreil,  Die  Instrumente  der  Oeo- 
dlsie.  Nürnberg  1852  in  8.  mit  Atlas  in  fol.,  — Friedrich  Härtner.  Professor 
der  praktischen  Geometrie  in  Grats  und  Wien : Handbuch  der  niedem  Geo- 
dlsie  mit  einem  Anhänge  Ober  die  Elemente  der  Markscheidekunat  Wien 
1852  in  8.  (2.  A.  1856),  — K.  M.  Bnuernfeind,  Professor  der  Ingenieur- 
Wissenschaften  zu  München : Elemente  der  Vermessungskunde.  München 

1856—1858,  2 Bde.  in  8.  (3.  A.  1869),  — Samuel  Alsop.  A Treatise  on 
Surveying.  Philadelphia  1857  in  8.,  — Fr.  Bnnr.  Lehrbuch  der  niedem 
Geod&sie.  Wien  1858  in  8.,  — Georg  Christian  Conrad  HunÜDS  (Goslar  1802; 
Professor  der  praktischen  Geometrie  zu  Hannover),  Die  geometrischen  In- 
stmmente  der  gesammten  praktischen  Geometrie.  Hannover  1864  in  8.,  — 
P.  Breton  de  Champ,  Traitd  du  levd  des  plane  et  de  Tarpentage.  Paris  1865 
in  8.,  — Jakob  Rebuteio,  Professor  der  Mathematik  zu  Frauenfeld;  Lehr- 
buch der  praktischen  Geometrie,  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Theo- 
dolitenmessungen.  Frauenfeld  1868  in  8.,  — etc.“ 

SIS.  Oie  Setiwaage  nnd  die  Libelle.  Da  man  sich  sämmtliche 
zu  bestimmende  Puncte  auf  eine  horizontale  Ebene  (oder  bei  grösserer 
Ausdehnung  auf  eine  mit  der  Erde  concentrische  Kugelfläcbe)  proji- 
cirt  denkt,  und  einerseits  diese  Projectionen , anderseits  die  Längen 
der  Proijeirenden  (die  Höhen)  bestimmen  soll , so  bedarf  man  vor 
Allem  ein  Mittel,  eine  horizontale  Ebene  zu  erkennen  oder  herzu- 
stellen.  Hiezu  kann  die  sog.  Setzwaage  dienen,  d.  h.  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck,  in  dessen  Scheitel  ein  sog.  liOlb  aufgehängt 
ist;  denn,  wenn  das  Loth  über  der  Mitte  der  Basis  einspielt,  so  ist 
letztere  horizontal , und  wenn  somit  die  Setzwaage  auf  eine  Gerade 
oder  nach  zwei  zu  einander  senkrechten  Richtungen  auf  eine  Ebene 
gestellt,  und  Gerade  oder  Ebene  so  lange  verändert  werden,  bis 
das  Loth  einspielt,  so  sind  auch  sie  horizontal.  Genauer  aber  ist  die 
sog.  Izlbelle,  welche  aus  einer  cylindrischen,  im  Innern  nach  oben 
kreisförmig  ausgcschliffenen,  mit  einer  leicht  beweglichen  Flüssigkeit 
(Acther)  bis  auf  eine  Luftblase  gefüllten  Röhre  besteht,  und  gewöhn- 
lich in  messingener  Fassung  über  einem  Lineale  aufgehängt  ist.  Die 
Mitte  der  Luftblase  nimmt  beständig  den  höchsten  Punct  ein , und 
wenn  man  die  Libelle  in  zwei  Lagen  auf  eine  um  n geneigte  Ge- 
rade aufsetzt,  und  je  an  der  vom  einen  Ende  auslaufenden  Theilung 
den  Stand  der  beiden  Blascnenden  abliest,  so  hat  man 
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n — ni|  — f = 2 — fl  n = f — m,  = f — — . v t 

wo  V den  Winkelwertli  eines  Tlieilstriclies  bezeichnet,  und  hieraus 

n = 7^*:*  .V  f = + + + . V • 

4 ' 4 

Um  V zu  bestimmen,  befestigt  man  die  Libelle  auf  ein  um  eine 
Axe  drehbares  Fernrohr,  bringt  nach  und  nach  durch  Drehen  das- 
selbe Blasenende  mit  zwei  Theilstrichen  zum  Einspielen,  und  liest 
entweder  an  einem  an  der  Axe  befindlichen  Theilkreise,  oder  an 
einer  in  bekannter  Distanz  aufgestellten  Messlatte  je  die  Stellung 
des  Fernrohrs  ab  (vergl.  221.)  Bezeichnet  ferner  d den  v entspre- 
chenden Bogen  und  r den  Radius  der  Krümmung,  so  ist  (129) 
r . V . Sin  1"  = d,  und  wenn  daher  z.  B.  für  v = 1",  d = 1“ 
werden  soll,  so  muss  r = 206"  sein.  Bei  der  Libelle  ist  endlich 
wohl  zu  beachten,  dass  jede  ungleichmüssige  Erwärmung  störend 
wirkt,  da  die  Blase  immer  gegen  das  wärmere  Ende  hinstrebt. 

Setzwaage  und  Loth  sind  wahrscheinlich  zehr  alt,  — Letiteres  kömmt 
wenigstens  schon  in  dem  Almagest  des  Ptolemäua  (V  12)  vor.  Die  Röhren- 
libelio  wurde  dagegen,  wie  ich  1857  (vergl.  Viertelj.  der  Zflrcb.  nat  Qes.  II 
306—309)  nachwies,  zuerst  1688  in  einer  kleinen  Schrift  „Machine  nouvellc 

pour  la  conduite  des  eaux,  pour  les  btti- 
mens,  pour  la  navig^tion  et  pour  la  plupart 
des  antres  arts.  Paris  in  8.“  beschrieben, 
und  ist  wabrscheinlich  eine  Erfindung  des 
’ Pariser-Mechanikers  Ctiapotot.  von  dessen 

w'/t  Lebensumstünden  man  jedoch  leider  nichts 

weise.  Ihr  Name  ist  von  Libella  (kleine  Waage)  abgeleitet;  die  Franzosen 
heissen  sie  Niveau  d'air  zum  Unterschiede  von  dem  weit  filtern  Niveau  d'ean 
(der  268  erwfihnten  Kanalwaage)  der  Feldmesser.  — Die  im  Texte  er- 
wfihnte  Störung  durch  Wirme  scheint  Anne-Jean-Pascal-Chrysostome  Dtic-lu 
Cbapelle  (Montauban  1765  — Montauban  1814;  reicher  Prlvatasironom  zu 
Montauban)  zuerst  bemerkt  und  1802  in  der  Connaiss.  des  temps  beschrieben 
zu  haben.  — Die  Sltesten  Libellen  waren  mit  Weingeist  gefllllt,  enthielten 
wirklich  eine  Luftblase,  wurden  nicht  ausgeschliiTen , und  an  den  Enden  zu- 
geschmolaen;  in  neuerer  Zeit  sind  nur  noch  die  gemeinen  Libellen  so  be- 
schafien,  — die  feinem  sind  im  Innern  möglichst  gerade  ausgeschliiTen,  werden 
nahe  zu  mit  Aetber  gefüllt,  und  vor  dem  Pcbliessen  durch  Erw&rmen  luftleer 
gemacht.  Schluss  durch  Zuschmcizen  ist  sicherer  als  der  durch  elngeschlüTene 
Glasstöpsel,  — dagegen  ist  bei  ihm  allerdings  eher  ein  Zerspringen  in  grosser 
Wkrme  zu  befürchten.  — Wird  die  Libelle  in  eine  Fassung  eingespannt,  so 
ist  die  Bestimmung  von  v zu  wiederholen,  da  eine  kleine  Aenderung  im 
Drucke  eine  ganz  merkliche  Formlndernng  veranlasst.  — Für  die  sog.  Axen- 
libclle  vergl.  326.  — Für  das  Nivelliren  von  Ebenen  wird  der  Röhrenlibelle 
oft  eine,  nur  ein  einmaliges  Aufsetzen  erfordernde  sog.  Daaenllbeile  snb- 
Btltuirt,  — ein  cylindrisches , mit  einer  glfisernen  Kugelscbaale  von  grossem 
Radius  gedecktes,  und  bis  auf  eine  kleine  Luftblase  (deren  Stand  beim 
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obcratcn  Punct  dea  Deckcla  die  HorLzontaliUtt  anacigen  und  beim  Drehen  nm 
eine  vcrticale  Axe  nicht  variren  aoll)  mit  Welngeiat  geftlUtea  Qefäaa. 


SIS.  Oie  UngeDinegsnDg.  Zum  Messen  der  Distanzen  benutzt 
man  gewöhnlich  eine  Messkette  oder  Messschnur  von  50'  oder 
auch  von  10"  Länge;  da  sich  jedoch  bei  derselben  die  durch  un- 
gleichmässiges  Anstrecken,  ungenaues  Einrichten,  Unebenheiten  des 
Terrains,  etc.,  ergebenden  Fehler  sämmtlich  summiren,  so  substituirt 
man  ihr  bei  Messungen,  deren  Genauigkeit  über  Vtooo  betragen  soll, 
Systeme  von  auf  Stativen  hegenden,  mit  Libelle  und  (s.  301)  Ther- 
mometer versehenen  Massstäben,  deren  Zwischenräume  mit  Keil  oder 
Fühlhebcl  bestimmt  werden.  — Da  für  ein  grosses  a sehr  nahe 
(1 -f- 1 : «)°  = 1 +n : so  darf  man  annehmen,  dass  die  Genauig- 

keit 1 : a einer  linearen  Messung  für  Flächen  2,  für  Volumen  3 mal 
geringer  werde.  ■ — Betrachtet  man  die  freihängende  Kette  1 als 
Kreisbogen  des  Radius  r und  des  Winkels  2a,  so  stellt  die  Sehne 
X die  wahre  Distanz,  und  der  Pfeil  d die  Senkung  der  Kette  dar, 
und  man  hat  (129  : 2,  4,  10  und  100 : 4)  nahe  für  1 = 50' 

x = 2r(Arca  — ^^^^)  = l—  — = 50'  — 0,0533. d*  1 

b 0.1 


Um  den  Werth  b einer,  in  der  Höhe  h über  dem  Meere,  gemessenen 
Basis  B im  Niveau  des  Meeres  zu  finden,  hat  man,  wenn  r den 
Erdradius  bezeichnet. 


b 

B 


r 

r + h 


= — oder  b = B • 


Bh 


(1-^-4-^-...) 


r r 

Die  zur  Aufzeichnung  anzuwendende  Verjüngung  des  Maassstabes 
hängt  von  dem  Zwecke  ab.  Nimmt  man  ’/io"”  *1®  letzte  sichtbare 
Grösse  an,  so  ist  z.  B.  die  Verjüngung  ‘/loooo  wählen,  wenn  noch 
1"  sichtbar  sein  soll.  Die  eidgenössische  Karte  hat  Viooooo) 
Keller’sche  Reisekarte  Vtsoooo-  — blosser  Längenmessung  kann 
man  mit  Hülfe  einiger  Stäbe  auf  dem  Felde  nach  93  eine  Senk- 
rechte errichten,  nach  89  oder  IIG  eine  Parallele  construiren,  nach 
84  oder  111  einen  Winkel  halbiren , nach  89  eine  Höhe  messen, 
nach  105  oder  117  die  Flächen  von  Figuren  bestimmen,  nach  89 
die  unmessbare  Distanz  zweier  zugänglicher  Punctc  verlegen , nach 
109  die  Distanz  eines  unzugänglichen  Punctes  bestimmen  und  eine 
Gerade  über  ein  Hinderniss  weg  verlängern,  etc. 


Die  L&ngenmessapparate  sind^'namentlich  eu  Gunsten  der  sog.  Grad> 
messungen  (vergl.  369—374)  fortwährend  vervollkommnet  worden:  8o  tauchen 
allerdings  schon  bei  der  um  das  Jahr  827  bei  Bagdad  voi^cnommcncn  Grad^ 
messüng  ?thbc  Eum  Längenmessen  auf;  aber  während  damals,  ja  noch  1609 
bei  der  von  Jean  Picard  (La  F16che  in  Anjou  1620  — Paris  1682;  Priester 
und  Mitglied  der  Pariser-Academic)  ausgeführten  Messung  die  Stäbe  noch 
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hölzerne  waren,  so  zog  schon  im  Anfänge  des  18.  Jahrhunderts  jaques  Gaaainl 
eiserne  SUbe  vor,  da  er  leichter  fand,  die  Temperatur  als  die  Feuchtigkeit 
in  Rechnung  zu  ziehen.  AVährend  aber  Cassini  noch  glaubte,  die  kleinen 
Vndulatioueo,  welche  auch  das  ebenste  Terrain  hat,  vernachlässigen  zu  dUrfen, 
, BO  legten  1736  Bougiicr  und  Clmrles-Maric  de  La  CoDdamine  (Paris  1701 
— Paris  1774;  Mitglied  der  Pariscr-Academie)  in  richtiger  Ucberlegung,  dass 
ein  Zeitaufwand  von  26  Tagen  durch  das  bessere  Resultat  hinlänglich  gerecht- 
fertigt sei,  in  Peru  jeden  einzelnen  Stab  sorgfällig  horizontal,  — ja  am  Endo 
des  18.  und  zu-  Anfang  des  19.  Jahrhunderts  gingen  aus  den  Werkstätten, 
denen  Jesse  Ramaden  (Halifax  1735  — Brighthelmstone  1800;  Schiller  von 
Dollond;  Mechanikus  und  Optikus  in  London),  Eticnne  Lenolr  (Mer  bei 
Blois  1744  — Paris  1832;  Mechaniker  in  Paris),  Georg  von  Reiebenbaeh 
(Durlach  1772  — München  1826;  Artillerie-Oföcier  und  einer  der  Chef’s  der 
mathematisch-optischen  Institute  in  München  und  Benedictbeuern),  etc.  vor- 
standen, eigentliche  Basisapparatc  hervor:  Diese  Letztem,  mögen  die  Stäbe 
aus  Eisen,  oder  Platin,  Glas,  etc.  bestehen,  haben  das  gemein,  dass  die  Stäbe 
auf  Stative  zu  liegen  kommen,  welche  in  horizontalem  und  vcrticalem  Sinne 
die  nötbigen  Verschiebungen  erlauben,  um  aligniren  und  nivclliren  zu  können. 
Die  Temperatur  wird  entweder,  wie  z.  B.  bei  dem  1834  von  Job.  Caspar 
Horner  (Zürich  1774  — Zürich  1834;  Astronom  auf  der  Weltreise  Krusen- 
sterns,  dann  Professor  der  Mathematik  in  Zürich;  vergl.  Bd.  2 meiner  Blo- 
graphicen)  und  Job.  Georg  Oeri  (Zürich  1780  — Zürich  1852;  Schüler  von 
Fortin;  Mechaniker  in  Zürich)  mit  Benutzung  von  „Heinrich  Christian  Schu- 
macher (Bramstedt  1780  — Altona  1850;  Director  der  Sternwarten  zu  Mann- 
heim und  Altona),  Schreiben  an  Olbers  Ober  den  Apparat  zur  Messung  der 
Basis  bei  Braack.  Altona  1821  in  4.“',  und  der  von  dem  Verfertiger  des 
Apparates,  Job.  Georg  Repaold  (Wremen  in  Hannover  1771  — Hamburg 
1830;  Mechaniker  und  Spritzenmeister  in  Hamburg),  direct  an  Horner  Ober- 
schriebenen  Notizen,  für  die  Schweiz  construirten  Apparate,  unmittelbar  au 
eingelegten  Thermometern  abgclesen,  — oder,  wie  z.  B.  bei  dom  1792  von 
Jean-Charles  Borda  (Dax  im  Döp.  Landes  1733  — Paria  1799;  Divisionschef 
im  Marine-Ministerium  und  Mitglied  der  Academie  in  Paris;  vergl.  Notice 
historique  von  Lefevre  in  Möm.  de  l’lnst.  Sc.  matb.  IV)  und  Lenoir  für 
Frankreich  Angefertigten,  aus  der  mikroskopisch  nbgelesenen  Bewegung  be- 
rechnet, welche  das  freie  Ende  eines  Metallstabea  (Kupfer  von  0,00001717 
Ausdehnung  für  1 ° C)  macht,  dessen  anderes  Ende  auf  dem  eigentlichen 
Maassstabe  (Platin  von  0,00000884  Ausd  ) fcstgcschraubt  ist.  Bei  beiden  Appa- 
raten wurden  zur  Verhütung  von  Verschiebungen  zwei  auf  einander  folgende 
Stäbe  nicht  genau  zur  Berührung  gebracht,  und  dann  die  Zwischenräume  ge- 
messen, — bei  Ersterm  durch  Einsenken  eines  Stahlkeiles,  bei  Letzterm  durch 
Verschieben  einer  Zunge;  doch  dürfte  der  1816  von  Haaaler  bei  der  amerika- 
nischen Küstenvermessung  zuerst  angewandte  optische  Contact,  der  Oberdiess 
erlaubt,  mit  Einem  Stabe  zu  operiren,  noch  vorzüglicher  sein:  War  nämlich 
der  Stab,  dessen  Enden  mit  Spinnefaden  markirt  waren,  und  der  auf  seinem 
Stative  auch  in  der  Längenrichtung  verschoben  werden  konnte,  zum  ersten 
Male  gelegt,  so  wurde  über  sein  Ende  ein,  auf  eigenem  Stative  am  Boden 
ruhendes  und  nach  allen  Richtungen  verschiebbares  Mikroskop  so  aufgestellt, 
dasa  sein  festes  Fadenkreuz  damit  coincidirte;  dann  wurde  der  Stab  ^u 
gelegt,  so  dass  sein  Anfang  in  dasselbe  Kreuz  8el,  — nun  das  Mikroskop 
wieder  Uber  das  Ende  versetzt , — u.  s.  w. ; bei  Anwendung  von  zwei 
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Mikroskopen  gewihrt  dieaea,  neuerdings  von  Ignuio  Porro  (Pignerol  1795; 
Ingenieur,  meiat  in  Paris  lebend)  portirte  Princip,  eine  schöne  Conirole.  ~ 
Ucber  die  am  Ende  des  Textes  erwähnten  Conatructionen  ist  höchstens  bei> 
xufDgen,  dass,  wenn  man  die  beiden  Kettenstäbc  in  einer  Distaiu  von  20' 
einsteckt,  und  die  Kette  am  Ende  des  21.  Gliedes  anaieht,  nach  93  notb- 
wendig  ein  rechter  Winkel  entsteht,  — dass  die  beiden  ParallelconstrucUonen  In 
den  Noten  su  80  und  116  bereits  ansgefQbri  sind,  — und  dass  auch  die  Obrlgen 


Constructionen,  von  denen  übrigens  Einige  durch  die  beistehenden  Figuren  an- 
gedeutet  werden,  sich  io  sehr  einfacher  Weise  aus  den  citirten  Sltsen  ergeben. 


S14.  Krenuebeibe  und  Winkelipiegel.  Ist  man  mit  zwei  zn 

einander  senkrechten  Diopterlinealcn,  einer  sog.  KreoMCbelbey  oder 
zwei  unter  45"  gegen  einander  geneigten  Spiegeln  (284),  einem  sog. 
Wlnkelapiegel  versehen,  so  lassen  sich  Senkrechte  so  leicht  er- 
richten, und  (durch  probiren)  fallen,  dass  die  meisten  der  in  213 
gelösten  Aufgaben  noch  einfachere  und  genauere  Lösungen  zulassen, 
so  z.  B.  nach  93  die  Bestimmung  der  Distanz  eines  unzugänglichen 
Punctes.  Soll  die  Distanz  zweier  unzugänglicher  Puncte  bestimmt 
werden , so  fälle  man  von  ihnen  Senkrechte  auf  eine  Hulfsgerade, 
und  suche  auf  jeder  derselben  den  Punct  auf,  von  dem  je  der  an- 
dere unzugängliche  Punct  über  die  Mitte  zwischen  ihren  Fuss- 
puncten  gesehen  wird ; die  Distanz  der  so  gefundenen  zwei  Puncte 
ist  die  Gesuchte  und  sogar  zu  ihr  })arallel.  Ferner  kann  man  nach 
124  leicht  Puncte  einer  Kreislinie  von  gegebenem  Durchmesser  auf- 
finden — einzelne  Puncte  oder  eine  krumme  Linie  nach  77  doreb 
Coordinaten  aufnehmen,  etc. 

Der  Gebrauch  der  Absehen  oder  Diopter,  um  Richtungen  zu  nehmen, 
kömmt  schon  in  den  filtesten  Zeiten  vor,  und  schon  damals  scheint  der  dem 
Auge  angewandte  oder  sog.  Oeulardlopter  meist  ans  einem  Bllttchen  mit 
einer  kreisrunden  Oeffnung  oder  einer  Spalte  bestanden  tu  haben,  — der  dem 
Gegenstände  zugewandtc  oder  Objeciivdtoplcr  aus  einem  RAhmchen  mit 
Fadenkreuz.  Auch  die  Kreuzscheibe  oder  das  'Winkelkreuz  (Diopterkreuz, 
Equerre  d'arpenteur ) , scheint  ziemlich  alt  zu  sein,  da  nicht  nur  schon 
^icoiaa  Bien  (1653?  — Paria  1733;  Ijandkarten*  nnd  Globen-Händler  in 
Paris)  in  seinem  verdienstlichen  „Traitö  de  la  constrnctlon  et  des  principaux 
iissgcs  des  inRirnmcnls  de  mathömatique.  Paris  1713  in  8.  (Auch  1716  und 
spkter;  deutsch  von  Doppclmayr  unter  dem  Titel:  Mathematische  Wcrkschnic, 
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NOniberg  1741  und  ipäter  in  4.;  engl,  von  E.  Stone,  London  1768  in  fol.}“ 
dieiea  Instrumentchen  abbildet  und  beschreibt,  sondern  sogar  schon  Johannes 
ArdDser  (Lens  1684  — Zürich  1665;  Ingenieur  in  Zürich;  vergl.  Bd.  4 meiner 
Biographieen)  in  seinem  Werke  „Oeometriie  theorica:  et  practica:.  XII  Bücher. 
Zürich  1627  in  4.  (2.  A.  in  14  Büchern  1646)“  dasselbe  kennt  und  zu  benutzen 
lehrt  Es  ist  leicht  zu  veriüciren,  indem  man  mittelst  desselben  vier  angeblich 
rechte  Winkel  an  einander  legt,  und  nun  nachsieht,  ob  der  letzte  Schenkel 
mit  dem  ersten  coineidirt,  — eine  VeriBcationsmethode,  welche  sich  ohne 
weiteres  auch  auf  den  Winkelspiegel  Obertrlgt,  ein 
sehr  bequemes  Tascbenlnstrumentchen,  dessen  Theorie 
aus  beistehender  Figur  hervorgebt,  und  das  von  dem 
Aeltern  der  beiden  Optiker  George  Adams  in  London 
(Vater  17..  — 1786;  Sohn  1750 — 1795)  erfunden,  von 
dem  Jüngern  in  seinem  „Oeometrical  and  graphical 
Essays,  containing  a general  description  of  matbema- 
tlcal  Instruments.  London  1791  in  8.  (Deutsch  von  Oeissler,  Leipzig  1795)“ 
beschrieben  wurde.  Statt  seiner  wird  auch  oft  ein  von  Bauernfeiod  er- 
fundenes Instrumcntchen,  für  welches  aber  hier  auf  dessen  Schrift  „Das 
PrIamenItreaB  I ein  neues  einfaches  Messinstrument  München  1851  in  8.“ 
verwiesen  werden  muss,  benutzt,  mit  dem  man  sich  übcrdless  in  eine  Gerade 

cinvisiren  kann.  — Von  den  im  Texte  er- 
wähnten Constructionen  dürften  zwei  durch 
die  belstchendcn  Figuren  hlnlünglich  er- 
Ikutert  werden,  — die  übrigen  nicht  ein- 
mal dieses  HOlfsmittels  bedürfen.  — Für 
einige  andere  Spiegelinstrumente  können 
die  Schriften  „Georg  Wlakler  (Gross- 
Wlesendorf  1770  — ?;  Professor  der  Forst- 
X = b*  : a X = a mathematik  zu  Bruckersdorf  und  Maria- 

brunn bei  Wien),  Beschreibung  eines  verbesserten  Spiegel-Lineales.  Wien 
1809  in  8.,  — Elard  Romershaneea  (Niederurff  in  Unterhessen  1784  — 
Marburg  1857;  erst  Pfarrer  zu  Acken,  dann  Privatmann),  Der  Spiegeldiopter. 
Zerbst  1818  io  8.  (2.  A.  Halle  1845),  — elc.“,  verglichen  werden. 

SIS.  Oer  Hesstisch.  Eine  Tafel,  welche  mit  Hülfe  einer  ge- 
wöhnlichen Libelle  oder  einer  hiefUr  hinlänglich  genauen  Dosen- 
libelle horizontal  gestellt  werden  kann,  und  so  aufgestellt  ist,  dass 
jeder  Punct  und  jede  Gerade  auf  derselben  mittelst  der  sog.  Ein- 
lolbzanBe  und  einem  ein  Fernrohr  tragenden  sog.  Diopterlineal 
yertical  Uber  einen  Punct  und  parallcll  zu  einer  Geraden  auf  dem 
Felde  gebracht  werden  können,  kann  als  sog.  Mensel  oder  Mess» 
lisch  dazu  dienen,  einen  Punct  in  richtiger  Lage  gegen  zwei  ihrer 
Distanz  nach  gegebene  Puncte  zu  verzeichnen.  Zuerst  wird  der 
Messtisch  Uber  dem  einen  Endpuncte  der  auf  ihm  verzeichneten  ge- 
messenen Distanz,  der  sog.  Slaniilinle  oder  BaslSy  anfgestellt  und 
nivellirt,  — dann,  wo  nöthig,  das  Diopterlineal  so  corrigirt,  dass 
das  Fadenkreuz  seines  Fernrohrs  beim  Drehen  des  Letztem  um 
seine  Aze  einem  Lothfaden  folgt,  oder  von  einem  Objecte  auf^  ,, 
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dessen  Spiegelbild  in  einem  künstlichen  Horizonte  geführt  werden 
kann,  — nunmehr  das  Diopterlineal  an  die  verzcichnete  Basis  an- 
gelegt, und  die  Tischplatte  gedreht,  bis  der  andere  Endpunct  im 
Fadenkreuze  erscheint,  — und  schliesslich  eine  Visirlinie  nach  dem 
zu  bestimmenden  Puncte  gezogen ; nachher  wird  entweder  bei  dem 
sog.  Polygonislreii  die  Visirlinie  gemessen  und  anfgetragen,  — 
oder  bei  dem  sog.  Vorw9rtsab8ChneideR  der  Messtisch  über  dem 
zweiten  Endpunctc  der  Basis  eingestellt,  und  wieder  eine  Visirlinie 
gezogen,  — oder  endlich  bei  dem  sog.  Rückwärtsabschneiden 
der  Messtisch  über  dem  gesuchten  Puncte  mit  Hülfe  der  ersten 
Visur  annähernd  eingestellt,  und  dann  eine  Visirlinie  durch  den 
zweiten  Endpunct  der  Basis  gezogen. 

Gewöhnlich  wird  nach  dem  Zeugnisse,  das  Daniel  Schwenter  (KDmberg 
1585  — Altdorf  1636;  erat  Professor  der  orientalischen  Sprachen,  dann  der 
hfathematik  au  Altdorf),  der  Verfasser  der  seiner  Zeit  berOhmten  „Deliciae 
physico-mathematiccc  oder  mathematische  und  philosophische  Krquickstunden. 
KDrnberg  1636  in  4.  (2.  A.,  von  Harsdürffer  fortgesetat,  1651 — 1653,  3 Thelle)“, 
ln  seiner  „Beschreibung  des  geometrischen  Tiacbleins,  welches  Joh.  Pritorius 
erfunden.  Nürnberg  1619  in  4.  (nachmals  als  dritter  Traclat  in  dessen  Oeo* 
mctriiB  practicsD  novro  et  auctro  tractatus  I — IV,  Nürnberg  1627  in  4.,  aufge- 
nommen}‘‘  ablegt,  — angenommen,  es  habe  dessen  Lehrer,  Johannes  Prätorios 
(Joacbimsthal  1537  — Altdorf  1616;  erst  Mechanikus  in  Nürnberg,  dann  folge- 
weise  Professor  der  Mathematik  in  Wittenberg  und  Altorf)  etwa  um  1611  den 
Messtisch,  der  daher  auch  wohl  „mensula  prtetoriana‘‘  genannt  wurde,  er- 
funden. Immerhin  darf  nicht  vergessen  werden,  dass  auch  Ardiiaer  in  dem 
214  erwähnten  Werke,  und  wohl  unabhängig  von  Prätorius,  dieselben  Opera- 
tionen auf  einem  mit  Papier  überzogenen,  auf  einem  Stuhl  „nach  dem  Horizont“ 
gelegten  Brette  lehrt,  — ja  das  von  dem  noch  frühem  Leonhard  Zubier 
(Zürich  1563  — Zürich  1609;  Mechaniker  und  Rathsherr  in  Zürieh)  ln  seinem 
Schrlftchen  „Fabrica  et  usus  instrumenti  chomgraphicl.  Oermanicc  descripta 
a Leonb.  Zublero  et  latio  dnnata  a Casp.  Wascro.  Basilcw  1607  in  4.  (Auch 
deutsch  1607  und  1625)“  beschriebene,  ihm  durch  Philipp  Eberhard  (Zürich 
1563  — Zürich  1627 ; Steinmetz  in  Zürich)  wenigstens  seiner  ersten  Idee  nach 
bekannt  gewordene  Werkzeug  eigentlich  nichts  anderes  als  ein  eben  solcher 
roher  Messtisch  ist.  — Von  Manchen  wurde  früher  das  von  dem  Ingenieur 
J.  W.  Zollmann  in  seiner  „Anleitung  zur  Geodäsie  oder  praktischen  Geo- 
metrie. Halle  1744  in  fol.  (Aueh  1774)“  beschriebene  und,  obwohl  viel  ältere, 
doch  meist  auch  nach  ihm  benannte  Sebeibeoinatrument  (das  eine  runde 
mit  Papier  zu  bespannende  Scheibe  und  ein  um  ihren  Mittelpunet  drehbares 
Diopterlineal  hatte,  dessen,  den  einzelnen  Visuren  entsprechende  Durchschnitte 
für  jeden  Standpunct  auf  einen  bestimmten  der  zum  voraus  gezogenen  con- 
ccntrischen  Kreise  notirt  wurden)  dem  Messtische  aus  den  ähnlichen  Gründen 
vorgezogen,  welche  jetzt,  mit  allerdings  etwas  mehr  Recht,  für  den  Theodo- 
liten gegenüber  dem  Messtische  geltend  gemacht  werden. 

S16.  Du  Princip  der  Holtiplication.  Der  Messtisch  kann  nicht 
nur  zum  Verzeichnen,  sondern  auch  zum  genauen  Messen  eines  Win- 
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kels  a dienen.  Stellt  man  ihn  nämlich  über  dem  Scheitel  des  zu 
messenden  Winkels  auf,  — visirt  nach  dem  einen  Winkelpuncte 
und  dann  nach  dem  andern,  — stellt  nun  durch  Drehen  des  Tisches 
den  Diopterlineal  wieder  auf  den  ersten  Punct  zurück , und  visirt 
nochmals  auf  den  zweiten,  etc.,  bis  nach  n Operationen  die  letzte 
Visur  einen  Winkel  von  etwas  mehr  als  b Umdrehungen  mit  der 
ersten  bildet , so  hat  man , wenn  c die  Distanz  der  dem  Radius  r 
entsprechenden  Puncte  dieser  Visirlinien  ist, 

n . a = b . 3G0*  -|-  Arcus  Chord«  — 

r 

woraus  sich  a bei  Vermeidung  constanter  Fehler  um  so  genauer 
finden  lässt,  je  grösser  n ist. 


Die  EinfOhning  des  Principes  der  Multiplication  verdankt  man  dem  altern 
Tobias  Mayer«  vergl.  dessen  Abhandlung  „Nova  methodus  perficiendi  in- 
strumenta geometrica  ct  novum  instrumentum  goniometrienm  (Comment. 
Gotting.  II  1752}“.  — Arcus  chordn  (c : r)  lasst  sich  einer  Sehnentafcl  (VI), 

»• to*  oder  einem  mit  ihrer  BUfe  construir- 

ten  sog.  geradlini^n  Transpor- 
teur entnehmen,  von  dem  beistehende 
Figur,  in  der  zum  Aufträge  der  Seh- 
nen von  6°,  10®,  15®,...  ein  Decimeter 
5"  li"  fOr  r=  Chorde  60°  angenommen  wurde, 

einen  Begriff  gibt,  und  dessen  Gebrauch  dem  des  allhekannten  verJQngten 
Maassstabcs  analog  ist. 


/ ’ 

SIT«  Die  PotheDOt'eclie  Aufgabe.  Die  von  Snellius  zuerst  behan- 
delte, später  nach  Pothenot  benannte  Aufgabe,  die  Lage  eines  Stand 
punctes  D (s.  Fig.  1)  gegen  3 bekannte  Puncte  A,  B,  C zu  be- 
stimmen, kann  mit  dem  Messtische  auf  folgende  Weise  gelöst 
werden:  Man  stellt  denselben  (am  leichtesten  mit  einer  Orientir- 
boussole)  so  über  D auf,  dass  die  verzeichneten  Geraden  AB  und 
BC  den  entsprechenden  Geraden  auf  dem  Felde  möglichst  parallel 
sind,  und  zieht  nun  durch  die  Puncte  auf  dem  Tische  und  Felde 
Visirlinien,  welche  ein  sog.  Fehlerdreieck  a|  ß\  y\  bestimmen 
mögen;  dann  dreht  man  den  Tisch  ein  wenig  (wo  möglich  über  die 
parallele  Lage  hinaus)  und  construirt  ein  zweites  Fehlerdrcieck 
ct2ßzyz‘i  die  Verbindungslinien  a^a.^,  /9|/?2,  y,  y*  (eigentlich  nach 
124  die  Kreislinien  «i  B C,  /5,  A C,  yi  y^  A B)  schneiden  sich 
in  dem  gesuchten  Puncte.  — Kennt  man  (s.  Fig.  2)  a,  b und  den 
in  das  Viereck  A B C D fallenden  Winkel  o , und  hat  ß und  y ge- 
messen, so  kann  man  (98:4;  103)  aus 

bSin/J  _ 
aäiny 

und  y + V'  ~ 360®  — («  -j"  /?  + y)  - ® 


Tg = Tg  (x-45®)  Tg  wo  Tgx  = 
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(p  und  ij},  und  dann  (103)  r,  s,  t bercclmen.  — Für  annähernde 
Beadmmungen  (z.  B.  um  den  Standpunct  beim  Lothen  gegen  be- 
kannte Puncte  am  Ufer  festzulegen)  kann  man  nach  Horner’s  Vor- 
schläge ß und  y auf  Strolipapier  auftragen,  und  D durch  Versuch 
ermitteln,  — oder  auch,  wenn  man  (s.  Fig.  2)  A B und  ihre  Orien- 
tirnng  (d  <p)  kennt,  die  auf  D an  der  Boussole  (314)  für  A D und 
B D gemachten  Ablesungen  8 und  t bei  A und  B antragen. 


'Willebrord  SDclIina  löste  die  im  Texte  behandelte  Aufgabe  in  seinem 
„Eratoethenee  batavus,  de  terrm  ambitus  vera  quantitate.  Lngd.  Batav.  1617 
in  4.“  durch  Rechnung  in  der  thells  durch  die  beistehende  Figur,  theils  durch 
das  Schema 


B 


Dreieck 

1 Gegeben 

A 

FH 

A 

F=  Vf  c,  a,  90« 

A 

Ol 

1 A 

G = V,  b,  ß,  90» 

A 

HI 

1 A 

H,A1,,^HAI  = HAF  — lAF 

A 

EH 

A 

II,  /.AHE=:  180«- AHI,  60® 

A 

CD 

b, 

ft/lCAD  = IAG-|-90«  — AIH 

A 

BD 

«,  /lBAD  = A-)-ziCAD 

Dreieck 

Gesucht 

AFH 

AH,  /.HAF 

AOI 

AI,  /.IA0  = ^IAF  — A 

AHl 

HI,  ^AHI,  / AIH 

AEH 

AE,  2.AE  = AO 

ACD 

CD 

ABD 

BD 

angedeuteten  Weise.  SpKter  gab  Laurent  Pothenot  (16 . . — Paria  1732 ; 
Professor  der  Mathematik  und  Mitglied  der  Academie  in  Paris)  in  einer  1662 
Torgelegten  Äbhandlnng:  „Probleme  de  göomötrie  pratique:  Trouver  la  Posi- 
tion d’un  lieu  que  l’on  ne  pent  volr  des  principaux  points  d’oü  l’on  obacrve 
(Anc.  Möm.  Par.  X)“  eine  Lösung  derselben  Aufgabe, 
welche  nun  seinen  Namen  erhielt.  — Die  im  Texte 
gegebene  constructive  Lösung  mittelst  Feblerdreiecken 
setzt,  da  diese  klein  werden  sollen,  eine  unter  dem 
Tische  io  Couliseen  laufende,  etwas  drehbare,  bei  jeder 
Aufnahme  Irgend  einmal,  wenn  der  Tisch  eben  orientirt 
ist,  auf  Null  gestellte  und  dann  festgeklemmte  Boussole, 
eine  sog.  Orlenilrbouasole,  voraus.  Es  ist  diese 
Methode  besonders  durch  Job.  Georg  Lehmann  (Jo-' 
hannismBhle  bei  Baruth  1765  — Dresden  1811;  Director  der  Plankammer 
in  Dresden),  vergl.  den  zweiten  Band  seiner  „Lehre  vom  Situationsseicbnen. 
Dresden  1812,  2 Bde.  in  8.  mit  Alias  in  fol.  (6.  A.  1643)“,  behandelt  worden, 
— sodann  von  Friedrich  August  Wilhelm  iVetto  (Leipzig  1783  — ?;  Lehrer 
der  milltlrischen  Messkunst  in  Dresden  und  Berlin),  vergl.  sein  „Lehrbuch 
der  gesummten  Vermessungskunde.  Berlin  1820 — 1825,  2 Bde.  in  8.“,  — 
etc.  — Eine  andere  constructive  Lösung,  welche  (vergl.  A.  N.  430)  Beatei 
und  KuleDkamp  gaben,  besteht  darin,  dass  man  auf  dem  gesuchten  Stand- 
puncte  D den  Messtisch  einmal  so  dreht , dass  das  an  A C gelegte  Diopter- 
lineal Ober  C hinaus  den  Punct  C auf  dem  Felde  zeigt,  und  sodann  eine 
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Visur  AD*  nach  B zieht,  — nachher  so,  dass 
das  ivicder  an  AO  gelegte  Diopterlineal  Ober 
A hinaus  den  Punct  A auf  dem  Felde  zeigt, 
und  wieder  eine  Visur  CD'  nach  B zieht; 
legt  man  sodann  durch  D',  A und  C eine 
Kreislinie,  und  uerUngert  D'B  bis  an  die- 
selbe, so  stellt  der  erhaltene  Punct  D vor, 
da  die  beiden  a und  ebenso  die  beiden  ß der 
Figur  als  Peripheriewinkel  auf  gleichen  Bogen 
gleich  sind.  — FOr  Ableitung  der  fm  Texte 
gegebenen  Formeln  zur  LQsung  durch  Rech- 
nung dürften  die  daselbst  befindlichen  Citationen  genügen,  — zum  Nthernngs- 
verfahren  von  Horner  ist  höchstens  beizufOgen,  dass  schon  Georg  Friedrich 
Brander  (Regensbnrg  1713  — Augsburg  1783;  Mechaniker  in  Augsburg)  in 
seiner  „Beschreibung  eines  Universal-Messtisches.  Augsburg  1772  io  8.“  ein  • 
verwandtes,  wenn  auch  nicht  ganz  so  praktisches  Verfahren  lehrte,  — zum 
NOherungsverfahren  mit  der  Boossole  ist  nichts  beizufOgen,  — und  fOr  einige 
andere  Methoden  kann  auf  „(ierllng«  Die  pothcnot’sche  Aufgabe.  Marburg 
1840  in  8."  verwiesen  werden.  — FOr  die  von  Lambert  gestellte  und  nach 
ihm  benannte  Aufgabe,  die  relative  gegenseitige  Lage  von  sechs  Puncten  zu 
bestimmen,  wenn  an  dreien  derselben  die  Azimuthe  der  drei  Obrigen  be- 
stimmt worden  sind,  muss  ich  mich  beschränken,  auf  die  hObsche  LOsnng 
derselben  zu  verweisen,  welche  Georg  Daniel  Eduard  Weyer  (Hamburg 
1818;  früher  Assistent  der  Hamburger-Sternwarte,  jetzt  Professor  der  Mathe- 
matik und  Astronomie  ln  Kiel)  in  Orunert’s  Archiv  (III  74  — 70)  veröffent- 
licht hat.  — FOr  zwei  andere  hieher  gehörende  Aufgaben  verweise  ich  auf 
114  und  116. 

S18.  Der  DisteoxmeSBer.  Hat  das  Fernrohr  des  Diopterlineab 
zn  dem  horizontalen  Mittelfaden  noch  einen  Parallelfaden  im  Win- 
kelabstande  a , und  spielt  eine  an  seiner  Axe  befestigte  Spitze  Uber 
einem  getheilten  Kreise,  dessen  Centrum  ebenfalls  in  der  Axe  liegt, 
und  dessen  Nullpunct  bei  horizontalem  Fernrohr  mit  der  Spitze  co- 
incidirt,  so  kann  es  als  Distanzmesser  aus  Einem  Stande 
dienen;  denn  stellt  man  in  der  Horizontaldistanz  x einen  getheilten 
Stab  vertical  auf,  und  fällt  eine  Länge  a desselben  zwischen  die 
Faden,  während  der  getheilte  Kreis  die  Ablesung  ß gibt,  so  hat 
man  die  Qleichong 

xTg(a  \-ß)  — xTg/J=a  oder  x = a Ctg « Cos* ^Sin2/?  1 

wo  bei  X , wenn  die  Genauigkeit  Vaoo  genügt,  das  letztere  Glied, 
sowie  die  Veränderung  der  Bildweite,  vernachlässigt  werden  kann. 
Die  Grösse  Ctg  « wird  am  besten  bestimmt,  indem  man  den  Stab 
in  bekannter  Distanz  aufstellt.  — Bei  der  Sladia  der  Militär’s  wird 
X analog  bestimmt,  indem  man  beobachtet,  in  welcher  Distanz  vom 
Scheitel  ein  gewisses  a (z.  B.  ein  Mann)  zwischen  die  Schenkel 
eines  in  bestimmter  Entfernung  vom  Auge  gehaltenen  Winkels  passt  ' 

Woir,  iiuZbKii.  L 18 
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Den  im  Texte  beschriebenen  Distanzmesser  benutzte  Ludwig  Weni  (Basel 
169&  — Basel  1772;  Professor  der  Mechanik  und  Btndtnotar  in  Basel)  schon 
um  die  Mitte  des  vorigen  Jahrhunderts,  machte  darüber 
an  Euler  Mittbeilung,  und  beschrieb  ihn  in  der  Abhand- 
lung „Solutio  famosissimi  problematls  geometrico-prac- 
tici  de  invenienda  distantia  objecti  remotl  ope  unlcai 
et  cujuscunque,  ut  vocant,  stationis  (Act.  Helvet.  IV)“, 
— nur  hatte  er  noch  keine  Parallclfadcn,  sondern  masa 
die  beiden  Höhenwinkel  (a  ff)  und  ß zweier  vertical 
Ober  einander  stehender  Puncte  von  bekannter  Distanz  a.  — Die  erste  Glei- 
chung 1 geht  unmittelbar  aus  der  Figur  hervor,  und  aus  ihr  folgt 

a _ a(l-TggTg|?)  _ aCos«/a(l-Tg«Tg;^ 

+ — Tg/?  Tga(l-f  Tg‘f?)  Tg« 

oder  die  zweite  Gleichung  1,  mit  deren  HSlfe  hei  Vernachlässigung  des  zwei- 
ten Gliedes 


y = X . Tg  ^ = a Ctg  a . '/«  ^ ß * 

gefunden  wird.  Um  x und  y auf  dem  Felde  ohne  eigentliche  Rechnung  er- 
halten zu  können,  haben  meine  beiden  Freunde  Johannes  Wild  (Riebtersweil 
1814;  jetzt  Professor  der  Geodäsie  am  schweizerischen  Polytechnikum)  und 
Joh.  Heinrich  Denzter  (Egllsau  1814;  jetzt  Katasterdirector  in  Solothurn), 
vergl.  „Wild,  Ueber  die  topographische  Vermessung  des  Kantons  EOrich, 
nebst  Erklärung  des  dabei  angewandten  logaritbmischen  Rechenstabea  (Verh. 
der  teclin.  Oes.  in  Zürich  1847),  einen  eigenen  Rechenstab  construirt,  an  dem 
man  auf  a.Ctga  (die  Distanz  für  ß = 0)  einstellt,  während  der  gewöhnliche 
Schieber  Cos*;?,  eine  Art  Schlaufe  aber  '/,  Sin2;ä  entspricht.  — Da  die  im 
Texte  beschriebene  Stadia,  namentlich  für  die  Artillerie,  unzureichend  ist, 
so  hat  man  sic  zu  ersetzen  gesucht,  und  so  entstand  unter  Anderm  der  sog. 
Telometer  des  französischen  Genie-Oberst  Goulier.  der  aus  zwei  durch 
ein  Band  d von  40"  verbundenen  Apparaten  besteht;  Der  Eine  A besteht  aus 

dem  einen  rechten  Winkel  gebenden  Prisma 
P,  — der  Andere  B theils  aus  einem  eben- 
solchen Prisma,  theils  aus  einer  planconvexen 
Linse  M',  welche  gegen  eine  planconeave 
Augenlinse  M von  gleicher  Brennweite  etwas 
verschoben  werden  kann , so  dass  das  Auge 
bei  einem  direct  gesehenen  Gegenstände  O 
auch  einen  seitlichen  Gegenstand  G'  sieht,  und 
, der  durch  Lictztern  bestimmte  Winkel  a an- 

iad.Cij,a  genähert  durch  die  Verschiebung  MM'  be- 
stimmt wird.  Soll  nun  x gemessen  werden,  so  stellt  sich  A vorläufig  in  dem 
einen  Endpuncte  auf,  während  B ungefähr  senkrecht  zu  A C in  die  Distanz 
d geht;  dann  bewegt  sich  A seitlich,  bis  er  durch  sein  P den  andern  End- 
punct  C über  B hinaus  in  C'  sieht,  — und  nun  verschiebt  B sein  M'  so, 
dass  er  A durch  M,  und  C durch  sein  P nach  derselben  Richtung  in  A"  und  C" 
zu  sehen  glaubt.  Kach  zahlreichen  Versuchen  einer  schweizerischen  Experten- 
Commission  kann  man  so  x in  2*/t  Minuten  durch  einmalige  Messung  auf 
1'/,,  in  9 Minuten  durch  zehnmalige  Messung  auf  1%  genau  erhalten. 
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XXII.  Die  fflessangen  mit  Theodolit,  Spiegelseztant  and 
Nivelliriiutmment 

519.  Die  getheilten  Kreise.  Theoretisch  kann  die  Theilung 
eines  Kreises  bis  in’s  Unendliche  fortgesetzt  und  mit  unbegrenzter 
Genauigkeit  ausgefiihrt  werden,  — practisch  dagegen  erreicht  man 
nur  zu  bald  eine  theils  durch  den  Radius  de.s  Kreises,  theils  durch 
die  Theilungsmittel  und  das  zu  theilende  Material  (früher  Holz, 
Eisen,  Messing,  — jetzt  gewöhnlich  Silber  und  zuweilen  Glas)  be- 
dingte oberste  Grenze.  Setzen  wir  z.  B.  die  Bogenlänge  einer  Minute 
2r«:  360.60  gleich  einer  Einheit,  so  wird  r = 3437,7468,  und 
wenn  daher  jene  Einheit  auch  nur  */io'"  ^verden  soll,  so  muss 
der  Radius  schon  nahe  27z' , oder  der  Kreis  ein  sog.  fünffüssiger 
sein.  Zudem  wird  gefordert,  dass  die  Theilstriche  scharf  und  deut- 
lich seien,  und  man  darf  daher  mit  der  directen  Theilung  nicht 
einmal  bis  an  die  Grenzen  der  Möglichkeit  gehen,  — bei  6 — Szölligen 
Kreisen  wohl  nicht  weiter  als  bis  10*,  bei  20 — 36zülligen  bis  2'. 

Um  die  Theilung  weiter  treiben  ru  können,  wurden  ln  Uterer  Zeit  mit- 
unter Monstre-Inatrumente  construirt,  und  hXufig  die  ganzen  Kreise  durch 
Sectoren  ersetzt;  so  besass  der  von  Tycho  Brahe  (Knudstrup  bei  Heising- 
borg 1&46  — Prag  1601 ; erat  königlich  dinischer,  dann  kaiserlicher  Astronom) 
im  Jahre  1669  oder  löTO  fDr  die  Gebrüder  Hainzel  in  Augsburg  auf  einem 
Hügel  unter  einem  Zelte  aufgestellte  Quadrant  einen  Radius  von  17'/,',  — ja 
der  Radius  des  Quadranten  (wenn  es  nicht  etwa  nur  eine  Art  Gnomon,  s.  SöO, 
war),  an  dem  der  Fürst  IJIugbegh  in  der  ersten  Ilülfte  des  15.  Jahrhunderts 
zu  Samarkand  beobachtete,  soll  gleich  der  Höhe  der  Sopbienkirche  in  Con- 
stantinopel  gewesen  sein.  In  nenerer  Zeit  bat  man  dagegen  eingesehen,  dass 
solche  grossen  und  schweren  Kreise  schkdlichen  Formünderungen  ausgesetzt, 
auch  kaum  scharf  zu  tbeilen  sind,  — Sectoren  noch  um  so  mehr;  man  geht 
daher  bei  tragbaren  Instrumenten  nur  höchst  selten  über  12 zöllige,  bei  festen 
Instrumenten  nur  ausnahmsweise  über  Sfüssige  Kreise  hinaus.  — Für  Theil- 
methoden  auf  325  und  328  verweisend,  mag  noch  beigefügt  werden,  dass  zum 
Reinigen  der  Theilkrelse  ein  mit  Speichel  befeuchteter  leinener  Lappen,  — 
bei  grösserm  Widerstande  mit  befettetem  Finger  aufzureibender  Lsmpenruss 
zu  empfehlen  ist 

520.  Der  Teroier.  Bei  jedem  zu  Winkelinstrmnenten  verwen- 
deten getheilten  Kreise  ist  die  Stellung  eines  Index  an  demselben 
abznlesen,  wobei  von  Index  und  Theilung  je  da.s  Eine  fest,  das  An- 
dere mit  der  Visirvorrichtung  beweglich  ist.  Um  diese  Ablesung  ge- 
nauer zu  erhalten,  wendete  man  früher  Traiisversalthelluiigen 
an,  während  jetzt  gewöhnlich  der  Index  durch  den  Nnllpunct  einer 
zum  Kreise  concentrischen  Hülfstheilung,  des  sog.  Vernier,  ersetzt 
wird:  Ist  nämlich  z.  B.  ein  Kreis  von  10  zu  10'  getheilt,  und 

10* 
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wUnsclit  man  dennoch  auf  10"  genau  ablesen  zu  können,  so  theilt 
man  zur  Hülfe  einen  Bogen  von  59 .10'  in  60  (allgemein  n — 1 in  n) 

59 

gleiche  Theile.  Jeder  der  neuen  Thcile  ist  um  IO"  — . 10'  = lO" 

(oder  -—)  kleiner  als  ein  Theil  der  Haupttheilung,  und  wenn  also 

z.  B.  der  0‘*  Theilstrich  des  Vernier  so  zwischen  54®  30'  und  54® 
40'  der  Haupttheilung  steht,  dass  der  7"  Theilstrich  desselben  mit 
einem  Theilstriche  der  Haupttheilung  zusammenfällt,  so  muss  er  bei 
54®  30*  -f-  7 . 10"  = 54®  31'  10"  stehen,  und  entsprechend  in  andern 
Fällen.  — Für  das  sog.  Ablc.semikroskop  vergl.  327,  — für  Unter- 
suchung der  Theilung  und  Elimination  der  Excentricität  328. 


Die  Notb Wendigkeit,  genauer  ablesen  au  können,  ala  ea  die  direote  Thei- 
Inng  der  Kreise  eriaubte,  veranlasate  schon  den  Portugiesen  Pedro  Munnez 
oder  IVonioa  (Alcaaar  de  i?al  1492  — Coimbra  1577;  Professor  der  Mathe- 
matik lu  Coimbra)  in  seinem  Werke  „De  crepnscnlis.  Olyssipone  1542  in  4.“ 
ein  HOlfsmittel  vorsuschlagen , das  auf  dem  glflcklichen  Oedanken  basirte, 
man  könne  weitergehender  Theilung  veracbledeDe  Theilung  desaelben 
Bogens  aubstitniren : Man  solle  nimllch  einem  in 
seine  90°  getheilten  Quadranten  noch  44  concen- 
trische  HQlfsqusdrantcn  beigeben,  und  diese  io  89, 
88,  87,  ...  46  Theile  theiien;  wenn  dann  eine  ge- 
wisse Richtung  mit  keinem  Theile  der  Haupttheilung 
susammentrelTe,  so  werde  sie  doch  nabe  mit  irgend 
einem  Theilstriche  der  llQlfathelInng  Obereinstimmen, 
dessen  Werth  dann  ja  leicht  berechnet  werden  könne. 
Praktisch  war  jedoch  dieser  Vorschlag  wenig  werth, 
da  cs  einerseits  (vergl.  Delambrc,  Hist.  Ilt  402 — 405)  gar  nicht  so  leicht  war, 
den  nächsten  Theilstrich  aussumitteln,  der  dann  in  manchen  Fällen  nicht  ein- 
mal eine  grosse  Annäherung  darbot,  — anderseits  dabei  45  verschiedene 
Theilungen  erforderlich  waren,  von  denen  einzelne  (47,  53,...)  sogar  Prim- 
zahlen entspraehen,  — ja  es  ist  zu  begreifen,  dass  Tyefao  an  Einer  Probe, 
ihn  wirklich  auszufahren,  mehr  als  genug  hatte,  und  sofort  nach  etwas 
Anderem  suchte.  GiOcklicher  Weise  war  er  (vergl.  seine  Epist.  aatr.  lib.  1) 
bei  seinem  Aufenthalte  in  Leipzig  dureh  .lohannes  Uommel  (Memmingen 
1518  — Leipzig  1562;  Professor  der  Mathematik  ln  Leipzig)  mit  der  jetzt 
noch  gebräuchlichen  Einrichtung  der  sog.  verjüngten 
Maassstäbe  bekannt  geworden,  und  hatte  nun  den 
Einfall,  dasselbe  Princip  auch  auf  Kreistheilungen 
onzuwenden , wodurch  z.  B.  schon  bei  4zölligen 
Kreisen,  die  entsprechend  beistehender  Figur  direct 
nur  in  Grade  getheilt  wurden,  doch  immerhin  auf 
10'  genau  abgelesen  werden  konnte.  Obschon  Tycho, 

I wie  einige  Decennien  später  ein  gewisser  Johannes 
Frrrcriiia  zuerst  bemerkt  zu  haben  scheint,  eigent- 
lich statt  geraden  'rransversalen  hätte  durch  das 
Kriircentrum  gehende  Transversalbogcn  anwenden 
sollen,  so  erwies  sich  dennoch  sein  Verfahren  prak- 
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tigch  sehr  gut,  und  verhelf  ihm  wesentlich  zu  der  seine  Beobachtungen  aus- 
zeichnenden  Genauigkeit  Auch  spätere  Astronomen  machten  mit  Erfolg  davon 
Anwendung,  und  noch  1673  beobachtete  Jean  Richer  (16..  — Paris  1696; 
Mitglied  der  Parlscr-Academie)  in  Cayenne  (vergl.  371  und  885)  mit  einem 
6fnssigen  Oetanten,  dessen  kupferner  Limbus  mittelst  Transversalen  Minuten 
gab,  ja  noch  deren  Sechstel  sbznschitzen  erlaubte.  — Nach  und  nach  wurden 
dann  allerdings  auch  die  Transversalen  wieder  durch  die  im  Texte  be- 
schriebene neue  Anwendung  des  Nonius'scben  Gedankens  verdrängt,  welche 
Pierre  Vernier  (Omans  1580  — Omans  1637;  MQnzdirector  der  Grafschaft 
Burgund)  in  seinem  Schriftchcn  „La  constrnction , l’usage  et  les  propridtds 
du  quadrant  nouveau  de  mathdmatiques.  Braxelles  1631  in  12.“  znerst  be- 
schrieb, und  die  daher  mit  Recht  seinen  Namen,  häufig  aber  allerdings  auch 
den  von  Nonius  trägt  — Theilt  man,  wie  Im  Texte,  für  den  Vernier  (n  — 1) 
Theilc  der  Haupttbeilung  in  n Thelle,  so  läuft  derselbe  mit  der  Theilnng, 
während  er  für  (n  -|-  1)  in  n rQckwärta  gehen  muss. 

SSI.  Der  Theodolit.  Das  wichtigste  Winkelinstrument  ist  der 
nach  und  nach  aus  dem  Astrolabium  der  Alten  (einem  getheilten 
Kreise  mit  Dioptern)  hervorgegangene  sog.  Ttaeodollty  welcher  aus 
einem  mit  Hülfe  von  drei  Fnssschrauben  horizontal  zu  stellenden 
Kreise,  dem  sog.  Limbas^  besteht,  der  entweder  fest  ist  (gemeiner 
Theodolit)  oder  um  eine  verticale  Axe  gedreht  werden  kann  (Repe- 
titions-Theodolit). Auf  einer  in  dem  getheilten  Kreise  centrisch  lau- 
fenden Scheibe,  der  sog.  Albydade«  welche  mindestens  ein  Paar 
sich  diametral  gegenüberstehender  Vemier’s  trägt,  stehen  zwei  gleich 
hohe  Lager  für  die  Axe  eines  geraden  (terrestrischer  Theodolit)  oder 
mittelst  Prisma  gebrochenen  Fernrohrs  (astronomischer  TheodoUt  oder 
Universalinstrument),  an  welche  wieder  ein  getheilter  Kreis,  der  sog. 
HbbenkrelOy  angesteckt  ist,  dessen  Vernier-Paar  an  einem  der 
Lager  sitzt.  Jede  Veränderung  in  der  Lage  des  Fernrohrs  wird 
durch  das  Instrument  selbst  in  eine  horizontale  und  eine  verticale 
Bewegung  zerlegt,  und  man  kann  daher  mit  demselben  gleichzeitig 
Horizontalwinkel  und  Höhendifferenzen  messen,  sobald  dasselbe  ge- 
hörig aufgestellt  und  coirigirt  ist.  — Zu  letzterm  Zwecke  wird  die 
Libelle  auf  die  Axe  des  Fernrohrs  gesetzt,  dieses  über  eine  der 
(gewöhnlich  getheilten  Kopf  mit  Index  besitzenden  und  dann  auch 
zur  Untersuchung  der  Libelle  benutzbaren)  Fnssschrauben  gebracht, 
und  nun  die  Libelle  eingestellt ; dann  wird  die  Libelle  verkehrt  auf 
die  Axe  gesetzt,  und  vom  allfälligen  Ausschlag  die  Hälfte  an  der 
Fussschranbe,  der  Rest  an  der  Libelle  selbst  coirigirt;  nachher  dreht 
man  die  Alhydade  um  180®,  und  verbessert  einen  neuen  Ansschlag 
der  Libelle  zur  Hälfte  an  der  Fussschranbe,  zur  Hälfte  am  einen 
Lager;  hierauf  stellt  man  die  Axe  parallel  zu  den  beiden  andern 
Fusschrauben,  und  bringt  mit  ihnen  nochmals  die  Libelle  zum  Ein- 
spielen. Dann  stellt  man  das  Fadenkreuz  des  Fernrohrs  genau  auf 
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einen  Gegenstand  ein,  legt  hierauf  das  Fernrohr  in  seinen  Lagern 
um,  oder  führt  es  nach  Drelien  der  Alhydade  um  180*  durch  Durch- 
schlagen auf  den  Gegenstand  zurück , und  verbessert  endlich  die 
Hälfte  der  Abweichung  an  den  Ötellschrauben  des  Fadenkreuzes 
oder  des  Prisma's.  Sind  so  die  Hauptfehler  gehoben,  so  ist  das  In- 
strument zur  Winkelmessting  bereit,  bei  welcher  zur  Elimination  der 
Theilungsfehler  beim  Repetitionstheodoliten  die  Multiplication  (216) 
angewandt  werden  kann.  Für  die  Messung  von  Höhenwinkeln  vergl. 
225,  — für  die  Axenlibelle  329. 

Das  Astrolabium  bestand  ursprOngUch  aus  einem,  an  einem  Ringe  gehal- 
tenen oder  anfgebBngten , sich  in  Folge  der  Sobwere  von  selbst  vertioal 
stellenden  Kreise;  sp&ter  erhielten  solche  Kreise  oder  die  ihnen  substltnlrten 
Quadranten  und  Sectoren,  um  nicht  nur  Vcrticalwinkel  messen  au  kSnnen, 
eigene  Stative,  mit  Kugelgelenken,  — ja  es  begann  spltestens  Tycho  einen 
Kreis  mittelst  Fussschranben  horizontal  zu  stellen,  und  Ober  ihm  einen  dreh- 
baren Quadranten  mit  Dioptern  anzubringen,  um  so  von  selbst  jeden  zu 
messenden  Winkel  in  eine  borizontale  und  eine  verticale  Componente  zu  zer- 
legen, d.  h.  einen  sogenannten  Azimutbalquadrant  zu  construiren,  aus  dem 
dann  nach  und  nach  durch  die  Bemühungen  der  Brander,  Ramsden, 
Reiebenbaefa , etc.  der  im  Text  beschriebene  Theodolit  entstand.  Letzterer 
Name  kam  um  die  Mitte  des  18.  Jahrhunderts  von  England  her  zu  uns,  nnd 
ist  wahrscheinlich  durch  snecessive  Umformung  aus  Alhydade  entstanden,  da 
(vergl.  eine  Note  von  A.  Morgan  in  Phil.  Mag.  1846)  schon  in  den  vorher- 
gehenden Jahrhunderten  zur  Bezeichnung  eines  mit  Dioptern  oder  Alhydade 
versehenen  Kreises  die  Uebergangsformen ; Athelida,  athelldirter  Kreis,  theo- 
delitirter  Kreis,  etc.  gebraucht  worden  sein  sollen.  — Bei  dem  sog.  gebroche- 
nen, spltestens  1816  durch  Reicbenbaeb  angewandten  Fernrohr,  fallen  die 
vom  Objectlve  kommenden  Strahlen  auf  ein  in  der  Mitte  der  hohlen  Drehaxe 
angebrachtes  gleichschenklig-rechtwinkliges  Olasprisma,  nnd  werden  durch 
dasselbe  in  die  eine,  das  Ocular  tragende  HUfte  der  Drehaxe  geworfen. 

FBllt  aber  ein  Strahl  unter  dem  Winkel  a auf  das 
Prisma  ein,  so  verlässt  er  es  auch  (s.  283  und 
286)  unter  dem  Winkel  < = a,  da 

^ -p  y zr  45®  zrd  -f-  y also  ß~  S 
und  dabei  bilden  der  einfallende  und  austretende 
Strahl  einen  Winkel 

9 = (o  — ^)-f  180  — 2y-f  (,  — J)  = 90«-f-2o  1 
so  dass  das  gebrochene  Fernrohr  nur  fBr  o = 0 
der  Forderung,  es  solle  die  optische  Axe  senk- 
recht zur  Drehaxe  stehen  (keine  Collimation  be- 
sitzen), Genüge  leisten  kann.  — Beim  astronomischen  Fernrohr  wird  mit  und 
ohne  Prisma  oben-unteo  als  unten-oben,  — dagegen  nur  ohne  Prisma 
linba-reebta  als  recbta-Iinka  erscheinen.  — Hat  eine  der  Fussschranben 
des  Theodoliten  einen  getheUten  Kopf  mit  Index,  so  kann  man  einerseits 
damit  v (s.  212)  nach  der  Formel 

h . w 

n.l.Sin60».Sin  1"  * 

bestimmen,  wo  1 die  Entfernung  zweier  Fussschrauben , w aber  die  Weite 
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ihrer  Schranbengänge  bezeichnet,  und  h die  Anzahl  der  Schraohengünge  gibt, 
für  weiche  das  eine  Blasenende  n Theilstriche  durebliuft,  — und  anderseits 
diese  Tbeilnng  benutzen,  um  mit  mehr  Sicherheit  die  bei  Correctlon  der 
Libelle  und  der  Lager  sich  ergebenden  Äueschligc  gerade  zur  Hälfte  an  der 
Schraube  zu  verbcssem.  — Wenn  auch  die  Fehler  des  Theodoliten  nacli  den 
angegebenen  Methoden  mflglichst  gehoben  sind,  so  wird  docl)  immer  noch  der 
sog.  Horizontalkreis  eine  kleine  Neigung  i gegen  den  wahren  Horizont  besitzen, 
so  dass  sein  Pol  P den  Abstand  i von  dem  Zenitbe  Z hat,  und  nur  der  Theil- 
punct  Sg  desselben  wirklich  im  Horizonte  liegt.  Ferner  wird  die  Drehaxe  des 
Fernrohrs  nicht  genau  mit  dem  Horizontalkreise  parallel  sein,  sondern  ihr 
Westende  W eine  kleine  Erhebung  i‘  Uber  denselben  haben,  und  während 


die  optische  Axe  zu  ihr  senkrecht  stehen  und  nach  O weisen  sollte,  wird  sie 


den  Winkel  90°  — c mit  ihr  bilden,  und  nach  0' 
gerichtet  sein,  so  dass  der  Ablesung  a,  am  Hori- 
zontalkreise der  Punct  A,  am  Horizonte  entspricht 
Nun  hat  man  aus  Dreieck  P Z W , wenn  b,  die 
Angabe  der  Libelle  ist. 

Sin  b, = Sin  1‘ . Cos  i -|-  Cos  i'.  Sin  i . Cos  (a — a,  -f-  00°) 
oder  nahe,  da  a = 90°-|-a,, 

b,  =i‘  — iSln(a  — ag)  = i'  — iCos(a,  — ag)  3 


und  aus  demselben  Dreiecke 


Sin(A — Sg -f- 90°)  : Sin (a — a,-(-90°)  = Cosi':Co8b,  oder  A = a=90°-f-a,  4 
Ferner  folgt  aus  Dreieck  Z W 0‘,  wenn  z,  die  annähernd  am  Theodoliten 
(nach  226)  bestimmte  Zenithdistanz  von  0'  ist. 

Cos  (90°  — c)  = Sin  b, . Cos  z,  -)-  Cos  b, . Sin  s, . Sin  [90°  — (A  — A,)] 

Da  in  dieser  Gleichung  die  linke  Beite  und  das  erste  Glied  rechts  klein,  so 
muss  auch  das  zweite  Glied  rechts  abgesehen  von  s,,  also  Sin  [90°  — (A — A,)] 
klein  sein,  also  nahe 

c = b, .Coss, -|-[90° — (A — A,)]Sinz,  oder  A,  =a, -[-c.Cosecs, — b,Ctgz,  K 
so  dass  sich  also  jede  Ablesung  mit  Hfilfe  von  3 und  6 leicht  corrigiren  lässt, 
sobald  man  i,  !‘,  a,  und  c kennt  — Stellt  man  aber  den  Kreis  suecessive  auf 

a, ,  120° -|-a,  und  240° -|-a,  ein,  und  bestimmt  mit  der  Libelle  die  sugehörigen 

b, ,  b,  und  bg,  BO  hat  man,  da  Cos  120°  = — '/ii  12ü°  = -|-Vi 
Cos  240°  = — Vz  und  Sin  240»  = — ‘/i  VT, 

b,  = 1'  — i Cos  (a, — ag)  b,  = 1'  */t ' Cos  (a, — ag)  -j-  '/,  i Sin(a, — a,)  YT 

b,  = l‘-t-  Vt  iCos(a,  — ag)  — Vii8in(a,— a„)l/3' 
und  hieraus  durch  Combination 

t,  + b.-f-b,  = 8i'  b,-b,  =VT.i.Sln(a,-ag) 

— 2b,=  3 .l.Cos(a,  — ag)  “ 

woraus  sich  i,  i',  Sg  bequem  berechnen  lassen.  Um  c zu  bestimmen,  ist  es 
am  einfachsten,  das  Fernrohr  in  den  Lagern  nmznlegen,  wobei  c das  Zeichen 
ändert,  — nochmals  zu  nivelliren,  wodurch  man  b,  erhält,  das  in  Folge  einer 
allfälligen  Zapfenongleichheit  (s.  320)  etwas  von  b,  verschieden  sein  kann,  — 
dann  das  Fadenkreuz  auf  O'  zurfickzufUhren  und  die  neue  Ablesung  ag  zu 
machen.  Man  hat  sodann  entsprechend  6 

A,  = a,  — c . Cosec  z,  — b.  Ctg  z,  % 

so  dass  aus  5 und  T 

c = .^-  SinS|—  — CosZ|  8 

folgt.  Statt  nmznlegen  kann  man,  wenn  man  bereits  nach  328  Ezcentrlcitä^ 
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nnd  Indexfehlar  kennt,  nm  180°  drehen  nnd  durchschlagen.  — Für  die  Faden- 
beleuchtnng  nnd  Fadenparallaxe  vergl.  326. 

SSS«  Der  Spiegelsextant.  Neben  dem  Theodoliten  ist  der  kein 
Stativ  erfordernde,  also  zur  See  brauchbare  und  auf  Reisen  bequeme 
Spiegelsextant  das  wichtigste  Winkelinstrument.  Er  besteht  aus 
einem  Kreissector,  auf  dessen  Ebene  (s.  Fig.  1)  ein  oben  durchbro- 
chener oder  unbelegter  Spiegel  A parallel  zur  Nulllinie  der  Theilung 
des  Sectors  fest  aufsitzt.  Ein  zweiter  Spiegel  B ist  auf  einem  dreh- 
baren Radius  befestigt,  und  dieser  Letztere  trägt  zugleich  den  Index 
oder  Vernier  für  die  Ablesung.  Dem  Spiegel  A endlich  steht  ein 
Fernrohr  F so  gegenüber,  dass  seine  optische  Axe  und  die  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Spiegel  an  A mit  der  Normale  zu  A gleiche 
Winkel  bilden.  Visirt  man  durch  F und  den  unbelegten  Theil  von 
A nach  einem  Gegenstände  D,  und  dreht  dann  den  Spiegel  B so, 
dass  man  nach  derselben  Richtung  durch  doppelte  Reflexion  einen 
Gegenstand  C zu  sehen  glaubt,  so  kann  man  aus  der  entspre- 
chenden Ablesung  a den  Winkel  ß finden,  welchen  D und  C am 
Auge  bestimmen;  denn  es  ist  offenbar 

/?=2d  — 2y  = 2[90-|-d— (90  + y)]  = 2a  1 

Um  die  hiernach  nüthige  Verdopplung  nicht  immer  machen  zu 
müssen,  wird  gewöhnlich  jedem  Theilstriche  das  Doppelte  seines 
Werthes  beigeschrieben,  — und  zur  Prüfung  des  Parallelismus  von 
A mit  der  Nulllinie  oder  zur  Auffindung  des  sog.  Collimations- 
febler’s  hat  man  einfach  nachzusehen,  welchen  Werth  ß für  einen 
sehr  fernen  Gegenstand  (C  = D)  annimmt.  — Für  die  Messung  von 
Höhenwinkeln  vergl.  225,  — für  die  Reduction  auf  den  Hori- 
zont 223. 


Nachdem  Robert  Hooke  (Freahwater  auf  Insel  Wight  1635  — London 
1703;  Professor  der  Geometrie  ln  London  und  Secretär  der  Royal  Society) 
um  1661  ohne  den  gewünschten  Erfolg  versucht  hatte.  Einen  Spiegel  zur 
Constmetion  eines  Winkelinstrumentes  zu  verwenden,  sandte  Newton  1700 
Zeichnung  und  Beschreibung  eines  Sextanten  mit 
zwei  Spiegeln  an  Hailejr,  damit  er  sich  über 
die  praktische  Bedeutung  desselben  ausspreche; 
dieser  erkannte  jedoch,  wie  es  scheint,  dieselbe 
nicht,  — liess  die  Zusendung  liegen,  und  erst 
1742  fand  man  eie  nach  seinem  Tode  unter  seinen 
Papieren.  Unterdessen  legte  John  Badley  (16 . . 

— London  1744 ; Instrumentenmacher  in  London), 
der  viel  mit  Halley  verkehrte,  vier  Jahre  nach  Newton ’s  Tode,  ohne  diesen 
zu  nennen,  der  Roy.  Society  ein  jener  Zeichnung  ganz  entsprechendes  n^ew 
Instrument  for  taking  angles  (PhU.  Trans.  1731)“  vor,  nnd  da  man  sofort 
einsah,  welch’  grossen  Nutzen  dasselbe  für  die  Nautik  haben  müsse,  kam  es 
bald  unter  dem  Namen  des  Hadley’schcn  oder  Spiegel-Sextanten  ln  allge- 
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meinen  Gebrauch.  — Der  im  Texte  gegebenen  Beecbreibung  und  Theorie  des 
Sextanten  ist  Folgendes  nachzutragen:  Dreht  man  A um  OO“,  und  versetzt 
F nach  F',  so  kann  man  bei  gleichem  Stande  von  B den  Winkel  C' AD'  = 
180®  — /J=180*  — 2o,  und  somit  schon  mit  einem  Oetanten  alle  Winkel 
zwischen  0 und  180®  messen.  — Um  den  von  jeder  Ablesung  in  Abzug  zu 
bringenden  sog,  Collimationsfebler  e,  oder  viel- 
mehr die  Ablesung  bei  parallelem  Stande  der 
Spiegel,  zu  bestimmen,  wollen  wir  uns  den  Spiegel 
B so  gedreht  denken,  dass  derselbe  Gegenstand 
M sowohl  direct  als  durch  doppelte  Spiegelung 
gesehen  wird;  die  entsprechende  Ablesung  sei 
c',  wlhrend  9 den  Winkel  der  von  M ausgehen- 
den Strahlen,  9 aber  den  Winkel  der  beiden 
Spiegel  bezeichne.  Man  hat  alsdann 

9 = 2y  — 2i=2[90-t-y  — (90-|-dj]  = 2y,  « 
ferner 

D + dCos29  Oder  nahe  9 =-g^  [^Sin  2y-^  Sin  4y]  » 
nnd  endlich,  da  nicht  zu  vergessen,  dass  jedem  Theilstriche  das  Doppelte 
seines  Werthes  beigesebricben  ist, 

= = oder  c = c'  + 9 4 


Tg9  = - 


dSin2, 


Aus  3 geht  hervor,  dass  für  ferne  Gegenstände,  wie  z.  B.  fBr  die  Sonne,  9 
verschwindet,  und  in  solchem  Falle  ist  nach  4 nnmittelbar  c = c‘.  Will  man 
die  Bestimmung  wirklich  mit  der  Sonne  machen,  so  thut  man  am  Besten,  ihr 
Spiegelbild  mit  dem  unmittelbar  gesehenen  Bilde  suceessive  beidseitig  zur  Be- 
rührung zu  bringen,  und  die  halbe  Summe  der  entsprechenden  Ablesungen  für 
e zu  nehmen.  Will  man  dagegen  die  Bestimmung  mit  Hülfe  eines  terrestrischen 
Gegenstandes  der  Distanz  D bestimmen,  so  muss  man,  um  nach  3 je  9 be- 
rechnen zu  können , für  ein  und  alle  Male  2 j ermitteln : Hiefür  wird  der 
Sextaot  auf  einem  Stative  oder  auf  seinen  Füsschen  festgelegt  und  auf  M 
eingestellt;  dann  wird  ein  mit  einem  Fadenkreuze  versehenes  Femröbreben  G 
so  aufgestellt,  dass  man  dadurch  M im  Spiegel  B sieht,  — nun  mit  dem  Sex- 
tanten ^OBM=;2d  gemessen,  — die  Ablesung  s gemacht,  — und  dann  mit 
Hülfe  von  2 und  4 ans 

s — c = 2d  = 2y  — 9 oder  2y  = s — c-|-9  = 8 — c'  S 

>2/  berechnet  Vermehrt  man  die  für  den  Winkel  der  Sonne  mit  einem  links 
von  ihr  liegenden  Gegenstände  erhaltene  Ablesung,  ohne  die  Lage  des  Sex- 
tanten zu  ver&ndem,  rasch  um  dieses  2^,  so  dreht  sieb  der  reflectlrte  Sonnen- 
strahl auch  um  2y  nnd  wird  daher  nach  dem  Gegenstände  hin  geworfen,  so 
dass  der  Sextant  bei  dieser  Manipulation  zur  Noth,  wie  schon  Gaoaa  be- 
merkte, ein  sog.  Heliotrop  (vergl.  284)  ersetzen  kann.  — Um  zu  unter- 
suchen, ob  B senkrecht  zum  Limbus  stehe,  sehe  man  bei  C,  ob  der  Rand  des 
Limbus  und  sein  Spiegelbild  in  B in  gleicher  Höhe  stehen;  oder  man  stelle 
vor  B ein  Diopter  mit  Horizontalfaden,  bei  E ein  Diopter  mit  eben  so  hoher 
Oefihung,  nnd  sehe  ob  von  E aus  der  Faden  nnd  sein  Spiegelbild  in  B in  gleicher 
Höhe  liegen.  — Ist  B nöthigenfalls  corrigirt,  und  der  Index  auf  c gestellt, 
so  sollen  sich  ein  Stern  und  sgin  Spiegelbild  decken;  steht  das  Spiegelbild 
höher  oder  tiefer,  so  ist  A nicht  parallel  B,  und  daher  zu  corrigiren.  — Stellt 
man  die  erwühnten  Diopter  so  auf  den  Limbus,  dass  die  durch  sie  bestimmte 
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Richtung  ungenthr  parallel  der  Axe  dee  Fernrohre  iat,  und  dreht  nun  den 
natürlich  bei  dieser  Operation  wieder  fett  liegenden  Sextanten  so,  dass  ein 
l>eetinimter  Gegenstand  O in  die  Richtung  der  Diopter  fUlt,  so  soll  derselbe 
auch  im  Fernrohr  mitten  zwischen  den  zwei  zum  Limbus  parallelen  Faden 
desselben  erscheinen.  Zeigt  eich  ein  anderer,  wir  wollen  annehmen  hSher 
liegender  Gegenstand  H daselbst,  so  sch&tze  man  Z_iO,  B)  = u ab,  wozu 
der  Sextant  selbst  verwendet  werden  kann,  — und  corrigire  dann  entweder 
das  Fernrohr  um  a,  oder  bringe  a in  Rechnung.  Letzteres  kann  auf  folgende 

Weise  geschehen;  Sind  C,  D,  E die  Puncte, 
in  welchen  bei  paralleler  Femrohraxe  die 
von  den  beiden  Winkelobjecten  kommenden, 
und  von  den  Spiegeln  reflectirten  Strahlen 
eine  vom  Scheitel  0 des  Winkels  beschriebene 
Kugel  treffen  wQrden,  und  P der  Pol  des  sie 
verbindenden  Kreises,  so  wird  nun  D um 
a nach  D'  gehoben,  — also  E,  da  die  Nor- 
male des  Spiegels  A immer  noch  mit  dem 
einfallendcn  und  reflectirten  Strahle  in  der- 
selben Ebene  liegen  muss,  nahe  um  a nach 
E'  gesenkt,  — folglich  C aus  analogen  Orflnden  wieder  nahe  um  a nach  C' 
gehoben.  Man  wird  somit  C‘D'  = a'  messen,  dagegen  immer  noch  in  der 
Ebene  des  Limbus  C D = a durch  Ablesung  bestimmen.  Nun  folgt  aus  Drei- 
eck P C'  D'  nahe 

Cos  a'  = Sin*  o-f-  Cos*o . Cos  a = Cos  a -)- 2 a’ Sin*  1 " . Sin* 6 

wo  das  zweite  Glied  rechts  eine  kleine  OrSsse  bezeichnet,  so  dass  man  mit 
genügender  Ann&hcrnng  nach  60:4,  ö 

a'  = a — o*.TgY.Sinl"  * 

setzen  kann.  — Für  die  Bestimmung  der  Excentricität  des  Sextanten  und 
ihres  Einflusses,  auf  328  verweisend,  mag  hier  vorUufig  nur  bemerkt  werden, 
dass  sie  Karl  Philipp  Heinrich  Piator  (Berlin  1778  — Berlin  1847;  Mechaniker 
in  Berlin)  etwa  1845  veranlassen  half,  den  schon  von  Tob.  Mayer  in  seinen 
„Tabnln  motuum  Solls  et  Lune.  Londini  1770  in  4.“,  und  von  Borda  in 
seiner  „Description  et  usage  du  cercle  de  rdflexion.  Paris  1787  in  4.  (2  dd. 
1802}^  vorgeschlagenen  Splegeikreis,  welcher  mit  den  Vorzflgen  des  Sex- 
tanten diejenigen  des  Vollkreises  und  sogar 
der  Multiplication  verbinden  sollte,  zu  ver- 
vollkommnen. Nach  seiner  Construction  sitzt 
der  drehbare  Spiegel  A auf  einem  Durch- 
messer mit  zwei  Verniers  D und  E;  der 
feste  Spiegel  ist  durch  ein  vor  dem  Fern- 
rohr C stehendes  Prisma  B ersetzt,  dessen 
Reflexionsebene  der  Nulllinie  0 F parallel 
sein  soll.  Da  man  für  diese  Combination 
offenbar 

9=  180»— 2^— 2y  = 2(90»— /»— g)=2o« 
hat,  so  ist  in  der  That  die  Theorie  des  Spiegelkreises  ganz  der  des  Sextanten 
analog,  und  cs  lassen  sich  somit  auch  alle  fflr  den  Sextanten  entwickelten 
Theorieen  fast  nnverkndort  auf  ihn  übertragen. 


P 
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S93.  Die  RednctioD  anf  Centrnm  und  Horisont.  Kann  man  sich 
im  Scheitel  eines  Winkels  B A C ==  A nicht  aufstellen,  so  misst  man 
von  einem  benachbarten  Puncte  D (s.  Fig.)  den  Winkel  B D C = D, 
imd  hat  sodann,  wenn  einer  der  sog.  Direeilonswinkel  a oder  /9 
und  die  £xcentrldt8l  e bekannt  sind,  nach  8.3  und  103 

A = D + Are  Sin  _ Are  Sin  1 

oder,  da  in  den  meisten  Fällen  e gegen  b und  c sehr  klein,  mit 
hinlänglicher  Annäherung 


A = D-f 


D = A- 


e Sin  (a  + D)  e Sin  a _ 

b Sin  1"  c Sin  1" 
e Sin  ß e Sin  (A  -f-  jtf)  ■ 

b Sin  1“  cSin  i“  ' * 

Bezeichnen  ferner  a den  wahren,  A den  Horizontalwinkel  zweier 
Objecte  der  Zenithdistanzen  b und  c,  so  hat  man  nach  160,  indem 
man  sich  aus  dem  Scheitel  des  Winkels  eine  Kugelfläche  von  be- 
liebigem Radins  beschrieben  denkt, 

„ Cos  c . Cos  (b  — x) 

Cos  a = ^ - — 

Cos  X 

Cos  4^  = l/^in«  -Sin(s  — a) 

2 F gjj,  ß 

gesetzt  wurde. 

Die  zur  Reduction  anf  das  Centrum  der  Station  dienenden  Formeln  1 und 
8,  von  welchen  die  erste  aus 

IfC  y+D  = d-|  A » 

Sin  y : Sin  D)  =:  e : b ^ 


WO 


WO 


Tg  X = Tg  c . Cos  A S 
a -4-  b -f-  c 


2 


6 


Sin  d : Sin  a = e ; c 

hervorgeht,  — die  zweite  aber  aus  der  ersten  unter  Vor- 
e aussetzung  eines  relativ  kleinen  'Werthes  von  e,  tragen 

hkoflg  den  Namen  von  Delambre.  der  eie  zuerst  aufgeatellt  zu  haben  scheint. 
— Die  zur  umgekehrten  Aufgabe  dienenden  Formeln  3 und  4 folgen  eben- 
falls ans  7,  indem  man  sich  zur  Bestimmung  von  / und  d von  D ans  Senk- 
rechte anf  A C und  A B gezogen  denkt.  — FOr  ä und  G genOgt  wohl  die  im 
Texte  gegebene  Andeutung. 


9S4.  Die  log.  TriangnUtionen.  Verbindet  man  eine  Reihe  von 
Puncten  unter  einander  und  mit  einer  genau  gemessenen  Basis  durch 
eine  Kette  von  Dreiecken  oder  ein  sog.  DreleckanetZy  so  kann 
man  aus  den  Winkeln  dieser  Dreiecke  durch  Berechnung  die  Distanz 
irgend  zweier  dieser  Puncte  und  die  Coordinaten  sämmtlicher  Puncte, 
folglich  die  schönste  Controle  für  eine  Detailanfnahme  erhalten. 
Meistens  werden  die  Coordinaten  auf  einen  der  Puncte  und  seinen 
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Meridian  bezogen,  und  dafür  nach  330  oder  344  das  Azimuth  w 
einer  ersten  Seite  bestimmt;  dann  hat  man  einerseits  (s.  Fig.) 

X = a Cos  w X|  = X — S|  Cos  W]  Xj  = X]  -|-  »z  Cos  Wj  etc.  1 
y = a Sin  w yi  = y — »t  Ji  “(■  * 

Wj  = w — (oj  oj)  180“  Wj  = wj  -f-  («3  + «4)  — 180*  etc.  8 
während  anderseits 

_a^^  Sino,  a,  ^ Singj  ^ 

S|  Sin  02  Sz  >3in  «4 

also  durch  Multiplication 

Sin  oz  . Sin  04  . . . Sin  s;.  ^ 

Sin  0| . Sin  03  . . . Sin  «j.-i 

Ans  der  ersten  Proportion  4 folgt  durch  Differentation 

d a|  = d a . _^j°  — »i  (Ctg  Oj . d aj  — Ctg  03 . d oj)  Sin  1"  fi 

oin  «I 

und  man  hat  daher  bei  einer  Triangulation  auf  möglichst  gleich- 
seitige Dreiecke  zu  sehen,  damit  der  Fehler  in  der  Längenmeseong 
sich  nicht  multiplicire  und  die  Fehler  in  der  Winkelmessung  sich  nahe 
auf  heben.  Aus  5 aber  folgt,  wenn  Aa  den  mittlern  Fehler  der  Winkel 
und  Aa,  Aa,  die  Fehler  der  ersten  und  letzten  Seite  bezeichnen, 

A a,  = + A a . ~ a.  Sin  1"  (Ctg  oi  — Ctg  «z  -f-  • • •)  A « ^ 

oder  durcli  Quadriren  und  Weglassen  der  Glieder  mit  + 

A a„  2 = a.2  [ A a2 . Sin*  1"  . 2 Ctg*  « j 8 

Setzt  man  A a = 0,  so  wird  A a,  = a, . A a : a,  d.  h.  es  ist  Aa,  dem 
Fehler  der  Basis  und  dem  Verhültniss  der  zu  bestimmenden  Länge 
zur  Basis  proportional.  Setzt  man  A a = 0,  so  wird  nahe  A a„  = 
a.  Ctg  a . A o • Sin  1"  . d.  h.  es  ist  A a„  dem  Fehler  der  Winkel 
und  der  Wurzel  aus  der  Anzahl  der  Verbindungsdreiecke  proportional. 

Eine  erste  Andeutung  einer  TriengulaUon  findet  men  schon  in  der  von 
Sebestien  Mümeter  <Ingelheim  1488  — Basel  1S&2;  Professor  der  hebrlischen 
Sprache  In  Basel;  s.  Bd.  2 meiner  Biograpbieen)  berausgegebenen  „Cosmo- 
graphia.  Bschrcibung  aller  Lender.  Basel  1544  in  fol.  (auch  splter  wieder- 

^ holt,  und  ebenso  eine  Menge 

^ lateinischer,  frantöelscher,  ita- 

''  /i*\  ■ / * lienischer,  englischer,  etc.  Aus- 

i ^ gaben)“.  Br  orientirt  nlmlich 

;>r»  \^y  Ix"  \ I 7.  ^ an  Einem  dreier,  nach  ihrer 

^ gegenseitigen  Lage  zu  bestim- 

mender  Puncte  mit  Hülfe  eines 
Compasses  einen  getheilten 
Kreis,  und  bestimmt  von  demselben  aus  die  Abweichungen  der  beiden  andern 
Pnnote  von  der  Mittagslinie;  dann  sieht  er,  wie  viele  Stunden  er  „zu  fuss  oder 
zu  rose“  brauche,  um  von  diesem  ersten  Puncte  zu  einem  der  beiden  andern  zu 
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kommen,  verwandelt  aeinen  „fuaegang  oder  ritt  au  meilen“,  von  denen  15  auf 
einen  Grad  geben,  miaat  am  zweiten  Puncte  wieder  aeinen  Winkel,  ancht  nun 
durch  Conatruetion  die  andern  Seiten  dea  ao  beatimmten  und  zugleich  orien- 
tirten  Dreiecke,  u.  a.  t.  Ala  eines  der  eraten  Beispiele  einer  etwas  voil- 
kommenen  Operation  dieser  Art  dürfte  dagegen  die  von  Snelliaa  in  dem 
217  angeführten  Werke  beschriebene  Triangulation  citirt  werden.  — Die  For- 
meln 1 — 8 des  Textes  bedürfen  wohl  keiner  weitem  Ableitung;  dagegen  mag 
noch  an  einem  einfachen  Beispiele  gezeigt  werden,  wie  man  in  neuerer  Zeit 
bei  einem  Dreieckanetze,  in  welchem  man  mehr  Elemente,  als  die  Berechnung 
wirklich  erfordert,  gemessen  hat,  eine  sog.  Auaglelchnng  derselben  vorsq- 
nehmen  pflegt:  In  dem  ln  lüfl  durchgerechneten  Vierecke  wurden  eigentlich 
durch  unmittelbare  Messung  die  9 Winkel 


■w 

1) 

« 4-  . = 87 

20  55.1 

2) 

. = 48 

35  11,0 

3) 

ß — i=  52 

41  57,3 

r. 

<) 

1 = 44 

27  36,0 

11 

5) 

g = 44 

4 48,8 

\.’i 

0) 

d = 41 

12  29,4 

^ .. 

V 

g4-d  = 85 

17  15,1 

Napf  ' 

Eirl 

8) 

^ = 48 

11  33,5 

9) 

ij  — ^ = 42 

0 51,6 

bestimmt,  aus  welchen  die  in  106  gegebenen  W'lnkelgruppen  aßf  und  ittj 
folgen,  wenn  man  von  jedem  der  Winkel  */>  ^^a  Ueberschusaes  der  be- 
treffenden Omppe  Ober  180°  abziehb  Es  wurden  also,  da  zur  Bestimmung 
eines  Vierecks  ausser  einer  Seite  (hier  a)  schon  4 Winkel  (z.  B.  a,  ß,  t,  t) 
blnreicben,  überflüssige  Winkei  gemessen,  welche  zu  Bedingungsgleichungen 
führen,  von  denen  drei  Arten  zu  unterscheiden  sind:  Eine  erate  Art  bezieht 
sich  auf  Bedingungen,  welche  die  an  einer  einzelnen  Station  gemessenen 
Winkel  einzugehen  haben.  So  sind  in  dem  vorliegenden  Beispiele  nicht  nur 
die  Winkel  y und  d,  sondern  es  ist  auch  g-j-d  gemessen;  bezeichnet  man 
daher  die  Correction  eines  Winkels  mit  seiner  in  Klammem  eingescblossenen 
Nummer,  so  hat  man  die  Bedingungsgleichung 

44»  4'  46",8  -f-  (5)  -f  41»  12'  29",4  -f-  (6)  = 85»  17'  15",1  -f  (7) 
oder  — 1,1  = (5)  -|-  (6)  — (7)  9 

Eine  sweile  Art  bemht  auf  der  Wlnkelsumme  180»  -f-  2 e des  Dreiecks,  wo 
nach  188  und  376,  wenn  F in  Quadratmetern  ausgedrOckt  ist, 

2 e = Y,  = N““  (log  F - 8,2933) 

So  ergibt  sich  in  unserm  Beispiele  für  Dreieck  WNR  nach  den  Daten  in  106 
2 e = Num  (8,9693  — 8,2933)  r=  4",7 
also  die  Bedingungsgleichung 

87»  20'  55",l  -f-  (1)  -I-  44»  27' 86",0  + (4) -f  48»  11' 33",6  + (8)  = 180» -f- 4",7 
oder  4- 0,1  = (1)4- (4)  + (8)  lO 

In  ähnlicher  Weise  erhält  man  für  Dreieck  WRL  den  Excess  4",8  und  die 
Bedingungsgleichung 

4-  0,8  = (3)  4-  <T)  -t-  (9)  «1 

ebenso  für  Dreieck  X W L den  Excess  4",5  und  die  Bedingungsgleichung 

4-0,3  = (l)-(2)4-(3)4-(4)4-(ö)  I« 

Das  vierte  Dreieck  NLR  gibt  dagegen  offenbar,  als  durch  die  andern  bedingt, 
keine  neue  Bedingungsgleichung.  Eine  dritte  Art  endlich  beruht  nuf  Dnppel- 
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berechnnng  derselben  Seite,  sei  es  durch  verschiedene  Combination  von  Drei- 
ecken, sei  es  ans  verschiedenen  bekannten  Seiten  oder  gar  Grundlinien.  So 
folgt  in  unserm  Beispiele  einerseits  aus  Dreieck  N W L und  anderseits  aus 
der  Dreieckfoige  N W R und  N R L 

Sin  S , . Sin  e Sin  X . Sin  n 

t,  = a..j;r--  und  t,  = v. — -et-:- 

^ Sin  f ^ Sin  4 Sin  ft . bin  4 

also  muss,  da  für  richtige  Winkel  t,  = t,  werden  muss, 

_ Sinr/?-it-f  (3)-|-;t-t-(4)]  Sin  [4  + (6)]  Sin  -f  (8)] 

Sin  [t  (4)]  Sin  [y  -)-  (5)]  Sin  [/»-(-  (8J  -t"  — f*  + (®)] 
sein.  Logarithmiren  wir  diese  Gleichung,  und  bedenken,  dass,  sobald  x 
klein  ist,  nach  60,  57  und  49 

logSin(x-|-^x)  = log  Sinx-{---'-*-"^^^”^.  ^x  erlog  Sin  x-|-M.  Bin  1”.  Ctg  x.A^^ 

gesetxt  werden  kann,  wo  M =0,4342945  den  Modnlus  der  gemeinen  Loga- 
rithmen bezeichnet  oder  log  (M.  Sin  l‘‘)  =4,3233592  ist,  so  erhalten  wir 


log  Sin  k + log  Sin  y -|-  log  Sin  »j  — log  Sin  ß — log  Sin  4 — log  Sin  /i  = 

= M . Sin  1»  r(3)  Ctg  ^ -I-  (4)  (Ctg  ^ — Ctg  X)  - (5)  Ctg  y + (6)  Ctg  4 -fl 
Lf  (8)  (Ctg Ctg,) -(9)  Ctg,  J 

oder  also  mit  Benutzung  der  obigen  Daten,  wenn  alle  Glieder  mit  lOOCXKXK) 
multlplieirt  werden,  noch  die  nene  Bedingungsgleichnng 

98  = — 3 . (3)  — 24  . (4)  — 22  . (5)  + 24  . (6)  -f  19  . (8)  - 0 . (9)  IS 
Die  5 Bedlngungsgleichnngen  9 — 13,  welche  alle  die  Form 

a,  x-|-b,  y-|-c,  zf = m,  14 

haben,  kHnnen  nun  nach  den  in  210  entwickelten  Grundsitzen  zur  Bestimmung 
der  wahrscheinlichsten  Werthe  von  x,  y,  z,...  benutzt  werden;  da  jedoch 
ihre  Anzahl  kleiner  ist  als  die  der  Unbekannten,  so  wird  die  Lösung  auf 
diesem  Wege  eine  relativ  sehr  mOhsame,  llsst  sich  dagegen  bei  Benutzung 
eines  von  Gaua«  angedeuteten  Fussweges  bedeutend  abkUrzen:  Da  nlmlich 
die  X,  y,  z,..,.  Fehler  sind,  also  x* y*-f- z*f . . . nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  ein  Minimum  werden  muss,  so  bat  man 

X . dx -|- y . dy  f z.  dz  f = 0 IS 


wkhrend  nach  14 


a,dxfb,  dy-|-c,  dzf = 0 16 

Multiplicirt  man  nun  jede  der  Gleichungen  16  mit  einem  nnbestimmten  Factor 
k,  und  addirt  die  Producte,  so  erbllt  man  mit  Hülfe  von  15  die  identische 
Gleichung 

2'ak.dx-f-2'bk.dy-t-X®''-8z  + ...  = xdx  + ydy-|-zdzf... 
welche  für  jeden  Werth  von  dx,  dy,  dz,...  bestehen  muss,  also  die  Gleich- 
heiten 


x = 2’»k  y = 2’bk  z = 2'ck  ...  M 

bedingt  Snbstitnirt  man  diese  Werthe  in  die  14,  so  erhlit  man  ebensovlele 
Gleichungen  der  Form 

(a,«  + b,«  + ...)k,f  (8,a,  + b,b,  + ...)k,  + ...  = m,  IS 

als  Unbekannte  k vorhanden  sind,  — kann  also  aus  diesen  die  k oder  die 
sog.  GerrelatcD  von  Gauss,  und  sodann  endlich  aus  den  17  die  x,  y,... 
berechnen.  Wenden  wir  dieses  Verfahren  auf  unsere  9 — 13  an,  so  erhalten 
wir  entsprechend  den  17 


1) 

+ 

(2)  = -k, 

(3)  — kj  k^  — 3 kj 

(4)  = k,  + k,-24ks 

(5)  = k,-f  k,-22k5 

(6)  = k,  24  kj  1» 

(7)  = -k,  + k, 

(8)  = k,+  19k, 

(9)  = k, 
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und  entaprecbcnd  den  18  • 


l,l  = 3k 

- k,+ 

k4  + 

2 k, 

0,1  = 

3k,+  k,+ 

ka  — 

5 k, 

0,8=  k. 

— 3 k,— 

k,+ 

3 k, 

to 

0,3  = k. 

+ 2 k,  + 2 k,  + 

4k,- 

49  k, 

98,0  = 2 k,  — B k,  — 3 k,  — 49  kj  + 2006  kj 
Aus  letxtern  5 Gleichungen  ergeben  sich 

k,  = — 1,521  k,z=  — 0,265  k,=  — 0,913  k4  = + 2,833  kj  = + 0,10ö 

und  damit  nach  19  die  Corrcctionen 

(1)  = — 1,178  (2)  = -2,333  (3)  = + l,105  (4)  = -0,452  (B)  = — 1,498 

(6)  = + 0,999  (7)  = + 0,608  (8)  = + 1,730  (9)  = — 0,913 

welche  in  der  That  einerseits  in  den  richtigen  Grenzen  bleiben,  indem  noch 
der  benutzte  Mitlelwerth  des  meist-gemesseoen  Winkels  tj  — ft  die  Unsicher- 
heit + 1",!^  — o»d  anderseits  den  5 nedingungsgleicbungen  9 — 13  in 

bester  Weise  genOgen,  da  sie  für  die  Seite  rechts  derselben 

— 1,107  + 0,100  + 0,800  + 0,310  + 97,335 

ergeben,  wHbrend  die  Seite  links 

— 1,1  +0,1  +0,8  +0,3  +98 

ist  — Legt  man  die  erhaltenen  Correctionen  den  gemessenen  Winkeln  bei,  — 
stellt  aus  den  so  erhaltenen  Werthen  fBr  die  Dreiecke  M W L,  N W R uiul 
NRL  die  Winkel  zusammen,  und  vertheilt  die  Excesse  nach  der  bekannten 
Regel  189:3  auf  die  einzelnen  Winkel,  so  erhält  man,  wenn  noch  zur  Ver- 
gleichung die  Secunden  der  früher  benutzten  unausgeglichenen  und  der  ent- 
sprechend behandelten  Winkel  des  damals  nicht  benutzten  Dreiecks  N W R 
beigeschrieben  werden : 


0 4 *t 

o + « = 87  20  53,9 

ANWL: 

O < <4 

o = 38  45  45,2 

43,7 

anstatt 

42,7 

« = 48  35  8,7 

ß=z  97 

9 33,9 

32,5 

31,9 

/»— i = 52  41  58,4 

)'  = 44 

4 45,3 

43,8 

45,4 

i = 44  27  35,5 

180 

0 4,4 

0,0 

y = 44  4 45,3 

ANWR: 

a e 87 

20  53,9 

52,3 

anstatt 

53,7 

d = 41  12  30,4 

1=  44 

27  35,5 

34,0 

34,4 

y+  d = 85  17  15,7 

/4=  48 

11  35,2 

33,7 

31,9 

^.  = 48  11  35.2 

180 

0 4,6 

0,0 

1)— ^=42  0 50,7 

ANRL: 

«=  48 

35  8,7 

7,0 

anstatt 

9,2 

Nach  106  war 

d=  41 

12  30,4 

28,7 

27,0 

a = 445B5”,29 

*j=  90 

12  25,9 

24,3 

23,2 

log  a = 4,6488002 

180 

0 5,0 

0,0 

Nach  den  oben  aufgestellten  Formeln  für  die  beiden  t ergeben  sich  nun  mit 
den  ausgeglichenen  Winkeln  die  übereinstimmenden  Werthe 
logt,  = 4,8031110  logt,  =4,8031112 

während  ans  den  unausgeglichenen  Winkeln  die  merklich  dilferirendcn  Werthe 
logt,  = 4,8031077  logt,  = 4,8031181 

folgen.  Es  hat  also  wirklich  die  Ausgleichung  einen  nicht  nnerbebllchcn 
Gewinn  erzieh;  aber  dabei  ist  auch  thcils  der  relativ  grosse  Zeitaufwand 
nicht  zu  übersehen,  — theila  zu  bedenken,  dass,  wenn  den  aus  1 und  2 
Dreiecken  mittelst  den  unausgeglichenen  Winkeln  erhaltenen  Werthen  die 
Gewichte  2 und  1 beigelegt  werden,  ihr  Mittel  gerade  auch  logt  = 4,8031112 
ergibt. 
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SSS.  Die  Heuong  der  HOhenwinkeL  Um  mit  einem  Theodoliten 
Hühenwinkel  oder  Zenithdistanzen  messen  zu  können,  ist  entweder 
(vergl.  226)  am  Fernrohr  nach  seiner  Längenrichtung  eine  Libelle 
angehängt,  um  es  horizontal  stellen  imd  so  direct  den  Winkel  einer 
Gesichtslinie  mit  der  Horizontalen  messen  zu  können,  — oder  es 
lässt  sich,  wie  namentlich  beim  astronomischen  Theodoliten,  das 
Fernrohr  durchschlagen,  und  so  in  zwei  um  180®  verschiedenen 
Stellungen  des  Horizontalkreises  auf  denselben  Gegenstand  einstellen, 
wo  nun  die  halbe  Summe  der  Ablesungen  am  Höhenkreise  den 
Zenithpunct,  die  halbe  Differenz  die  Zenithdistanz  gibt.  — Bei  dem 
Spiegelsextanten  misst  man  den  der  doppelten  Höhe  gleichen  Winkel 
zwischen  einem  Gegenstände  und  seinem  Spiegelbilde  in  einem 
Quecksilber-  oder  Spiegelhorizonte.  — Aus  dem  Höhenwinkel  o 
kann  man  bei  kleiner  Horizontaldistanz  b die  Höhe  nach  h = b . Tg  a 
berechnen,  — während  bei  grösserer  sowohl  der  Depression  des 
Horizontes  (378),  als  der  terrestrischen  Refraction  (390)  Rechnung 
getragen  werden  muss,  wenn  diese  sog.  trigonometrische  UOhen* 
messung  wesentlich  besser  als  die  barometrische  (275),  oder  gar 
mit  einem  Nivellement  (226)  vergleichbar  sein  soll. 


Ist  A ein  Gegenstand,  B sein  Bild  in  einem  horizontalen  Spiegel  C,  h die 
^ Höhe  des  Auges  Uber  diesem  Letztem,  d die 

Horizontaldistanz  des  Auges  von  A und  B,  fi  der 
0 Elevationswinkel  von  A,  a der  Depreesionswinkel 
h von  B,  und  x die  Höhe  von  A Ober  der  Spiegel- 
ebene,  so  hat  man 


oder  nach  leichter  Reduction 
und  somit 

ß- 

oder  nahe 


Tgo  = 


2h 


_ X h 


Tg/?: 


X — h 


Tg«-Tg^  = ^ 


Sin  (o  — ß)=z-^.Coau-Co»ß 

a-\-  ß a — ß a + ß 1.  „.2h  Cos  u Cos  ß 

ß=—^ ^=-^--Arc8in & 

ß- 


O ß ^ c>t 

-2 


Es  geht  hieraus  hervor,  dass  fUr  einen  etwas  entlegenen  Gegenstand  wirklich 
der  Winkel  swischen  ihm  und  seinem  Bilde  in  einem  horizontalen  Spiegel 
statt  seinem  doppelten  Höhenwinkel  gesetzt  werden  kann.  — Bei  Anwendung 
des  Sextanten  auf  dem  Meere , wo  natürlich  von  der  Anwendung  eines 
Spiegels  oder  von  einem  sog.  bnnstliefaeii  Horizont  keine  Rede  sein  kann, 
wird  der  Winkelabstand  von  dem  durch  die  scheinbare  Meeresgrenze  be- 
stimmten sog.  scheinbaren  Horizont  gemessen,  der  dann  aber  um  die 
sog.  Kimmtiefe  (vergl.  378)  vermindert  werden  muss,  um  die  Höhe  zu 
erhalten.  — Noch  mag  angeführt  werden,  dass  man  in  früherer  Zeit  zum 
Messen  der  Höhenwinkel  oder  Zcnlthdistanxen  noch  eine  ganze  Reihe  von 
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InatnimcDten  construirtc.  Ganc  besonders  beliebt  war  lange  das  von  Purbfteh 

erfundene  sog.  Q.iiadratuiii  geometrl« 
cniDt  dessen  eine  Seite  mittelst  einem  in 
a aufgehängten  Lothe  1 vertical  gestellt 
wurde ) während  zwei  andere  Seiten,  Ober 
welche  sich  der  um  b drehbare  Diopter- 
lineal  bc  bewegte,  je  in  12  Haupttheilo 
(Hunderter)  und  jeder  von  diesen  noch  in 
10  kleine  Theilo  (Zehner)  getbcilt  waren. 
Aus  der  einer  Ylsur  entsprechenden  Ab- 
lesung o am  Latua  reetu«  oder  ß am 
l^atu«  Ter«u«f  konnte  sodann  die  Zenith- 
dlstanz  nach  der  Formel 

rr  “ 1200 

^^^=-üöö=~r  * 

oder  zur  Zeit  von  Purbacb,  vro  man  erst  Sinuslafeln  besass,  nach  der  Formel 
Tgz  _ „ _ 1200 


I'r+Tg«z  V1200«  + b*  1 TiüU«  -4-  ß* 

berechnet  werden.  — FQr  einige  andere  solche  Wüikel-Iustrumcnte  älterer 
Zelt  mit  Oeradtheilung  auf  die  Astronomie  verweisend,  mag  zum  Schlüsse 
noch  der  von  Brander  in  seiner  Schrift  ,,Die  neue  Art  Winkel  zu  messen. 
Augsburg  1772  in  8.*^  beschriebene  ,^ampbidioptriscbe“  Goniometer  ln  Form 
eines  Proportionalzirkels,  als  ein  Curiosum  ähnlicher  Art  aus  neuerer  Zeit 
citirt  werden. 

336.  Das  NiveiliriDStromeOt.  Spcciell  zum  Nivclliren  oder  zum 
Bestimmen  kleiner  Höhendifferenzen  wendet  man  ausser  der  Kanal- 
waage (268)  ein  auf  einem  Pyramidalstaliv  ruhendes  Fernrohr  mit 
Längslibelle  an.  Spielt  die  Libelle  ein,  so  soll  die  Visur  horizontal 
sein;  gesetzt  aber,  letztere  habe  noch  eine  Elevation,  so  wird  sie, 
wenn  das  Instrument  in  a und  eine  Messlatte  (Mire)  in  einem  um  h 
tiefem  Puncte  b aufgcstcllt  wird , die  Messlatte  in  l]  = x -|-  i|  -)-  h 
treffen , wo  ij  die  Höhe  des  Oculars  über  a und  x den  durch  jene 
Elevation  verursachten  Fehler  bezeichnet.  Wechselt  man  Instrument 
und  Messlatte,  so  erhält  man  l2  = x + i2 — h,  und  es  ergeben  sich 
2 h = 1(  — Ij  — (i|  — y 2 X = 1|  -f-  Ij  — (ij  + i?) 

Ist  X gehoben,  so  kann  man  die  Höhendifferenz  zweier  Puncte  ein- 
facher bestimmen , indem  man  das  Instrument  zwischen  ihnen  auf- 
stellt, für  beide  Puncte  die  Latthöhe  abliest,  und  ihre  Differenz 
nimmt  ' 

Vor  und  noch  einige  Zeit  nach  Erfindung  der  Rübrenlibelle,  welche  trotz 
ihrer  Einfachheit  und  Sicherheit  gar  nicht  so  rasch  als 
man  hätte  denken  sollen,  in  allgemeinen  Oebrauch  kam, 
wurden  alle  möglichen,  und  mitunter  sehr  compliclr- 
ten  Maschinen  zum  Nivelliren  in  Vorschlag  gebracht, 
worObor  z.  B.  die  ältesten  Bände  der  Pariser-Memoiren 
und  auch  das  von  E.a  Hire  nach  des  VerTaesers  Tode 
woir,  HudSanh.  I.  SO 
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herausgegebene  Werlccben  „Picard.  Traitd  da  nlTellemest  Paria  1684  in  12, 
(Deulach  mit  ZuatUen  von  Lambert,  Berlin  1770  in  8.)“  nachanaehen.  Für 
die  neuere  Nivellirkunst  vergleiche,  ausser  den  vielen  in  211  und  seither  ge- 
nannten Oesammtwerken  über  praktische  Geometrie,  a.  B.  „Friedrich  Melnert 
(Göllschau  in  Schlesien  1757  — Schweidnitx  1828;  erst  Professor  der  Philo- 
sophie in  Halle,  dann  der  Fortifleation  in  Berlin),  Anweisung  aum  Nivelliren 
und  Proflliren.  Halle  1790  in  8.,  — David  Gllly  (Schwedt  1748  — Berlin 
1808;  Ober-Baurath  in  Berlin),  Praktische  Anweisung  aur  Anwendung  des 
Nivellirens.  Berlin  1801  in  8.  (2.  A.  1805),  — Netto.  Praktische  Anweisung 
aum  Nivelliren.  Berlin  1826  ln  8.,  — Ferdinand  von  Mltis.  Ingenieur:  Das 
Nivellement  mit  einem  neu  erfundenen  Instrumente.  Wien  1831  in  4.;  — Carl 
Relnbold.  Anweisung  aum  praktisch  richtigen  Nivelliren,  bestehend  in  Be- 
schreibung und  Abbildung  eines  verbesserten  Nivellirinstrumentes.  Berlin  1844 
in  4.  (Auch  Crelle’s  Journal  (Ür  Baukunst  Bd.  20),  — Simon  Stompfer 
(Windlsch-Matrey  1792;  Professor  der  praktischen  Geometrie  in  Wien),  Theo- 
retische und  praktische  Anleitung  aum  Nivelliren.  Wien  1845  in  8.  (6.  A.  von 
Herr  1869),  — etc.“  — Mit  welcher  Genauigkeit  man  jetat  nivelliren  kann, 
aeigt  unter  Anderm  das  begonnene  „Nivellement  de  prdeision  de  la  Suisse“, 
für  welches  Emil  Kcro  (Aarau  1680;  Mechaniker  in  Aarau)  vorxDgliche 
Instrumente  geliefert  hat. 
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La  tera  feär  nnn  i ottile  alta  ma  ambe- 

due  $*mo  ra^n  di  un  mfdftimo  toit  dttUnaii 
ad  illuminur^  nrlla  via  della  veritä  If  nostre 
rieche  t deboli  intelligenze. 

iSeechi.) 


XXIII.  Die  reine  Statik. 

SST.  Yorbegriffe.  Jede  Bewegung  erfordert  Zelt,  und  jede  Ver- 
änderung eines  Bewegungszustandes  eine  Ursache,  eine  sog.  Kraft, 
die  nach  Angriffspunct , Grösse  und  Richtung  zu  bestimmen  ist. 
Wirken  mehrere  Kräfte  zugleich,  so  heissen  sie  Componenten, 
— eine  sie  ersetzende  einzelne  Kraft  nennt  man  Resultante,  und 
ist  Letztere  Kuli,  so  sagt  man,  die  Kräfte  stehen  im  GlelCb* 
Kewirlite.  Die  Lehre  vom  Gleichgewichte  nennt  man  Statik,  die 
Lehre  von  der  Bewegung  Dynamik,  beide  zusammen  Meciianlk. 
Die  Mechanik  soll  übrigens  (s.  1)  hier  nur  insoweit  behandelt  werden, 
als  sie  eine  rein  mathematische  Disciplin  ist;  für  die  Mechanik  des 
materiellen'  und  schweren  Punctes,  für  die  sog.  einfachen  Maschinen, 
etc.,  ist  auf  den  von  der  Physik  handelnden  Abschnitt  zu  verweisen. 

FQr  die  Mechanik  kennen  folgende  Werke  verglichen  werden : „Varignon. 
Projet  d’une  nouvelle  mdcanique.  Paris  1687  in  4.  (2  dd.  I72S,  2 Vol.),  — 
Jakob  Hermann  (Basel  1078  — Basel  1733;  Professor  der  Mathematik  zu 
Padua,  Frankfurt  a.  0.  nnd  Petersburg,  zuletzt  der  Moralpbilosophie  in  Basel), 
Pboronomio.  Arostelodaml  1716  in  4.,  — Euler.  Mechanico.  Petrop.  1736, 
2 Vol.  In  4.  (Deutsch  von  Wolfer’s,  Oreifswalde  1848 — 1853,  3 Bdc.  in  8.), 
und:  Theoria  motus  corporum  solidorum  et  rigidorum.  Rostochii  1765  in  4., 
— d'Aiembert.  Traitd  de  dynamique.  Paris  1743  in  4.  (Nouv.  dd.  1758),  — 
l.agrange.  Mdcanique  analytique.  Paris  1788  in  4.  (3  dd.  par  Bertrand  1853, 
2 Vol.),  — Joh.  Albert  Eytelwein  (Frankfurt  a.  M.  1764  — Berlin  1848; 
Ober-Landesban-Director  und  Mitglied  der  Academie  In  Berlin ; vergl.  Lobrede 
von  Fncke  in  Berl.  Abh.  1846),  Handbuch  der  Mechanik  fester  Körper  nnd 
der  Hydraulik.  Berlin  1801  in  8.  (3.  A.  von  Forstner,  Leipzig  1842),  und; 
Handbuch  der  Statik  fester  K&rper.  Berlin  1808  , 8 Bde.  in  8.,  — Polnsot. 
Eldments  de  statique.  Paris  1804  in  8.  (9  dd.  1848),  — Oiuseppe  Ventnroli 
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(Bologna  1TG8  — Bologna  1840;  Profesaor  der  Mathematik  an  Bologna),  Ele- 
menti  di  Meccanien.  Bologna  1808—1807,  2 Vol.  ln  8.  (7  cd.  Milano  1848 — 1847), 
— Poiiaon.  Traitd  de  m(^canique.  Paris  1811,  2 Vol.  in  8.  (2  dd.  1833;  deutsch 
von  E.  Schmidt,  Stuttgart  182r>— 1826),  — Whewell»  A treatise  os  dyna- 
mics.  Cambridge  1823  in  8.  (7.  ed.  1847),  — M8biua<  Lehrbuch  der  Statik. 
Leipsig  1837,  2 Bde.  in  8.,  — Navieri  R4sumd  des  Icfons  de  micanique 
donn^es  ä IVcolc  polytechnique.  Paris  1841  in  8.  (Deutsch  von  L.  Meyer, 
Hannover  1855),  — Welabacb,  Ingenieur-  und  Maschinen-Mechanik.  Braun- 
schweig  1845  — 1860,  3 Bde.  in  8.  (4.  A.  1802),  — Duhamcit  Conra  de 
mdcanique.  Paria  1845 — 1840,  2 Vol.  in  8.  (2  ^d.  1853 — 1854;  deutsch  von 
Wagner,  Braunschweig  1853),  — Jakob  Philipp  Kulib  (Lemberg  1793;  Pro- 
IcsBor  der  Mathematik  zu  Oratz  und  Prag),  Höhere  Mechanik.  Leipzig  1846 
in  8.,  — Joseph  Wolfgang  von  Desehwanden  (Stanz  1819  — ZOrich  1806; 
Professor  der  darstellenden  Geometrie  am  Schweiz.  Polytechnikum),  Abriss 
der  Mechanik.  Zürich  1848  in  8.,  — Ottavlano  Fabrizio  Moaaottl  (Novara 
1791;  Professor  der  Mathematik,  Physik  und  Astronomie  zu  Pisa),  Leziont 
di  meccanica  rationale.  Firenze  1850  in  8.,  — Jakob  Ferdinand  Redlenbaefaer 
(Steyer  1809  — Carlsruhc  1863;  Professor  der  Mechanik  in  Zürich  und  Carls- 
ruhc),  Prinzipien  der  Mechanik.  Mannheim  1852  in  8.  (2.  A.  1859),  — Julllen« 
Probldmes  de  micanique.  Paris  1855,  2 Vol.  in  8.,  — Charles-Eugene  De- 
launay  (Lusigny  im  D^p.  Aubc  1816;  Professor  der  Mathematik  und  Mitglied 
der  Academie  in  Paris),  Traitd  de  mecanique  rationelle.  Paris  1856  in  8.,  — 
Bcbellbacfa.  Neue  Elemente  der  Mechanik.  Berlin  1860  in  8.,  — 8(arni> 
Cours  de  möennique.  Paria  1861,  2 Vol.  ln  8.  (Ouvr.  posth.  publ.  par  Eug. 
Prouhet),  — Carl  Heinrich  Alexander  Holtxinann  (Carlsruhe  1811;  Professor 
der  Mathematik  zu  Carlsruhc,  der  Mechanik  zu  Stuttgart),  Lehrbuch  der  theo- 
retischen Mechanik.  Stuttgart  1861  in  8.},  — Finck,  Möcaniqno  rationelle. 
Strasbourg  1864  — 1865,  3 Part  in  8.,  — Jacques-Edmond-Emile  Bour 
(Oray-en-Franche-Comtd  1832  — Paris  1866;  Professor  der  Mechanik  in 
Paria),  Cours  de  möesnique  et  machines  profeaad  ii  l’dcole  polytechnique. 
Fase.  1 — 2.  Paris  1865 — 1868  ln  8.,  — Jaeobl,  Vorlesungen  Ober  Dynamik. 
Berlin  1866  in  4.  (Nach  seinem  Tode  herausgegeben  von  A.  Clcbsch  ),  — 
A.  FiihrmanD,  Aufgaben  aus  der  analytischen  Mechanik.  I.  Leipzig  1867  in 
8.,  — IHolgnOa  Le^ons  de  mdcanique.  Vol.  1.  Parts  1868  in  8.,  — etc.“ 

S88«  Das  sog.  KrifleDparallelogramm.  Zwei  Kräfte,  welche,  in 
entgengesetzter  Richtung  an  einem  Puncte  angebracht,  sich  Gleich- 
gewicht halten,  hei.ssen  gleich)  fügt  man  daher  Kräften  eine  ihrer 
Resultante  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Kraft  bei,  die  sog.  Gegen» 
resultanlCa  so  ist  Gleichgewicht.  — Der  Angriffspunct  einer  Kraft 
darf  in  ihrer  Richtung  verlegt  werden,  vorausgesetzt,  der  neue  An- 
griffspunct sei  mit  dem  alten  starr  verbunden.  — Die  Resultante 
von  Kräften,  welche  nach  einer  Geraden  wirken,  ist  gleich  ihrer 
algebraischen  Summe.  — Die  Resultante  zweier  gleichen  Kräfte 
halbirt  notliwemlig  ihren  Winkel;  folglicli  steht  ein  Rhombus  im 
Gleichgewichte,  wenn  man  an  zwei  Gegenecken  desselben  je  zwei 
gleiche,  nach  den  Seiten  wirkende  Kräfte  anbringt.  — Theilt  man 
die  Seiten  eines  Parallelogrammes  im  Verhältnisse  ihrer  Länge,  und 
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verbindet  die  entsprechenden  Theilpunctc  der  Gegenseiten,  so  zer- 
fällt es  in  Rhomben.  Bringt  man  nun  an  je  zwei  entsprechenden 
Gegenecken  jedes  dieser  Rhomben  gleiche  Kräfte  an,  so  bc.steht 
einerseits  Gleichgewicht;  anderseits  heben  sich  alle  Kräfte  im  Innern 
auf,  und  die  längs  den  Seiten  des  Parallelogrammes  wirkenden 
Kräfte  lassen  sich  auf  zwei  Paare  von  Kräften  reduciren,  welche  an 
zwei  Gegenecken  wirken  und  im  Verhältnisse  der  Seiten  stehen. 
Die  Resultanten  dieser  Paare  müssen  einerseits  gleich  sein,  ander- 
seits im  Gleichgewichte  stehen , also  nach  der  Diagonale  wirken, 
und  diese  fällt  offenbar  mit  der  Diagonale  des  von  einem  der  Kräf- 
tenpaare  bestimmten  Parallelogrammes  zusammen,  so  dass  diese  die 
Richtung  der  Resultante  darstellt.  — Sind  drei  Kräfte  im  Gleich- 
gewichte, so  muss  jede  derselben  die  Gegcnresultante  der  beiden 
andern  sein , d.  b.  mit  der  Diagonale  ihres  Parallelogrammes  eine 
Gerade  bilden , — was  nur  eintrifft , wenn  jede  der  Kräfte  gleich 
der  Diagonale  des  Parallelogrammes  der  beiden  andern  ist.  — Die 
Resultante  R zweier  auf  einen  Punct  wirkenden  Kräfte  P und  Q 
fällt  somit  der  Richtung  und  Grösse  nach  mit  der  Diagonale  des 
von  ihnen  bestimmten  Parallelogrammes  zusammen,  und  man  hat 
(103,  104) 

P : Q : R = Sin  (a  — y) : Sin  y : Sin  a 1 

R2  = -(-  Q2  t-  2 P Q Cos  a * 

Q . Sin  a q Sin  a Q • 

TgV—  P4_Q.Cosa  “ l-4-'qCos«  1 -p  • 

Ist  speciell  a = 90®,  so  wird  

. Tgf/)  = q R=  VF^4Q*=P-Secq)  4 

und  zwar,  wenn  q<l,  sehr  annähernd  (nach  43)  R = P -f- Q 
oder  nach  Poncelet  R = 0,96 . P -|-  0,40 . Q. 


Dem  im  Texte  gegebenen  Beweise,  dass  die  Resultirende  zweier  Kräfte 
der  Richtung  nach  mit  der  Diagonale  des  von 
ihnen  bestimmten  Parallelogrammes  Zusammen- 
fällen muss,  ist  höchstens  beizufUgen,  dass  ich  ihn 
schon  vor  circa  30  Jahren  einem  von  Duebayia 
(vergl.  Corresp.  de  l’öcole  polyt.,  Paris  1803) 
veröffentlichten,  nachbildctc,  — und  auch  die 
am  Soblusso  des  Textes  gegebenen  Formeln  bedürfen  wohl  keiner  weitem 


Ableitung.  Dagegen  dürfte  es  nicht 
unzweckmässig  sein , den  im  Texte 
gegebenen  Beweis , dass  die  Diago- 
nale auch  der  Grösse  nach  die  Re- 
snltirendo  darstellt,  etwas  weiter  anszu- 
führen : Ist  die  in  Verlängerung  der  Dia- 
gonale ac  liegende  Kraft  R die  Gcgen- 
rcsultantc  von  P und  Q,  so  sind  die 
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Krlfte  P,  Q,  R Im  Qlelcbgewicbt,  — also  mnse  P ln  der  Kcbtnng  der  Dia- 
gonale ae  liegen;  dann  sind  aber  die  Dreieeke  aef  und  abc  congruent,  da 
sie  ef=ad  = bc  und  die  Winkel  u und  ß als  Scbeitelwinkel  und  Wecbsel- 
winkel  von  Parallelen  gleleb  haben;  also  ist  R = af=ae,  w.  i.  b.  w.  — Von 
den  verscbiedencn  Wegen,  auf  welcben  der  Beweis  des  so  slemlieb  glelcb- 
eoitig  von  Newton  in  seinen  Prineiplen  (A.  1687,  pag.  13—15)  ausgesprocbenen 
und  von  VarlKnoD  in  seinem  Werke  (s.  237)  als  Princip  in  die  Mecbanik 
eingetbbrteii  Krkftenparallelogrammes  versucbt  worden  ist,  und  von  denen 
der  durch  Daniel  Bernoulli  im  ersten  Bande  der  Petersburger  Commentarien 
gegebene  als  der  erste  strenge  angesehen  wird,  hat  der  folgende,  von  Poiaeon 
in  seiner  Mechanik  (s.  227)  verfolgte,  vielen  Beifall  gefunden;  Wirken  auf 
einen  Punrt  A nach  beliebigen  Richtungen  A B und  A C ewel  gleiche  Krlfte 

P,  = P|,  so  wird  ihre  Resultirende  R einer- 
seits ihren  Winkel  2x  halblren,  und  ander- 
seits SU  ihnen  in  einem  nur  von  der  OrSsse 
dieses  Winkels  abhängigen  Verhältnisse  ste- 
hen, so  dass  man 

R = P.g.(x)  « 

setzen  kann.  Entsprechend  kann  man  sich 
P,  und  P,  als  Resultirende  je  zweier  mit 
Ihnen  einen  gleichen  Winkel  y bildenden 
gleichen  Krkftc  Q,  Q,  und  Q,  denken,  und 

P = Q?(y)  « 

setzen,  — ferner  als  Summe  der  Resultirenden  von  Q,  und  Q,  Q, 

* R = Q.y(x  + y)-f  Q.y(x-y) 

-so  dass  mit  Benutzung  von  5,  6 und  60 : 2 

o(*)-  »>(y)  = 9 (*  + y)  + 9>  (* — y)  = 

= ?(*)  + j9'(*)+^9"(»)  + Y^9"'W  + i7^t‘''W  + - 


1.2.3 


9"'W- 


1.2. 3. 4 


oder 


= 2 [9  (X)  + 9"  (x)  + Tr273T4  ‘ 


9(y)  = 2[l  + 


9"  (X)  , y*  9''^(x) 
9 tx)  1 . 2 . 3 . 4 


+ ••  ] 


1.2"  if{x)  ' 1 . 2 . 3 . 4 ■ 9 (x) 

folgt.  Nun  ist  aber  91  (y)  offenbar  von  x unabhängig,  also  mOssen  die  Quo- 
tienten if‘‘ (x'):  <f  (x),  9t'"  (x)  ; ^ (x),  etc.  ebenfalls  von  x unabhüngig  oder 
constant  sein.  Setzt  man  aber  z.  B. 

9"(x) 

9(x)  “ 

so  folgen  At  r \ ^ 

9-(x)  = A^  = _a.i^^  = + at.9(x) 

d*9fx)_ 


. 9(x) 


9x1  (X): 


d x‘ 


dx» 
d»9(x)_  . 

dx»  ~ 


ctc.,  und  hicfQr  geht  7 mit  Hülfe  von  50:0  in 


9(y)  = 2[l-. 


1.2 
= 2 . Cos  ay 


* V* 


a*  y 


a*  y® 


1 .2.3.4 


1 .2 .3.4.5.0 
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über.  Entapreebend  ist  daher  auch 

fl  (z)  = 2 . CoB  ax  oder  nach  !y  R=2P.Co6ax  9 

Die  Reeultircnde  R muaa  aber  und  kann  nnr  Null  werden,  wenn  x=rOO'’ 
lat,  — also  muaa  a eine  ganze  und  ungerade  Zahl  sein,  kann  aber  nicht 
3,  S,...  werden,  da  eonat  R für  x = 80°,  18°,...  ebenfalla  Null  würde;  ea 
bleibt  alao  nur  a = l mBglich,  ao  daaa  9 in 

R = 2 P . Coa  X oder  P = Vt  R . Sec  x lO 

übergeht  Mit  Hülfe  dieaer  letztem  Beziehung  llaat  eich  nun  aber  daa  Krüften- 

parallelogramm  leicht  nachweiaen:  Hat  man 
nämlich  zwei  an  A zu  einander  aenkrecht 
wirkende  Kräfte  Ä C und  A F,  — ergänzt 
ihr  Rechteck , — zieht  die  Diagonale  A T, 
welche  mit  A F den  Winkel  x bildet,  und 
dann  noch  OH  ao,  daaa  aie  ebenfalla  mit 
AF  dieaen  Winkel  x cinacblieaat,  — ao  kann 
man  nach  10  die  Kräfte  A F und  A C in  je 
zwei  nach  A I und  G H wirkende  Kräfte 
V,  AF.8ecx='/,AI 

und 

V,  A C . Sec  C90»  — x)  = V,  A I 
zerlegen ; ea  heben  eich  also  die  Componenten  nach  O H auf,  und  die  Reaul- 
tirende  P von  AC  und  AF  beateht  aua  der  AI  gleichen  Summe  der  Compo- 
nenten nach  AI,  oder  nie  wird  der  Oröaae  und  Richtung  nach  durch  die 
Diagonale  dargeatellt  — Wirken  aber  auf  A irgend  zwei  Kräfte  P und  Q, 
und  zerlegt  man  jede  deraelben  geatützt  auf  den  ao  eben  gefundenen  Satz 
nach  der  Diagonale  AB  ihrea  Parallelogrammea  und  der  dazu  Senkrechten  CD, 
— ao  aind  offenbar  die  nach  C D wirkenden  Componenten  A C und  A D 
gleich,  — heben  aicb  alao;  ea  beateht  aomit  die  Reaultirende  R aua  den  nach 
AB  wirkenden  Componenten  AF  und  AE,  deren  Summe  gleich  AB  lat,  d.  h. 
aie  wird  der  Richtung  und  Oröaae  nach  durch  die  Diagonale  dargeatellt,  w.  z. 
b.  w.  — Ea  lat  dieaer  Bewela  in  der  That  ganz  ingenieua,  — einzig  hat  er 
acheinbar  in  der  zur  Ableitung  von  8 gemachten  Annahme,  ea  aei  eine  gewiaae 
Conatante  gleich  (—  a'j  zu  netzen,  eine  Willkfirlichkeit;  ea  hätte  augefügt 
werden  aollen,  daaa  man  für  (-)-a')  nach  146  Sof  ay  und  So|  ax,  folglich 
für  X = Vt » nicht  R = 0 erhalten  würde.  Poiaaon  hat  auch  für  die  zweite 
Auflage  aeiner  Mechanik  den  Bewela  etwaa  abgeändert,  um  eich  aber  nur 
wieder  an  einer  andern  Stelle  einen  kleinen  Sprung  zu  erlauben,  — und 
Aehnlichea  habe  ich  zur  Zeit  an  verachiedenen  andern  der  üblichen  Bewelae 
auazuaetzen  gefunden  (vergl.  z.  B.  daa  in  82  Oeaagte),  ao  daaa  Ich  achlienalich 
immer  wieder  auf  den  im  Texte  Gegebenen  zurückkam.  — Vergl.  Tür  die 
Oeachichte  dieaea  Satzea  „Job.  Heinrich  Weatphal  (Schwerin  1704  — Ter- 
mini in  Slcilien  1831 ; melat  auf  Reiaen),  Demonatrationum  compoaitionia  virium 
expoaitio  de  iiaque  Judicium.  Gotting.  1817  in  4 , — Karl  Friedrich  Andreaa 
Jaeobl  (Krahwinkel  bei  Gotha  179S  — Schulpforta  1866;  Profeaeor  der 
Mathematik  und  Fhyaik  in  Schulpforta),  Prncipuorum  a Newtono  conatum 
compoaitionum  virium  demonatrandl  reoenaio.  Gotting.  1817  in  4.,  — A.  H.  C. 
Weatphal,  lieber  die  Bewelae  für  daa  Parallelogramm  der  Kräfte.  OötUngen 
(a.  a.,  aber  nach  1860)  ln  8.,  — etc." 

9S9.  Allgemeine  Regeln  für  das  ZnsammeDSetsen  nnd  Zerlegen 
der  Krifte.  Bildet  man  einen  Zng,  dessen  Seiten  den  anf  einen  Pnnct 
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■wirkenden  Kräften  gleich  und  parallel  sind , so  stellt  (228)  die 
Schlussseite  desselben  der  Grösse  und  Richtung  nach  die  Resultante 
sämmtlichcr  Kräfte  dar.  — Von  zwei  (in  der  Ebene)  oder  drei  (im 
Raume)  zu  einander  senkrechten  Componenfen  ist  (228)  jede  gleich 
der  Resultante  multiplicirt  mit  dem  Cosinus  des  Winkels,  den  sie 
mit  ihr  bildet.  Heissen  ira  ersten  Falle  die  Winkel  a und  b,  — im 
zweiten  o,  y,  so  hat  man  (113,  94) 

Cos't  a -|-  Co.s'^  b = I C'os'^  a - h Co.s'^  ß -|-  Cos^  1'  = 1 • 

Um  die  Resultante  mehrerer  auf  einen  Punct  wirkender  Kräfte  zu 
berechnen,  zerlegt  mau  Jede  der  Kräfte  nach  denselben  zwei  oder 
drei  zu  einander  senkrechten  Richtungen,  nimmt  nach  jeder  dieser 
Richtungen  die  algebraische  Summe,  und  sucht  nun  zu  diesen 
Summen  die  Resultante. 


Wirken  auf  einen  Punct  die  Kräfte  P,,  P„  . . . und  sind  die  Winkel,  welch« 
dieselben  mit  drei  zu  einander  senkrechten  Axen  bilden,  bekannt,  so  geben 
offenbar  die  Formeln 


R = /[  V I*  • t;«»  (P.  X)]«  + [ V P • Cos  (P,  V)  j*  + [ V P ■ Co«  (P,  Z)  j» 


Cos  (R,  X)  = 


V P • Cos  (P,  X) 


Cos  (R,  Y)  = 


Cos(R,Z)=i''lA^^EL?) 

K 


2’  P C^(P,  Y) 
R 


« 

a 


Orössc  und  Richtung  ihrer  Resultircndcn,  und  es  sind  daher  die  erwähnten 
Kräfte  im  Gleichgewichte,  wenn  die  Summen 

2’  P • Cos  (P,  X)  = 2’  P • Cos  (P,  Y)  = 2’  P • Cos  (P,  Z)  = 0 4 

sind.  Denkt  man  sich  den  Punct,  auf  welchen  die  Kräfte  wirken,  um  eine 
Grösse  g nach  irgend  einer  Richtung  verschoben,  und  sind  p,  p,...  die  Pro- 
jcctionen  dieser  'Verschiebung  auf  die  einzelnen  Kräfte,  so  erhält  man  mit 
Hülfe  von  4 und  194:8 


2;pp  = 2'P?Cos(f,p)  = 

= f 2’  P [Cos  ig,  X)  Cos  (P,  X)  + Cos  (p,  Y)  Cos  (P,  Y)  + Cos  (p,  Z)  Cos  (P,  Z)] 
= g Cos  ig,  X)  2’  P Cos  (P,  X)  -f  p Cos  (p,  Y)  2”  P Cos  (P,  Y)  + 

4-  p Cös  (p,  Z)  2'  P Cos  (P,  Z) 

= 0 S 

und  es  lassen  sich  somit  die  Gleichungen  4 in  diese  Eine  Gleichung  b su- 
sammenfassen , von  welcher  wir  in  234  einen  wichtigen  Gebrauch  machen 
werden.  — Bildet  man  nach  der  im  Texte  gegebenen  Anleitung  einen  Zug, 
dessen  Seiten  den  auf  einen  Punct  O wirkenden  Kräften  P,  P,,  P,  und  P,  gleich 

und  parailcl  sind,  so 
stellt  b die  Resulti- 
rende  von  P und  P,, 
— c die  Resultircnde 

^ von  P,  P,  und  P„  — 

P3  die  Schlussseited  end- 
lich die  Resultircnde 
R aller  vier  Kräfte 
dar,  — und  wenn  man 
ihnen  daher  eine  R 
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gleiche  und  entgegengesetzte  Kraft  P,  zufügt,  so  stehen  die  Krhftc  P...P4 
im  Oleichgcwicbte.  Bringt  man  anderseits  dieselben  Kräfte  theils  an  den  End- 
puncten  M und  M,  eines  biegsamen  Seiles,  theils  an  HUIfsseilchen  an,  welche 
in  den  Zwischenpuncten  M,,  M,  und  M,  desselben  befestigt  sind,  so  halten 
sich  die  Kräfte  noch  Oleicbge wicht,  sobald  A,  B,  C,  D der  Reihe  nach  a, 
b,  c,  d parallel  sind:  Es  kann  nämlich  an  M,  nur  Oleichgewicht  sein,  wenn 
die  Resultlrende  von  P und  P,  in  die  Verlängerung  von  B fällt,  da  die  übrigen 
Kräfte  ihren  Oegenzug  nach  B ausUben,  — ähnlich  bei  M, , wo  diese  Rcsul- 
tirende  von  P und  P,  mit  P,  eine  neue  Resultlrende  bildet,  etc.  Leider  er- 
laubt hier  der  Raum  nicht,  diese  merkwürdige  Currespondenz  zwischen  dem 
Kräftenpolygone  und  dem  sog.  Seilpoljrgone.  für  welches  natürlich  4 noch 
besteht,  weiter  zu  verfolgen,  und  es  muss  hiefür  auf  das  schon  in  89  citirte 
Werk  von  Culmann  hingewiesen  werden.  Ein  besonders  wichtiger,  speciellet 
Fall  dos  Seilpolygons,  die  Kettenlinie,  wird  übrigens  in  234  noch  einlässlich 
behandelt  werden. 


880.  Die  80g.  Momente.  Fällt  man  von  irgend  einem  Puncte 
eine  Senkrechte  auf  eine  Kraft,  so  heisst  das  Product  der  Senk- 
rechten in  die  Kraft  MIomeBt  der  Kraft  in  BezIebanK  auf 
den  Pnnct.  — Das  Moment  der  Resultante  zweier  Kräfte  einer 
Ebene  in  Beziehung  auf  einen  Punct  der  Letztem  ist  (103,  97)  gleich 
der  Summe  oder  Differenz  ihrer  Momente  in  Beziehung  auf  den- 
selben Punct,  je  nachdem  der  Punct  ausserhalb  oder  innerhalb  des 
Winkels  der  beiden  Kräfte  liegt.  Speciell  sind  die  Momente  zweier 
Kräfte  in  Beziehung  auf  einen  Punct  ihrer  Resultante  einander  gleich. 


Dieser  Momentensatz,  den  schon  Varlgnon  in  seiner  neuen  Mcchiuiik 
(s.  327)  ausgesprochen  hat,  kann  entweder  als  Flächensatz  oder  durch  trigono- 
metrische Beziehungen  erwiesen  werden: 
Liegt  z.  B.  der  Punct  innerhalb  in  a,, 
BO  hat  man  eigentlich  nur  zu  beweisen, 
dass 

abcd-f-adef  = adhg 
Nun  ist  offenbar  abcd  = amld,  und 
adcfc^adki,  — und  wegen  lk  = ce 
= dh  ist  ihre  Summe  iklm  = adhg. 
— Liegt  dagegen  der  Punct  ausserhalb 
in  a,,  BO  hat  man 

Sin  (ß—a)  , 

\ ( ■ a,  d . Bin  / 

SinCo-f)-)  ^ 


P-p-fQ-  q = R- 


w.  z.  b.  w. 


8in(/7-f  y) 

Bin  («  -f  y) 

= R.a,d.Sin^=R.r 


d . Sin  a + R • 


881.  Der  littelpoDct  der  parallelen  Krifte  and  der  Schwerpnnct. 

Zwei  Kräfte  P und  Q,  deren  Angriffspuncte  mit  einem  entweder 
wirklich  festen  oder  wenigstens  durch  eine  hinlänglich  grosse  Kraft 
gehaltenen  Puncte  verbunden  sind,  stehen  im  Gleichgewichte,  wenn 
ihre  Resultante  durch  diesen  festen  Punct  geht,  d.  h.  nach  230,  wenn 
ihre  Momente  in  Beziehung  auf  denselben  gleich  sind.  Bezeichnet 
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a den  Winkel  der  von  dem  festen  Puncte  auf  die  Kräfte  gefällten 
Senkrecliten,  so  stellt  nach  104 

U =)  Fi. f Q-!  — 2 P Q Cos^  t 

den  Druck  der  Kräfte  auf  den  festen  Punct  vor.  Die  Resultante 
paralleler  Kräfte  ist  somit  gleich  ihrer  Summe  oder  Differenz,  je 
nachdem  die  Kräfte  gleiche  oder  entgegcnge.setzte  Lage  haben; 
dabei  theilt  der  Angriffspunct  der  Resultante  die  Verbindung.slinie 
der  Angriffspuncte  der  Componenten  im  er.sten  Falle  von  Innen,  im 
zweiten  Falle  von  Aussen  im  reciproken  Verhältnisse  der  Kräfte, 
und  heisst  Mi(lel|>unct  df^r  parallelen  KrUfte.  Sind  alle  auf 
ein  System  von  Puncten  wirkenden  parallelen  Kräfte  gleich  gross 
nnd  gleich  gerichtet,  so  heisst  ihr  l^Iittelpunct  Schwerpanct,  jede 
durch  ihn  gehende  Gerade  Schweraxe.  Für  die  Regeln  zum  Auf- 
linden der  Schwerpuncte , etc.  vergl.  133,  140,  141,  185,  196,  204 
und  205. 

Ist  « = 0,  90,  180",  BO  wird  nach  1 offenbar  R = P — Q,  P + Q. 

Für  P = Q geht  1 in 

R = P ^2  (1  — Cös  ij  = 2 P . Sin  * 

Über,  so  dass  für  a = C0®  auch  R = P = Q wird. 

SSS.  Die  80g.  KräRenpaare.  Die  Resultirende  zweier  entgegen- 
gesetzten pamllelen  und  gleichen  Kräfte  ist  (231)  Null,  und  wirkt 
in  der  Entfernung  unendlich , — d.  h.  zwei  solche  Kräfte  lassen 
sich  nicht  durch  Eine  Kraft  ersetzen,  und  bilden  somit  ein  elemen- 
tares Kräftensy.-item  unter  dem  Namen  Geffenpaar  oder  KrSHen- 
paar  (couple).  — Die  algebraisclie  Summe  der  Momente  der  zwei 
Kräfte  eines  Gegenpaares  in  Beziehung  auf  irgend  einen  Punct 
seiner  Ebene  ist  gleich  dem  Producte  aus  einer  der  gleichen  Kräfte 
in  den  senkrechten  Abstand  der  Kräfte.  Dieser  Abstand  heisst 
Breite,  das  Product  Moment  des  Paares.  Dabei  entspricht  jedem 
Paare  ein  be.stimmtcr  Sinn,  in  dem  es  zu  drehen  sucht.  — Haben 
zwei  Kräftenpaare  einer  Ebene  bei  entgegengesetztem  Sinne  gleiche 
Momente  (P  . p = Q . q) , und  verlegt  man  die  Angriffspuncte  der 
Kräfte  paarweise  (s.  Fig.)  in  die  Durchschnittspuncte  (b  und  c)  ihrer 
Richtungen,  um  je  die  Resultirende  bestimmen  zu  können,  so  werden 
die  Resultirenden  nicht  nur  gleich,  sondern  fallen  (107)  nach  ent- 
gegengesetzter Richtung  in  dieselbe  Gerade  (ab  cd),  — d.  h.  es 
stehen  die  beiden  Kräftenpaare  im  Gleichgewichte. 

Der  Beweis  des  letzten , wichtigen  Satzes  lässt  sich  auf  folgende  Weise 
fuhren:  Es  verhält  sich 

nh:bh  = P:Q=:ij:ii  = cg:bf  = cc:bc 


Digitized  by  Google 


— Die  reine  Statik.  — 


315 


also  ist,  da  flbcrdiess  /_hz=/_c,  ^abhcvo  A*)cc, 
— somit  /^abh  = ,/cbe,  — folglich  muss  a b in 
die  Verlingorung  von  b 0 fallen.  Eiits()rechend  lässt 
sich  K'lpen,  dass  sueli  cd  in  der  Verlängerung  von 
bc  liegt  Die  Gleichheit  ab  = cd  endlich  ist  leicht 
ersichtiich. 

S38.  ZasaiDineDSetzDDg  der  Padre.  Jedes  Gegenpaar  einer  Ebene 
kann  (232)  durch  jedes  Gegenpaar  derselbeji  Ebene  von  gleichem 
Sinne  und  Momente  ersetzt  werden;  e.s  können  somit  alle  Paare 
einer  Ebene  auf  gleiehe  Breite  gebraclit , und  dann  durch  alge- 
braische Summirung  der  Kräfte  auf  Ein  Paar  rcducirt  werden.  — 
Zwei  Paare  in  verschiedenen  Ebenen  lassen  sich  auf  gleiche  Breite 
bringen,  an  die  Kante  versetzen,  und  dann  mit  Hülfe  des  Kräften- 
parallelogrammes  (228)  zu  Einem  Paare  vereinigen. 

Ein  Paar  der  Kraft  P und  Breite  p lässt  sich  nach  232  durch  ein  Paar 
der  Kraft  Pp  und  Breite  1 ersetzen,  — folglich  machen  alie  Paare  einer  Ebene 
ein  Paar  der  Kraft  P p und  Breite  l , oder  ein  Paar  der  Kraft  '/^  • 2^  P 
und  Breite  a aus,  — wobei  jedoch  unter  J,’  die  algebraische  Summe  zu  ver- 
stehen ist,  da  offenbar  Paare  von  entgegengesetztem  Sinne  in  Abzug  zu  bringen 
sind.  — Liegt  in  einer  Ebene  ein  Paar  der  Kraft  P und  Breite  p,  — in  einer 
zweiten,  mit  ihr  den  Winkel  a bildenden  Ebene  ein  Paar  der  Kraft  Q und 
Breite  q,  so  lassen  sich  beide  als  Paare  der  Kräfte  Vs^P  *'tid  VaQl 
der  gemeinscbaftlichen  Breite  a an  die  Kante  bringen,  und  sodann  nach  228 
zu  einem  Paare  derselben  Breite  mit  der  Kraft 

•i  pp*  p’  Q’  q*i  2 P Q p q Cos  u 

zusammenfassen,  wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  wählen  ist,  je  nach- 
dem die  beiden  Paare,  beim  Drehen  des  Einen  um  o,  gleichen  oder  entgegen- 
gesetzten Sinn  zeigen. 

S84.  Die  allgemeineD  GleicbgewichtsbediogungeD.  Wirken  auf 
eine  Reihe  von  Puncten  der  Coordinaten  (A,  B,  C)  Kräfte  P,  so  zer- 
lege man  (229)  jede  nach  den  drei  Axen  in 

X = P . Cos  a Y = P . Cos  Z = P . Cos  y I 

ersetze  Z (s.  Fig.)  durch  Z\,  Z2  und  Z3,  drehe  da.s  Paar  Zj  Z3  um 
90®  nach  Zj  Z5  und  zerlege  es  (233)  in  die  Paare  X'  X"  und  Y'  \ ", 
— und  entsprechend  verfahre  man  mit  X und  Y.  Da  nun  die  Mo- 
mente der  Paare 

p X'  = e Z*  Cos  b = A . Z = A . P . Cos  y 
eY'  = pZ4Sinb  =B.Z=  B.P.Cosy 
etc.  sind,  so  erhält  man  statt  den  sämmtlichen  Kräften  P: 

1)  nach  den  drei  Axen  wirkend,  die  Kräfte 

XP.Cos«  i’P.Cos/9  2:P.Cosy  3 

2)  unter  der  Annahme,  dass  ein  Drehen  von  x um  y nach  z, 
von  y um  z nach  x,  und  von  z um  x nach  y als  positiv  betrachtet 
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werde,  — in  den  Ebenen  X Y,  Y Z und  Z X die  Paare 
^ P (B  . Cü8  o — A . Cos  ß) 

2’  P (C . Cos  /9  — B . Cos  y)  4 

2 P (A  . Cos  y — C . Cos  a) 

Für  den  Fall  des  Gleicligewiclites  müssen  siimmtliche  6 Ausdrücke 
3 und  4 Null  sein,  — die  drei  ersten,  wenn  keine  fortschreitende, 
— die  drei  letzten,  wenn  keine  drehende  Bewegung  statt  haben 
soll.  — Um  zu  untersuchen,  ob  die  Kräfte  P,  wenn  sie  nicht  im 
Gleichgewichte  stehen,  durch  eine  einzelne  an  einem  Puncte  (Sl,  ©,  ß) 
wirkende  Kraft  R,  welche  mit  den  Axen  die  Winkel  a,  b,  c bildet, 
ersetzt  werden  können  , fügt  man  ihnen  die  Kraft  ( — R)  bei,  und 
sieht,  ob  nun  die  Ausdrücke  3 und  4 wirklich  in  jedem  Falle  Null 
werden.  Aus  den  drei  ersten  folgt  (229)  durch  Quadriren  und 
Addiren 

R'^  = (2-  P Cos  aY  -1  [2'  P Cos  ßY  -t-  (2  P Cos  y]* 

Cos  a = ^ 2’  P Cos  a , Cos  b = 2'  P Cos  ß , Cos  c = ^ 2 P Cos  y * 

aus  den  drei  folgenden  aber,  wenn  man  81  und  JÖ  ebminirt,  die  Be- 
dingungsgleieliung 

2 P Cos  o . 2P  (C  . Cos  ß—  B . Cos  y)  + 

2P  Cos  /9. 2P(A  . Cos  y — C . Cos  a)  + 
2PCosy.2P(B.Co8o— A.Cos/?)  = 0 6 

von  deren  Erfüllung  also  die  Möglichkeit  der  Resultante  abhängt. 

Die  im  Texte  gegebene  Entwicklung  der  Formeln  1 — 6 dürfte  mit  Hülfe 

der  beistehenden  Figur  keine  Schwierigkeit 
darbieten;  dafür  mag  als  Beispiel  für  ihre  An- 
wendung die  in  der  Mechanik  von  Poisaen 
gegebene  Ableitung  der  Cnrve  aufgenoinmen 
werden,  welche  ein  in  zwei  Puncten  A und 
C aufgehüngter,  vollkommen  biegsamer,  ho- 
mogener und  überall  gleich  dicker  Faden 
A B C in  Folge  der  Schwere  annimmt,  — 
d.  h.  der  sog.  Kettenliate  (Cbolnette; 
vergl.  161) : Wühlen  wir  als  Ordinstenaxe 
die  durch  den  tiefsten  Punct  B gehende 
Vcrlicale,  bezeichnen  durch  s und  s'  die  von  B nach  den  Puncten  M und  M' 
führenden  Bogen,  und  durch  p das  Gewicht  einer  Längeneinheit  des  Fadens, 

so  werden  in  der  Ruhelage  von  MM'  die 
an  M und  M'  wegen  ihres  Zusammenhanges 
mit  AM  und  CM'  je  noch  der  Tangente 
wirkenden  Krifte  T und  T'  mit  dem  im 
Pchwerpuncte  0 von  M M'  wirkenden  Ge- 
wichte p (s' — s)  im  Gleichgewichte  stehen. 
Bezeichnen  daher  aß  und  a'ß'  die  Winkel, 
welche  T und  T'  mit  den  Coordtnatenaxen 
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bilden,  so  bat  man  nach  den  sich  auf  die  Ebene  XY  besiehenden  Oieichnngen 
3 und  4 

p(s'— a)CoBlK)»=T.CosB  + T'Co8o'  p (s'  — s)  CosO»=T.  Cos/*  + T<  Cos 

p(s' — e)[y,  Cos  00“ — x,  Cos  0'J  = T(y  Coso  — x Cos^)  {-  T'ly'Cos  a‘  — x'Cos/J') 
oder  also 

0 = T . Cos  o -}- T' . Cos  o'  p (s*— s)  = T . Cos /}-f- T' Cos  I 

p (s'  — s)  X,  = T (X  Cos  (i  — y Cos  o)  + '1'*  (*‘  Cos  |J'  — y ' Cos  o‘l  8 

Ist  MM'  ein  Element  der  Ketteiilinie,  so  können  wir  s'  — s=ds,  T'  = T-f-dT, 
dx  . ,,  , ,,  „ dx„.  dy 


:x  + ~2~,  x'  = x + dx,  y'  = y + dy,  Co8«=:— 


Co»  o' = ^ 4- d . Cos ^ 4- d . »eUen,  und  hiefOr  gehen  7 und 
d»'  d»’  ' ds  ds 

8,  wenn  die  Unendlichkleinen  «weiter  Ordnung  weggeworfen  w'erden,  in 
d X , 


d[T.-^]  = 0 d.[T.il-j  = p.as 


px.ds  = d[T(xif-yi^)]  = x.d(T-J^). 


IO 


Aber,  wo  10  eine  einfache  Folge  der  beiden  0 ist,  also  nicht  weiter  in  Fe- 
tracht  gesogen  su  werden  braucht.  — Aus  9'  folgt  durch  Integration,  wenn  c 
eine  Constantc  ist, 

T.ii  = c 

d 8 

Da  aber  für  B nothwendig  dx  = ds,  so  folgt  für  diesen  Punct  T = c,  und 
wenn  man  daher  die  Spannung  in  B durch  das  Oewicht  einer  Linge  h des 
Fadens  daretellt,  so  ist  die  Spannung  in  irgend  einem  Puncte 
d 8 


T = c. 


dx 


c = p .h 


11 


d.  h.  gleich  der  Spannung  im  Puncte  B multiplicirt  mit  der  Becante  der 
Neigung  der  Kettenlinie  in  jenem  Puncte.  Es  folgt  daraus  sugleich,  dass  die 
Spannung  in  B die  Minimalspannnng  ist.  — Mit  Hülfe  von  11  gibt  8" 


h.  d 


m= 


d 8 


oder 


s = h . 4-^  Const. 

d X 


Zählt  man  aber  die  Bogen  von  B aus,  so  verschwinden  s und  dy:dx  gleich- 
zeitig, — also  ist  die  Constante  auch  Null,  und  man  hat  daher 


. d y 
8 = h.-.-‘- 

d X 


f« 


d h.  es  ist  die  Bogendistanz  des  tiefsten  Punctes  von  irgend  einem  Puncto 
der  Kettenlinie,  der  Tangente  der  Neigung  in  diesem  letztem  Puncte  propor- 
tional. — Setzt  man  in  der  Gleichung,  durch  deren  Integration  13  erhallen 
wurde,  nach  141 : 1 

,-±L 


ds  = dx  ^'l-|-q• 


q = 


BO  geht  sie  in 


d X 


d X z=  h . . 


dq 


|/TTq’ 

Uber,  und  hieraus  folgt  durch  Integration  nach  65:8 


x = h.log(q  + V'l  + qf) 


oder 


d y* 
d X* 


Al-, 


d X 


IS 


wo  die  Integrationsconstante  weggelassen  ist,  da  für  B sowohl  x als  dy:dx 
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Kuli  werden,  also  auch  sie  Null  sein  muss.  Multipliclrt  man  13  beidseitig  mit 


so  folgt 

aus  13  und  14  aber  durch  Addition  und  Subtraction 


d y* 


ds=Y^c'’  +e  ‘ )dx 
und  hicrauB  durch  Integration 


h / h b \ 

> = -(e  -e  ) 


und 


und 


dy 


=;(■ 


dx  ~® 

aw 

X 

e '' 

IK 

X 

16 

da  8 und  x 

in  B 

gleichseitig  Null  werden,  — bei  der  mit  IS1:4  Qbereinstimmenden  16“  aber 
nur  unter  der  schon  in  der  Figur  vorgesehenen  Bedingung,  dass  BO  = h an- 
genommen wird.  Letstere  Gleichung  seigt,  dass  die  Kettenlinie  so  beiden 
Seiten  von  B symmetrisch  ist  Ferner  folgen  ans  den  16 


y + B z=  h . e “ 
und  aus  15'  und  16" 


• s = h . c 


y»  - 8«  = h« 


d s 


= — ^c''J-c  '"^  = y also  nach  11  T = p . y 


und  wieder  aus  16',  wenn  1 die  L,9nge  des  Fadens  ist. 


1 I i ‘ h I h h N 

l = g-|-g'  = Y(e  —0  -|-e  — c 1 


sowie  aus  16 
b 


= (h  + 0-(h  + f-l>)=y(o'’  +e  '■_e--e  ‘ ) 

80  dass,  wenn  azzk-f-h'  die  Spannweite  bezeichnet,  ferner 

“ nt 


und  K — 


‘ih 


oder  h = - 


13 


IS 


IS 


«o 


«1 


gesellt  wird,  mit  llUlfe  von  48:  1 


•1  /Xl  + b)  (f  — b)  k-l//  k:b  — k';h\  / k';li  — k:k\ 

-=V- — ^ — =tV(“  )('=  )= 

h / •;h  — .;h  1 / o — , I K*  I “*  1 

= -y  c -2-l-c  -e  )=l  + -g-  + -l2ü+- 


c* 


Da  Bich  nun  nach  21  die  Grösse  n nie  weit  von  der  Einheit  entfernen  kann, 
80  muss  nach  22  die  Grösse  a klein  sein,  so  daee  mit  genOgender  Genauigkeit 

n = 1 ^ oder  « = ^6(0  — 1} 

Man  kann  also,  wenn  1,  a und  b gegeben  sind,  n nach  21,  sodann  a nach  23, 
und  endlich  h wieder  nach  21  berechnen.  Um  auch  noch  k und  k'  xu  er- 
halten, kann  man 

k=y-t-h,J  k'  = y — h/J  *4 

setzen,  so  dass  nach  20  mit  IlOlfe  von  21  und  22 


6 = + 

= l(c“-e-«)(e^-e-^)  = ^"(e^-e-^)  « 
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woraus  ß mit  Hülfe  eines  Niherungsverfahrens  abgeleitet,  und  eur  Berechnung 
von  k und  k'  nach  24  verwendet  werden  kann.  In  dem  speciellen  Falle,  wo 
b=0,  ist  offenbar  auch  ß=zO,  also  k=>/jaz=k'.  — Setzt  man  dy:d.x  = 
Tga,  BO  erhält  man  nach  12  und  17  mit  Hülfe  von  98:7 

s = h.Tgo  y = h.Sec«  x = h log.^-J^  = h logTg  (45»  + y)  t6 

Die  Kettenlinie  ist  zur  Zeit  der  Erfindung  der  Differentialrechnung  vielfach 
behandelt  worden,  besonders  von  Johannes  Bernoulli.  dem  wir  (vergl.  ver- 
schiedene betreffende,  in  seinen  Opera  omnla  gesammelte  Abhandlungen)  die 

erste  Kenntnias  der  Gleichung  und  der  Haupteigenschaften  verdanken,  und 

von  LeiboMs«  welcher  bereits  die  in  151  angedeutete  Constrnction  mit  Hülfe 
der  Logistik  lehrte.  — Zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  mögen  die  in 
einem  festen  Systeme  von  Puncten  m,  auf  welche  Kräfte  P wirken,  herrschen- 
den Gleichgewichtsbcdingungen  noch  in  einer  etwas  andern  Weise  als  im 
Texte  ausgesprochen  werden;  Wenn  Gleichgewicht  bestehen  soll,  so  müssen 
an  jedem  Puncte,  z.  B.  m,,  die  direct  an  ihm  wirkenden  Kräfte,  welche  in  P, 
zusammengefaast  sein  sollen,  mit  den  Wirkungen  im  Gleichgewichte  stehen, 
welche  die  mit  ihm  verbundenen  Puncte  m,,  m,,...  auf  ihn  ausüben,  und 
welche  durch  (m,  m,),  (m|mj),...  bezeichnet  werden  mögen.  Denken  wir 
uns  nun  m,  würde,  z.  B.  im  Falle  einer  momentanen  Gleichgewichtsstörung, 
nach  einem  sehr  nahen  Puncte  n,  verschoben,  und 
w,  bezeichnen  die  Projcction  dieser  Verschiebung  auf 

~~ Pi,  die  sog.  virtuelle  Gesebwindiglieit  von 

0 nij,  m, , mit  dp,,  — diejenige  auf  (m,  m,),  welche 

m,  o = m,  m|  — o m|  oder  sehr  nahe  m,  m,  — n,  m, 
ist,  mit  d,  (m,  m,),  etc.,  so  unterliegt  diess  Gleichgewicht  nach  229:5  der 
Bedingung 


0 = P, . d p,  + (m,  m,)  . d,  (m,  m,)  + (m,  ro,)  . d,  (m,  m,)  + . . . %1> 

In  ähnlicher  W’else  wird  an  m,  Gleichgewicht  bestehen,  wenn 

0 = P,  . d p,  + (m,  m,)  . d,  (m,  m,)  + (m,  m,)  . d,  (m,  m,)  + . . . %t" 

u.  s.  f.  für  die  andern  Puncte.  Da  nun  aber  offenbar  (m,  m,)  =r  (m,  m,)  und 
d|  (m,  m,)  + d,  (m,  m,)  als  Summe  der  gegenseitigen  Verschiebungen  von  m, 
und  m,  gleich  Null  sein  muss,  — da  ebenso  (m,  m,)  — (m,  m,)  und  d,  (ro,  m,) 
+ dj(m,  m,)  = o,  — etc.,  so  gibt  die  Summe  aller  Gleichungen  27  die  all- 
gemeine Gleichgewichtsgleichung 

o = P,.dp,  + P,.dp,+P,  .dpj  + ...  «g 

welche  nichts  Anderes  als  der  Ausdruck  des  sog.  Principea  der  virtuellen 
Geaebwindigkeiten  ist,  das  bereits  Guido  Cbaldi  del  Monte  (Peenro 
1545  — 1607;  Schüler  von  Commandino  und  Gönner  von  Galilei;  Festungs- 
Inspcctor  in  Toscana)  laut  seinem  „Mechanicornm  über.  Pisauris  1577  in  fol. 
(Auch  Venet  1615)“,  und  Galilei  laut  seinen  ^Discorsi  e dimostraaioni 
matematicho  intomo  a due  nuove  setenze  attenenti  alla  meccanica  e ai  movi> 
menti  locali.  Lelda  1038  in  4.  (Lat.  Lugd.  Bat.  1609)^  in  speciellen  Fällen 
(am  Hebel,  Flaschenzug,  etc.)  erkannten,  das  aber  erst  Johannes  BernouHf 
1717  (siehe  seinen  von  Varignon  io  die  zweite  Auflage  seiner  Mechanik  auf- 
genommenen Brief)  allgemein  aussprach,  und  sodann  LagniDge  an  die  Spitze 
seiner  Mechanik  (vergl.  227)  stellte. 
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XXIV.  Die  reine  Dynamik. 


SM»  TOTbCgrifff.  Den  Ort  eines  sicli  bewegenden  Punctes  nennt 
man  seine  Bahn,  und  die  Länge  desselben  vom  Anfangspuncte  der 
Bewegung  bis  zu  der,  einer  gewissen  Zeit  (t)  zukommenden  Lage 
des  Punctes,  den  dieser  Zeit  entsprechenden  Weg  (s).  — Den  Weg, 
welchen  ein  Punct,  in  Folge  seines  Bewegungszustandes  zur  Zeit  t, 
in  einer  Zeiteinheit  zurückgelegt  oder  zurücklegen  würde,  nennt 
man  Geflehwladlgkeil  (c)  zur  Zeit  t.  — Die  Geschwindigkeits- 
zunahme in  einer  Zeiteinheit  endlich,  welche  eine  Kraft,  bei  gleich- 
massigem  Fortwirken  wie  zur  Zeit  t,  verursacht  oder  verursachen 
würde,  nennt  man  die  der  Zeit  t entsprechende  Beschleunigang  (g). 

Der  in  227  und  folgenden  Sätzen  gegobeuen  Literatur  mag  hier  noch  „A.  De 
Pretlc»  Trait4  de  m^canique  rationelle.  Paris  1860  in  8.“  beigefOgt  werden. 

S36.  Die  gleichfQrinige  Bewegung.  Ist  bei  einer  Bewegung  die 
Beschleunigung  g = 0,  so  heisst  sie  glelCbfOrmig,  und  für  sie  ist 
offenbar  g g 

c = -—  s = c.t  t=  — 

t c 

Theilt  man  entsprechend  für  irgend  eine  Bewegung  den  Weg  durch 

die  Zeit,  so  erhält  man  die  ihr  zukomraende  mittlere  Gescbwin- 

dlgkeit.  Bewegt  sich  ein  Punct  gleichförmig  in  einem  Kreise  des 

Radius  r,  so  heisst  v = c:r  Winkelgeschwindigkeit  desselben. 

Bei  gleichen  Wogen  verhalten  eich  die  Geschwindigkeiten  umgekehrt  wie 
die  Zeiten,  — bei  gleichen  Zeiten  dagegen  vric  die  Wege. 


aiY.  Die  gleichßnnig  beschlenoigte  Bewegung.  Ist  bei  einer  Be- 
wegung die  Beschleunigung  g constant,  .so  heist  sie  glelcbfVrmlg 
bescblennlgty  und  wenn  für  t = U auch  c = 0 ist,  so  stellt  offen- 
bar ®/2  = Vz  • S t mittlere  Geschwindigkeit  vor.  Man  hat  somit 


s = 

c . t 
2 

8 - 

® 2 

c« 

2g 

c = 

gt 

2s 

® “ t’ 

c = V^gs 

t = 

i/il 

g 

t = ll- 

c 

t = -2- 

g 

womach  sich  alle  betreffenden  Aufgaben  leicht  lösen  lassen. 


Bezeichnet  a den  nach  Ablauf  der  Zeit  t in  einer  Zeiteinheit  beschriebenen 
Weg,  80  ist 


g(t-f- 1)*  gt«  _ g 


(2t+l) 


2 2 ~ 2 

und  setzt  man  daher  den  Weg  in  der  ersten  Zeiteinheit  gleich  Eins,  so  stellt 
die  Reihe  der  ungeraden  Zahlen  die  in  den  einzelnen  Zcileiobeiten  beschriebenen 
Wege  dar.  " 
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838.  Das  Paratlelogramm  der  Bewegungen.  — Bei  jeder  gesetz- 
mässigen,  wenn  auch  ungleichförmigen  Bewegung,  ist  der  Weg  s 
von  der  Zeit  t abhängig,  oder  eine  sog.  Function  derselben,  so  dass 
man  im  Allgemeinen  s = F (t)  setzen  kann.  — Wirken  auf  einen 
Pnnct  zwei  Kräfte,  so  wird  er  in  jedem  Momente  die  Qegenecke 
des  Parallclogrammes  einnehmen,  dessen  Kebenseiten  die  den  ein- 
zelnen Kräften  entsprechenden  gleichzeitigen  Wege  darstellen,  — 
gerade  wie  wenn  jede  der  Kräfte  successive  w'ährend  derselben  Zeit 
allein  gewirkt  hätte.  — Stellen  Sj  = F|  (l)  und  83  = F2  (t)  zwei 
unter  einem  Winkel  a auf  einen  Pnnct  wirkende  Kräfte  dar,  so  sind 
(entsprechend  228)  die  Polarcoordinaten  des  Punctes  zur  Zeit  t durch 

Tgv=  8( . ^n  a — r = Vsi'^  -i- 8,2 -f- 2si  s»  Cos  a 1 

® 8j  + 8,.Cosa  ' * ' * 

gegeben.  Soll  der  Punct  einen  geraden  Weg  beschreiben,  so  muss 

V von  t unabhängig,  also  F2  (t)  = A.F|  (t)  sein,  woraus 

A + c“...  r_F,(,).ri+ä-ÄCo..— Ää  * 

folgt.  Es  ist  somit  der  Weg  nur  für  gleichartig  wirkende  Kräfte  gerade, 
dann  aber  auch  durch  eine  ebenso  wirkende  einzelne  Kraft  darstellbar. 
Der  »weit«  Thcil  diese»  Satfos  Ist,  glaube  Ich,  zuerst  von  mir  1852  in  der 
ersten  Ausgabe  meines  Taschenbuches  in  solcher  Weise  verülfentlicht  worden. 

839.  Allgemeine  Beiiehnngen  zwischen  Weg,  Geschwindigkeit 
nnd  Beschlennignng.  Für  zunehmende  Geschwindigkeiten  und  Be- 
schleunigungen hat  man  immer 

(v-hAv)At=-As>v.At  (gf  Ag)At>Avr=-g.At 

für  abnehmende  dagegen 

(v-HAv)At-=:A8<v.At  (g-+Ag)At<Av<g.At 

so  dass  A s : A t immer  zwischen  V + A v und  v,  und  ebenso  A v : A t 
immer  zwischen  g-f-Ag  und  g fallen  muss,  und  somit  nach  der 
Grenzmethode 


r . As 

V = I.im. = 

At 

ds 

dt 

. 

oder 

8 =/v . dt 

T • A V 

d V 

d^s 

v=/g.dt 

g = Lim.  — = 
® At 

TT" 

" dt* 

Hat  ein  Punct  der  Masse  m die  veränderlichen  Coordinaten  x , y, 
z,  so  sind  nach  1 zur  Zeit  t seine  Bewegungsmengen  nach  den  Axen 


d X 
m — 
dt 

“HT 

d z 
“dt 

ü 

4P 

während  nach  2 

d*x  . 
m-j^3-.dt 

d*z  , 
m-dl^dt 

4 

die  Vermehrungen  bezeichnen,  welche  dieselben  in  dem  der  Zeit  t 


woir,  nudbscii.  I.  21 


Digilizeci  by  Google 


322 


— Die  reine  Dynamik.  — 


folgenden  Zeiteiemen to  dt  wirklich  erhalten.  Ist  der  Ponct  flrei  und 
wirkt  auf  ihn  eine  beschleunigende  Kraft  der  Componenten  X Y Z, 
so  stimmen  jene  Vermehrungen  mit 

m.X.dt  m.Y.dt  m.Z.dt  5 

überein,  — ist  er  dagegen  nicht  fCel«  sondern  mit  andern  Puncten 
zu  einem  Systeme  verbunden,  so  wird  die  Einwirkung  einer  Kraft 
auf  ihn  möglicher  Weise  durch  die  Verbindungen  modificirt  werden, 
und  es  ergeben  sich  sodann  Differenzen 

m - X)  dt  m - Y)  d t m (-^  - Z)  d t « 

welche  aber  offenbar  so  beschaffen  sein  müssen,  dass  sich  ihre  Gesammt- 
heit  für  das  ganze  System  Gleichgewicht  hält,  d.  h.  man  hat  (234 : 3,4) 

^m-^^  = 2:mX,  2:m^  = .2’mY,  Sm^=SmZ't 

^m  =i:m(xY-yX) 

2’m^^^^/i^  = .Tm(yZ  — zY)  & 

.2:  m (z  X — X Z) 

Gleichungen,  welche  der  anal)i:ische  Ausdruck  des  sog.  Prlnclpes 
von  d'Alembert  sind. 

Die  OleichungCD  1 und  2 sind  wohl  unrnittclbar  nach  Erfindung  der  DiiTe- 
rcntialrechnung  aufgestellt  worden,  und  finden  sich  Jedenfalls  in  dieser  Form 
sp&testens  schon  bei  Euler  (vergl.  dessen  Mcchanica  in  227)  aufgesebrieben. 
D'Alembert  scheint  sein  Princip  zuerst  1743  in  seiner  Dynamik  (vergl.  227) 
ausgesprochen  zu  haben. 

S40.  Da«  Princip  der  Erhaltnng  des  Schwerpanctes.  Als  Resultat 
weiterer  Entwicklung  ergibt  sich  unter  Anderm,  dass  sich  der 
Schwerpunct  eines  Systemes  genau  so  bewegt,  wie  wenn  alle  Massen 
in  ihm  vereinigt  wären,  und  alle  Kräfte  direct  an  ihm  wirken 
würden,  — und,  wie  ein  Punct  oluie  Wirkung  einer  äussern  Ursache 
in  seiner  Bewegung  beharrt,  so  kann  auch  die  Bewegung  des 
Schwerpunctes  eines  Systemes  durch  blosse  Einwirkung  seiner 
Theile  auf  einander  nicht  verändert  werden,  sondern  es  bewegt 
sich  derselbe  mit  constanter  Geschwindigkeit  in  einer  Geraden.  Letz- 
teres Gesetz  ist  unter  dem  Namen  des  Principes  der  Erhaltung  des 
Schwerpunctes  bekannt  geworden. 

Bezeichnen  x y z die  Coordinaten  des  Schwerpunctes  eines  Systemes  von 
Piincteu  der  Coordinaten  x,  y,  z, , x,  y,  z, ,...  und  der  Massen  m,  m,  ...,  so 
hat  man  (231,  19(S,  133) 

2’mx  2’'ny  y mi 

x = y = * = -^. • 

2 o'  2 2 


Digitized  by  Googif 


— Die  reine  Dynamik.  — 


323 


woraus  sich  durch  aweimalige  DUTerentiatlon  nach  t nnd  Benutaung  von  239  : 7 
die  Oleichnngen 

d*x_2'n>X  d‘y_2’mY  d*a_2'mZ 

dt*  ^’m  dt*  dt*  i'm 

ergeben,  welche  der  anaiytische  Ausdruck  des  oben  ausgesprochenen  ersten 
Gesetzes  sind.  — Fassen  wir  vorerst  nur  Wirkungen  in’s  Auge,  welche  die 
einen  Theiie  des  Systemes  auf  die  andern  ausUben",  und  bezeichnen  durch  P 

die  Kraft,  mit  weicher  ein  Eiement  von 
m“  ein  Element  von  m'  anzieht,  so  sind 
die  Componenten  der  von  der  ganzen  Masse 
m"  auf  ein  Eiement  von  m'  ausgeQbten 
Wirkung 

X'  = m"  P . Cos  o = m"  P * 

r 

y"— y' 


Y‘  = m"P 
Z‘  = m"P 


r 

z"  — z' 


Tn  diesem  Falle  wirkt  aber  auch  nach  dem  bekannten  Grundgesetze  von 
Wirkung  und  Gegenwirkung  sin  Element  von  m'  mit  derselben  Kraft  auf  ein 
Element  von  m",  so  dass  die  Wirkung  der  ganzen  Masse  m'  die  Componenten 

Y"  = -m'P 

r r 

z'<  — z' 


X»  = m'PCoe{180  — o)  = — m'P- 


Z“  = — m'P 

r 

hat.  Hieraus  folgt  aber  sofort 

m'X‘  + m''X"  = m'Y‘  + m'‘Y‘'  = m'Z'  + m''Z''  = 0 
und  je  Ihnliche  drei  Gleichungen  würde  man  für  die  gegenseitigen  Wirkungen 
von  m'  und  m'",  m"  nnd  m“‘,  etc.,  finden,  so  dass 

d*  X d*  y d*  z 

2’niX  = 2'inY  = 2'mZ  = 0 oder  nach  2 irr  = = 0 

■“  d t*  d t*  d t* 

Hieraus  folgen  aber  durch  Integration  , * 

d*  . d y ,,  dz  _ 

TT  = “'  -df  = ‘"  dt-  = ‘"'  » 

und  durch  nochmalige  Integration 

x = a't  + b'  y = a“t  + b"  z = a'''t  + b'''  4 

oder  durch  paarweise  Elimination  von  t 


b'  a"'  — a'b' 


welches  (104)  die  Oleichnngen  einer  Geraden  im  Ranme  sind.  Es  bewegt  sich 
also  unter  der  gemachten  Voraussetsung  der  Schwerpunct  in  einer  Geraden, 
und  swar  ist  seine  Geschwindigkeit  nach  3 
d a 
d t 


d.  b.  constanL  Es  besteht  also  auch  das  zweite  der  oben  angeführten  Gesetze. 


S4I.  Das  Princip  der  Erhaltnng  der  Flächen.  Wenn  ferner  die 
verschiedenen  Puncte  eines  Sjstemes  nur  ihrer  gegenseitigen  Wir- 
kung oder  Kräften  unterworfen  sind,  welche  nach  dem  Anfangs- 
puncte  der  Coordinaten  wirken,  so  ergibt  sich  das  merkwürdige 

21* 
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Gesetz:  Projicirt  inan  die  von  den  Radien  Vectoren  der  einzelnen 
Puncto  während  einem  Zeitelcincnte  beschriebenen  Flächen  auf 
irgend  eine  der  Coordinalenebenen,  und  mnltiplicrrt  jede  Projection 
mit  <ler  Masse  des  beschreibenden  Punctes,  so  ist  die  Summe  dieser 
Prodiictc  immer  dem  /eitclemente  proportional.  Dieses  Gesetz,  das 
oÜ'cnbar  auf  jede  durch  den  Anfangspnnct  gelegte  Ebene  ausge- 
dehnt werden  darf,  da  jede  solche  Ebene  eine  Coordinatenebene 
sein  kann,  nennt  man  Princip  der  Erhaltung  der  Flächen. 


Miitliplicirt  man  die  dn^i  Gleichungen  230:8  mit  dt,  und  integrirt  nach  t, 
30  erhält  man,  wenn  c'c"c"‘  beliebige  Conslanten  sind, 

2'  ni  ~ ~ j ^ ^ =c'  -j-A’/m(xY  — yX)dt 

2’  m ^ ~ = c"  2Vm  (y  Z — z Y)  d t 1 

^,^^dx  — xdz  v/m(iX  -xZ)dt 

Nun  ergibt  sich  einerseits  fOr  iHc  swischen  und  thätlge  Kraft  P mit 
Hülfe  der  240  grbrnuchU'n  Werthe  von  X und  Y 

ni'  (x'Y'  — y'XO  -l-m"(x"^Y"—  y"X")  = 0 
und  ähnliche  Gleichtmgcn  lassen  sich  auch  für  die  gegenseitigen  Wirkungen 
von  m'  und  m*'*,  cfc.,  aufsteilen.  bezeichnet  ^anderseits  F*  eine  Kraft,  welche 
m'  nach  dem  um  P entfernten  Anfiuigspunctc  der  C'oordinaten  zu  führen  strebt, 
80  sind  offenbar  die  Componenten  nach  den  Axen 


also 

x'Y'  — y'X'  = y*Z'  — z'Y'  = z'X'  — x'Z*  = 0 
und  ähnliche  Gleichungen  würden  »ich  auch  für  die  übrigen  Puncte  aufstellen 
lassen,  —.so  das«  für  diese  beiden  Arten  von  Wirkungen  und  Kräften 
2’  nv(x  Y — y X)  = 2’  ni  (y  Z — z Y)  = 2’  m (z  X — X Z)  = 0 
und  es  gclien  daher  die  1 in  diesem  Falle  in 

2’m(xdy  — ydx)  = c'dt,  2’>^ = c'*dt,  2’”i  =c“'dt  % 

Über.  Stellt  aber  (m)  die  Hage  vor,  welche  m nach  der  Zelt  dt  einnimmt, 

so  ist  die  Projection  der  vom  Radius  Vector 
während  dieser  Zeit  beschriebenen  Fliehe  ^ 
auf  X Y 

X d y — y d X 


A': 

und  entsprechend  sind 
^n_  y<lz-zdy 


A"'  = 


* d * — xd* 


2 “ ~ 2 
die  Projeotlonen  auf  Y'Z  und  XZ.  Fßr  diese 
Werihe  gehen  aber  die  2 in 
2’2m.  A'  = c'.dt  2’2m.  A''  = c".dt  v 2 m • A'"  = c"‘ • d t 3 
über,  welche  offenhar  der  analytische  Ausdruck  des  im  Texte  ausgcsprocbcncii 
Gesetzes  sind. 


243«  Die  noveräoderliche  Ebene.  Wenn  man  eine  Fläcbc  oder 
ein  System  von  Flächen  auf  die  drei  Coordinatenebenen  projicirt. 
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und  dann  die  erhaltenen  Projectionen  auf  irgend  eine  andere  Ebene 
übertrügt,  so  ist  die  Hümme  der  drei  neuen  Projectionen  genau 
gleich  der  Projection , welche  man  durch  unmittelbares  Projiciren 
auf  diese  Ebene  erhalten  liiittc.  Ferner  lindet  man,  dass  die.  Quadrat- 
summc  der  Projectionen  einer  Flüche  oder  eines  Sysfemes  von 
Flächen  auf  drei  zu  einander  senkrechte  Ebenen  einen  von  der  Lage 
dieser  Ebenen  unabhängigen  Werth  liat ; dagegen  nimmt  die  ein- 
zelne Projection  für  eine  bestimmte  Ebene  einen  Maximumswerth 
an,  und  zwar  sind  die  Winkel  dieser  letzteren  Ebene  mit  den  Coor- 
dinatenebenen  für  die  241  zu  Grunde  liegenden  Voraus.setzungen 
und  Flächen  von  der  Zeit  imabhängig,  so  dass  sic  Laplacc  mit 
Recht  als  eine  unveränderliche  Ebene  in  die  Mechanik  cinge- 
führt  hat. 


Bildet  eine  ebene  Figur  der  Fläche  A mit  den  Coordinatencbcncn  X Y, 
X Z,  YZ  und  ciucr  Ebene  I der  Reihe  nach  die  Winkel  n',  b',  c',  w,  und 
beseichnCD  o',  ß‘,  /'  die  Winkel  von  1 roit  denselben  Coordinatencbcncn,  eo 
iat  (10b;  5) 

Cos  w = Cos  a' . Cos  o'  -|  Cos  b' . Cos  /S'  Coac' . Cosy'  1 

Bezciebnot  ferner  B'  die  Projection  von  A auf  I,  und  sind  A' A"  A'"  die 
Projectionen  von  A auf  die  Coordinalcnebenen,  so  hat  man  (165) 

B'  = A.Cosw  A'=:A.Co8a'  A“  = A.Cosb'  A"'  = A.Coso' 
und  daher,  wenn  1 mit  A multiplicirt  wird, 

B'  z=  A' . Cos  o'  + A" . Cos  ß‘  -I-  A'“ . Cos  g'  « 

d.  h.  den  ersten  der  oben  ausgesprochenen  Sätze,  der  offenbar  auch  noch  in 
dem  allgemeinem  Falle  gilt,  wo  A nicht  eine  einzelne  Fläche,  sondern  ein 
System  von  Flächen  bezeichnet,  — sogar  wenn  diese  Flächen  ln  verschiedenen 
Ebenen  liegen.  — Hat  man  ferner  noch  zwei  Ebenen  II  und  111,  welche  mit 
den  coordinirten  Ebenen  die  W'inkel  a“  ß"  y"  und  a‘“  ß‘“  y“‘  bilden,  so 
erhält  man  fOr  sie  entsprechend  2 

B"  =A'.Cosa"  +A“.Co8j9'‘  -)  A"'.Cosy"  3 

B"'  = A' . Cos  o‘“  -f  A“ . Cos  ß‘"  -j-  A'" . Cos  y“'  4 

Stehen  aber  I,  II,  III  zu  einander  senkrecht,  so  bestehen  zwischen  den  Cosinus 
der  0 Winkel  aßy  die  192:6,  7 entsprechenden  Relationen,  und  mit  ihrer 
UDlfa  findet  man 

B' . Cos  o'  + B"  . Cos  a“  + B'" . Cos  = A' 
B'.Co8^'-)-B''.Co8/»"-fB"'.Co8^"‘  = A''  S 

B'.  Cos  / -I-  B"  . Cos  y"  J-  B"' . Cos  y"‘  = A"' 

und  sodann 

A<t  -f.  A'“  + A““  = B“  -f  B"*  + B'"«  6 

d.  h.  den  zweiten  der  oben  ausgesprochenen  Sätze.  — Aus  6 folgt 


B‘=  ) A'«4- A“>  + A''‘»  — B"«  — li'"*  t 

und  cs  wird  somit  B'  am  grössten,  wenn  B"  und  B‘"  Null  sind,  d.  h.  nach 
7 und  5,  wenn 

A*  All  ktU  

C0Bo'=-— , CosS'  = -,V-,  Coey'  = -— - wo  B' = VA'»-1- A"*-t- A'"»  8 
D li  B* 

Kennt  man  daher  die  Projectionen  von  A auf  drei  beliebige  Coordinaten- 
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ebenen,  so  kann  man  leicht  dae  Maximum  der  Projeotion  und  die  Lage  der 
Maximume-Projoctioneebrne  ermitteln.  — Die  eben  gefundenen  Oeeetze  kann 
man  offenbar  ohne  weiteres  auf  die  durch  241:3  gegebenen  Summen  der 
Projectloncn  von  2 m -fachen  FiSchen  anwenden,  d.  h. 

A'  = c'.dt  A"  = c"dt  A"‘  = c'''.dt 


setzen,  und  hiefUr  gibt  8,  wenn 

c<»-|-c"*  + c"'*  = C‘  9 

gesetzt  'Wird , _ 

B':=C.dt  Co8o  = -^  Cos^zr  CoBy=z— ^ tO 


80  dass  in  den  Werthen  fDr  die  drei  CosiiuiB  die  Grösso  d t wcgf&llt,  also 
die  Maximuroprojectionsebeno  wirklich,  wie  dicBa  im  Texte  auBgesprochen 
wurde,  von  der  Zeit  unabhängig  oder  coustant  ist.  Da  ferner  aus  241:2 
hervorgeht,  dasa,  wenn  man  für  irgend  eine  Zeit  die  Coordinaten  x,  y,  z 
eämmtlicher  Puncte  des  SyetomeB,  und  Ihre  OcBchwindigkeitcn  dx:dt,  dy:dt 
und  dE:dt  nach  den  drei  Coordinaienaxen  kennt,  die  OrösBcn  c' c'' be- 
rechnet werden  können,  so  kann  man  auch  die  entaprechende  unveränderliche 
Ebene  wirklich  aufAnden,  und  ao  hat  (e-  M6can.  c^l.  III  1(Ü3)  die- 

selbe fQr  unser  SonnenBystero  uAter  der  Annahme,  dass  Air  dasselbe  die  ge- 
machten VorauBseUungen  bestehen,  wirklich  bestimmt,  und  gefunden,  dass 
für  sie  in  Beaiehung  auf  Ekliptik  und  Frtiblingspunct  des  Jahres  1750  die 
Länge  des  aufeteigenden  Knotens  102^  bl*  30^'  und  die  Neigung  1"  35'  31" 
betrage.  Vergl  365. 


94S.  Die  HanptaxCD.  Versteht  man  (264)  unter  dem  Trägheits- 
momente eines  Körpers  in  Beziehung  auf  eine  Axe  die  Summe  der 
Producte  jedes  Elementes  desselben  in  das  Quadrat  seines  Abstandes 
von  dieser  Axe,  so  gibt  es  für  jeden  Körper  drei  zu  einander  senk- 
recht stehende  Axen,  welche  die  merkwürdige  Eigenschaft  haben, 
dass  Einer  von  ihnen  das  grösste  und  einer  Andern  das  kleinste 
Trägheitsmoment  zugehört  Man  hat  diese  von  Euler  zuerst  einläss- 
lich behandelten , aber  schon  von  Segner  aufgefundenen  Axen 
Uauptaxen  genannt,  und  .sie  fallen  hei  einem  homogenen  Ellipsoide 
mit  den  geometrischen  Hauptaxen  (197)  zusammen. 

Setzt  man 


M‘=/(xY  — yX)dm  M"  =/(y  Z — zY)  dm  M'"=/(zX  — xZ)dm  I 
BO  geben  die  Gleichungen  241 ; t,  wenn  man  die  Pnocte  m durch  die  Elemente 
dm  eines  Körpers  m ersetzt,  2*  in  / übergehen  ISsst,  und  das  auf  die  Zeit 
bezügliche  Integral  durch  einen  Index  von  dem  auf  den  Körper  bciOglichen 
nnteracheidet. 

Führt  man  nun  Axen  X'Y'Z'  ein,  welche  mit  dem  Körper  unver&nderllch 
verbunden  sind,  so  werden  die  Coordinaten  x'y'z'  des  Elementes  dm  von 
der  Zeit  nnabh&ngig,  und  dagegen  die  0 Grössen  abc,  durch  welche  sie 
(192:4,  ö)  mit  xyz  inaammonhingen , mit  der  Zeit  vertnderlich  sein.  Die 
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nach  dieser  Annahme  aus  102  : 4 für 
Werthe  in  2 subsUtuireud,  erhält  man 


Xf  y , d X : d i und  d y : t folgenden 


p.a|db|  — b|da|  _ 
dt 

o,db,— b.dn, 

■ dt  ’ 
a,db| — b3da, 


'+ 


a,db| — b, da*  j a,  db,  — b,  da, 
dt 

n,  d bj—  b, d {-  aj  d b,  bj  d a, 


dt 


dt 

-b,da,  + a,^b,j: 
dt 


»'y'  K 
y'*'+ 


' b,  d s, 


.dm 


J 


oder  durch  Substitution  der  In  192 : 8 gegebenen  Werthe  von  a,  a,  b,  b|  b^ 

rM‘dt  = |T[ej(a,da,  |-b,db,  t-e,dc,)— c,(a,da,+bjdb,4  Cjdc,|]x'*-f 
‘ [c,(ajda,+bjdb,-|-c,dc,)— C3(8,d8,+b,db,-(^c,de,)]y'*  + 

[ c,(a,  daj+b,  db,  |-c,  de,)— o,  (ajdaj+bjdbj+Cjdc,)]  z“+ 
r c,(a,da,+b,db,-|  c,dc,)— c,{8|  da,  +b, db, -fc, dc,)-|  -j 
|c,t83da,-l-b3db,+c,dc,)  — c,(a,d8j-t-bjdb,+Cjdc,) 
rc,(a3da,+bjdb3  t-Cjdc,)— Ciiatdaj+bjdb.-fCjdCji-l- 
Lcjia,  d8,-fb,  db,-|-c,  de,)— 83(8,  da,-fb,  db,-t  c,  de,) 
rc,(a,  da,-fb,db,-fc,dc,)  — c,lo,da,-t-b,db,-}-c,dc3)-}-1 
Lc,(a,d834-b,db3-|-c,dc,)' — c,  (a,da,  -f-b,db,  4-n,dc, ) J 
DifTerenzirt  man  aber  die  drei  letzten  Qleichnngen  192:7  nach  t,  ao  erh&lt 
man,  wenn  p q r drei  HOlfagröaaen  sind, 
db, 
dt 


x'y'+ 

Jy'*M- 


a,4^  + b, 

^ d t 


-f  c, 


»3 


d a, 
d t 
d 0| 
d t 


db, 


+ b. 


dt 

db, 

TT 


dt 
d c, 

TT 


d t 


d a, 

e db. 

d Ci 

II 

1 

d t 

II 

*I«J 

V 

1 

d a, 
— a.  ^ 

* d t 

' dt 

■ dt 

= -a,-^ 
dt 

_b 

dt 

d c« 

“ ~d  t ^ 

und  durch  Differentiation  der  drei  letzten  Oleicbungen  102 : 6 nach  t 


da, 

' "dT 


da. 


db, 


dt 


da. 


+b, 


db3 


r 


+0,  ^-3=0  4 


C 

6 

V 


db 

dt  ' *•  dt • dt  ' dt  ' '•«  dt 'dt  ' dt 

also  ist,  wenn  man  noch  zur  Abkürzung  die  HQIfsgrössen 

A=/(y'»  + z'»)dm  B=/(z'«  -f  x‘«)dm  C =/(x'*  + y'‘)  d m 

F=/y'z‘dm  0=/z‘x'dm  H=/x'y'dm 

P = Ar  — Gq  — Hp  Q = Bp  — Hr  — Fq  R=Cq  — Fp— Gr 

einfUhrt 

/'  M'  d t = r r[r  (y'>  + z")  — p x'  y'  — q z'  x*]  c,  +"1  dm 

[p  (x‘*  4-  *'*)  — q y‘  — r X'  y']  c,  + I 
L[q(x"  + y'*) — r z' x' — p y' z*]  c,  J 
= c,  P + c,  Q + c,R 

nnd  analog  geben  die  zwei  Obrigen  Gleichungen  2 
- /'M''dt=a,  P4-a,Q  + a,  R /' M'“  d t = b,  P + b,  Q + b,  R 
Die  Differentiation  von  8 und  0 nach  t ergibt 


M'  =c, 


dP 

dt 


+ P 


d c, 

“dT 


+ Cl 


dQ 

dt 


+ « d'r  + ‘=' 


dR 

dt 


+ R 


de, 

dt 


M«  1Z-4-P  4_a.  A9.-(-0^-i-a,  — -f-R^ 

-*•  + + dt  +*’  dt  dt 

dP  . _ db,  , . dQ  , _ db. 


M'"  = b 


dt 


+ P 


" 4-  b.  4-  Q 

dt  ^ • dt 


dt 


+ b. 


dR 

dt 


+ R 


db, 

dt 
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mul  hieraus  folgen  mil  Hülfe  vuu  192  :C,  7 und  gegeowärligeii  3,  4 

M‘  c,  + M"  a,  + M"<  b,  = Q + r R IO 

M'c,  + M"a,  + M'"b,  = -^—  rR  + qP  II 

M'C3  + M"a, + M"‘1.3=  -l-P  + rQ  I« 


Cm  diese,  letztem  Gleichungen  noch  weiter  zu  vereinfachen , wollen  wir  un^ 
erinnern,  dass  die  in  den  ahe  involvirten  drei  Grössen  <p  tff  6 immer  noch 
willkürlich  sind,  dass  wir  also  irgend  drei  lledingungsglcichungcn  wie  t.  B. 

F = ü G=:0  11=0  IS 

aufetellcn  können , — jedoch  in  diesem  Falle  gezeigt  werden  muss,  dass 
man  diesen  drei  Gleichungen  wirklich  immer  durch  reelle  AVertbe  von  9 <9 

genügen  kann.  Um  letztem  Kachweis  zu  leisten,  erhalten  wir  aus  6 durch 
Substitution  nach  102:4,  7 

y + b,  }■  + c,  ü)  (8j  X + b,  y + c,  7.)  il  m 


= /rWb3(y*  — X*)  — Ct< 


I d m 


V,  (X*  — 7»)  + (n,  bj  4-  Bj  b,)  X y 
I + Cb«  c»  + bj  c,)  y 7 + (a,  c,  + a,  c,)  7 x J 

oder,  wenn  wir 

/(x*  — z*)dm  = 4 /(y*  — X*)  d m = Ä 

/xydm  = D /yzdm  = F /zxdm  = F 

setzen,  aus  192:3  substituiren,  und  nach  9 ordnen, 

F = b,  I13  JJ  — 0,03^4- (a,h,  + B,  b,)  O 4-  (b,  c,  4- b3  c^)  £ 4-  (a,  Oj  4- a,  c,)  F 


14 

15 


= r ^in  9 Cos  9 5in  ß . it  Co»  2 9 Sin  fl  . D + I ?^in  9 


le 


LSin  9 Cos  fl . K + Cos  9 Cos  fl . F J 

“k  I Cos*  9 Sin  fl  Cos  fl . fi  -f-  Sin  fl  Cos  ß . A — 

l_8in  2 9 Sin  ß Cos  fl  . />  + Cos  9 Cos  2 fl . F — Sin  9 Cos  2 

Analog  findet  man 

ü = I — Cos*  9 Sin  0 Cos  ß . B — Sin  fl  Cos  fl . 4 + 

1 Sin  2 9 Sin  fl  Cos  fl . />  — Cos  9 Cos  2 fl . F Sin  9 Cos  2 


16 


«.f] 


Cos  ( 


ft  . f] 


Sin  9 -|- 


+ 


Sli!  9 CoB  9 Sin  fl . F 4”  fl  . /I 

Sin  9 Cos  fl  . F -|"  Cos  9 Cos  fl  . F 


Cos 


9 


19 


II  = I (Sin*  9 — Co3*9CoB*flJ  F 4-  Sin* fl.  A 4-  Sin  29(14*  Cos*fl)  />  4"  I ^>029 
Lsin  2 fl  (Cos  9 . F — Sin  9 . F)  J 2 

-J  Cos  2 9 


4- 


fain  9 Cos  9 Cos  fl . F 4"  ^os  fl . Cos  2 9 
Sin  fl  (Sin  9 . F 4-  Cos  9 . h') 

Setzt  man  somit 


A‘=  y r [(Sin*  V-  — Cos*  v>  Cos*  (9)  fl  4-  Sin* fl . J 4- Sin  2 ^ (1  4-  Cos*  ft)  D + 

L4-  Sin  2 fl  (Cos  q. . K — Sin  q' . F")] 

/.  = Sin  V'  Cos  <(i  Cos  fl . fl  4*  Cos  ft , Cos  ‘itfi  ■ l)  — Sin  fl  (Sin  <(r . E -j-  Cos  qr . F)  19 
.M  = SinvrCo8i^.Sinfl.fl4-Sin0.Cos2«('.O4-  Cos  fl  (Sin  ifr . F 4-  Cos  qr . F) 

•V=y  [Sin2e(Cos*v/.B4-.4  — Sin2v../»)4-2Cos2«(CoBv>.£  — Sinq-.F)] 

SO  hat  man  statt  13  die  Möglichkeit  der  Gleichungen 
K . Sin  2 9 4"^'*  9 — ^'***  9 4“  '’V . Cos  9 = .W  Cos  9 — .V  Sin  9 = 0 90 

naebzuweisen.  Qundrirt  und  addirt  man  aber  die  zwei  letzten  Gleichungen,  so 
ergibt  sich 

aW*  + .Y*  = ü oder  .W  = Ü A‘  = U «1 
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und  au«  diciwB  beiden  letztem  UIeichniip;en  erhült  man  mit  Hülfe  von  19, 
wenn 


Tg  V-  = u 


Co«  Ifi  ~ 


t'l  + u» 


gesetzt  wird, 

Te  e ^ . 

BSiinf'  Vontf‘  t fM  os’Ji^ 

Tg2e 


1 1 + 1 


H II  + f 


_ ECitHif  — /•■.Silit/  , /■•  — u /•■ 

~~  7/Sin‘.>i/.~'~'/t(l-Hi<)-f //— 2/)ti 

Setzt  mau  diese  Wertlic  in  die  goniunietrische  Formel 


^ l + u» 


ein,  SU  erhält  man 


Tg  2 « = 


2 Tg  0 
1 -Tg«8 


«4 


_ (Fii  + F)(//ii -f  «(1  — ii»)i  _ 

.4  (l  -fir»)  + B — 2 ;>u  “ l/fu  + 1/  (1  — I1»)J»  — ü»)  [Fu  +Tj* 
oder,  wenn  man  gehiirig  rediicirt,  wobei  sich  namentlich  die  ganze  Gleichung 
durch  (1 -f  u’)  dividiren  lässt,  — und  dann  ordnet, 

0 = u>  [^  //£  — f (//«  — £«)]  -f 
+ u«  [/» F(A  + 2 ß)  — £ (.4  B + /»»  + £'  — 2 /■«;]  + 

+ u [£(/»'  — B»  — 2 £»  + - .4  B)  — //£  (A  — B)]  + 

+ [£(//•  — f-’)-BF(^  + B)]  «S 

Eine  Gleichung  dritten  Grades  bat  aber  immer  eine  reelle  Wurzel,  also  ist 
nach  22  auch  !/•,  nach  23  ebenso  B,  und  endlich  nach  der  noch  unbenutzten 
20'  auch  if  reell,  und  cs  dürfen  somit  die  Gleichungen  13  wirklich  aufgestcllt 
werden.  Die  Gleichung  25  muss  sogar  noth wendig  nicht  nur  einet  sondern 
drei  rci'lle  Wuneln  haben,  weiche  sich  auf  die  drei  Axen  beziehen;  denn 
jede  dieeer  Letztem  kann  eben  so  gut  als  die  Andere  als  Axe  der  X ange- 
sehen werden.  Die  Axen,  welche  durch  13  bcHtJmmt  werden,  sind  aber  die 
im  Texte  erwähnten  Hauptaxen;  denn  nach  der  dort  gegebenen  Definition 
stellen  die  durch  5 cingefohrten  Orfissen  offenbar  die  sog.  TraKbcitnmomeiite 
des  Kör))crs  In  Beziehung  auf  die  Axen  X'Y'Z'  dar.  — Bezeichnet  man  das 
Trägheitsmoment  in  Beziehung  auf  die  Axe  der  Z mit  (J,  so  ist  entsprecliend, 
mit  HOlfe  von  5 und  102:4  — 7 


® =/(*•  + )’•}  d m =/[(a,  X'  + a,  y'  + a,  z')‘  + (b,  x'  + b,  y'  + b,  z')*]  d m 
=/r(l-C|‘Jx'«+(l— c,«)y‘»  + (l  — Cj*)z'«-2c, 

L — 2c,c,x'z‘  — 2c,c,y‘z'  J 

= Sin’  0 Sin’  ^ . A + Sin’  0 Coa’  y . B -J"  Cos’ 9 . C + Cos  <f  Sin  2 9 . F — 

— Sin  9.  Sin  2 9.  G + Sin  2 9- Sin’ 9.  II  *6 

Sind  ober  die  Axen  X'Y‘7.‘  Hauptaxen,  so  bestehen  die  Gleichungen  13, 
und  man  hat  mit  Hülfe  von  102:5 


e = A . Sin’  9 . Sin«  9 + B . Sin’  9 . Cos»  9 + C . Cos’  9 = 

= A . Cos’  (Z,  X‘)  •+•  B . Cos’  (Z,  \’0  + C . Cos’  (Z,  Z‘) 
d.  h.  wenn  man  jedes  der  einer  Hauptaxe  entsprechenden  Trägheitsmomente 
mit  dem  Quadrate  vom  Cosinus  des  Winkels  multipllcirt,  welchen  irgend  eine 
Axe  mit  dieser  Hauptaxe  bildet,  so  stellt  die  Summe  dieser  Produetc  daa 
jener  Axe  entsprechende  Trägheitsmoment  dar  Ist  aber  A B > C,  so  ist 
nach  27 
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€ -<  A (Sin*  Ö Sin*  9 + Sin*  Ä CoB*  y oder  (£  A 

(J  > C (Sin*  Ö Sin*  y 4"  ® Ci"'**  7*  + Cos*  fl)  oder  (£>C 

d.  h.  es  besteht  wirklich  die  im  Texte  ausgesprochene  Grundcigcnachaft  d«*r 
Hauptaxen.  — Bezeichnet  q die  Dichte  eines  homogenen  Körpers,  so  ent» 
spricht  dem  Puncte  xyz  desselben,  und  somit  der  Distans  1 x*4'y’  von  der 
Axe  der  Z olTenbar  das  Masscnelemcnt  ^dxdydz,  und  cs  ist  daher  das 
Trigheitemoment  des  Körjiers  in  Beziehung  auf  Z 

« = <?///(»*  + y*)  d X . d y . d r 

Ist  8.  B.  der  Köqicr  ein  Ellipsoid  der  Axen  2a,  2b,  2c,  und  fallen  die 
Coordinatenaxen  mit  diesen  Axen  zusammen,  so  besteht  (108)  die  Gleichung 
X*  V*  z* 

^.+tr+e.=‘  *» 

Wenn  wir  daher  in  28  zuerst  nach  z integriren,  und  in  dem  so  hervorgehenden 
unbestimmten  Integrale 

® 4"  y*)  d 3t . d y (z  + Const.) 

fttr  8 nach  20  die  Orenzwertbe 

einsetzen,  so  erhalten  wir 

S = 2t.c//(x«  + y«)|/ri^-|i.dx.dy  SO 

^etxt  man  aber  zur  Abkürzung 

a* 

so  ist  nach  G7:  14,  wenn  erst  nach  y Integrirt  wird, 

_ \/t'  - y«  + ^ Are  Sin  -^  + Const  j 

und  dabei  ist,  weil  dem  in  XY  liegenden  Schnitte  unsere  Körpers  die  Gleichung 
oder  y = + ^ ^ ^ 


X*  V* 

4-  — = 1 
a*  ^ b* 


entspricht,  y zwischen  den  Grenzen  4'*’  tind  — r zu  nehmen,  so  dass  nun 

o • j fl  **  ^ , pcx*dx  . ehe«,,. 

2fCX*dxJ  y 1_--  — -_dy  = x_ = (a«x*-x‘)  dx 


und  somit 


■ 4"  Gongt) 


a*x*  — X*)  dx  = 


3 5 

oder,  da  x offenbar  von  — a bis  4~  ^ auszudehnen  ist, 
und  entsprochen d 
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folglich  nach  30 

— 4 o a b c (a*  ^*)  » a*  + b* 

® = 16 = — 


M = — abc»p 


S1 


s« 


nach  20& : 4 die  Maeee  dea  Ellipaoidea  daratellt.  Entsprechend  sind  die  Träg- 
beitemomente  in  Beziehung  auf  die  Axen  der  X und  Y 

o ö 

so  dass  sich 

a > b > c und  ® > 8 > 8 
enteprechen.  Da  ferner  die  drei  Integrale 

/xydm  /xzdm  /yzdm 


für  ein  Ellipsoid,  dessen  Axen  mit  den  Coordinatenaxen  zusammenfallen, 
notbwendig  gleich  Null  sind,  weil  sich  zu  jedem  der  in  ihnen  begriffenen 
Elemente  ein  zweites  gleich  grusses,  aber  dem  Zeichen  nach  entgegengesetztes 
Element  findet,  so  sind  nach  6 und  13  die  drei  Axen  zugleich  die  Ilauptaxen. 
Ist  das  Ellipsoid  durch  Rotation  einer  Ellipse  um  die  Axe  c entstanden,  d.  h. 
ist  a = b,  so  ist  auch  3 = 8-  Sind  aber  für  irgend  einen  Körper  die  Triig- 
heitsmomente  in  Beziehung  auf  zwei  Hauptaxen  gleich,  z.  B.  A = B,  so  hat 
man  nach  27 

S = A . 8in<  0 + C . CoB<  e ta 


Es  ist  also  in  diesem  Falle  das  Trlgbeitsmoment  für  jede  Axe  der  Z,  welche 
mit  7j‘  denselben  Winkel  0 bildet,  gleich  gross,  also  z.  B.  für  alle  Axen 
gleich  A,  für  welche  0 = OO<’  ist,  oder  die  ln  der  Ebene  X'Y'  liegen,  — 
also  muss  auch  jedes  Paar  von  zwei  zu  einander  senkrechten  Geraden  der 
Ebene  X'Y'  mit  Z'  zusammen  ein  System  von  Hauptaxen  bilden,  da  ihnen 
sonst  nach  dem  oben  entwickelten  Gesetze  ein  grösseres  oder  kleineres  Träg- 
heitsmoment als  A zukommen  müsste,  je  nachdem  A<C  oder  A>C;  so 
z.  B.  fallen  also  beim  Rotationsellipsoide  jede  zwei  zu  einander  senkrechte 
Durchmesser  des  Equators  mit  einem  Systeme  von  Hauptaxen  zusammen. 
Für  A = B = C,  so  z.  B.  für  eine  aus  dem  Anfangspuncte  beschriebene  Kugel, 
wird  nach  27  oder  33 

C = A 

d.  h.  es  wird  jeder  durch  den  Anfangspunct  gebenden  Axe  ein  gleich  grosses 
Tr&gbeitsmoment  entsprechen,  und  jedes  System  von  drei  zu  einander  senk- 
rechten solchen  Axen  ein  System  von  Hauptaxen  sein. 


S44.  Die  aBgenblickliche  Hotationsaxe.  Alle  in  einem  gegebenen 
Zeitmomente  ruhenden  Puncte  eines  rotirenden  Körpers  liegen  in 
einer  durch  den  Durchschnittspunct  der  Hauptaxen  gehenden  Ge- 
raden, der  sog.  Axe  instantanö  de  rotation.  Wirken  auf  den  Körper 
keine  äussern  Kräfte,  und  dreht  er  sich  zu  einer  gewissen  Zeit  sehr 
nahe  um  diejenige  seiner  Hauptaxen,  der  das  grösste  oder  kleinste 
Trägheitsmoment  entspricht,  eo  macht  die  augenblickliche  Rotations- 
axe  im  Laufe  der  Zeit  nur  kleine  und  periodisch  wiederkehrende 
Schwankungen  um  die  ursprüngliche  Lage  und  die  benachbarte 
Hauptaxe,  ja  es  bleibt  Letztere,  wenn  sie  es  einmal  war,  beständig 
Rotadonsaxe ; entspricht  dagegen  der  benachbarten  Hauptaxe  das 
mittlere  Trägheitsmoment,  so  kann  die  geringste  Störung  die  Rota- 
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tionsverliähnisse  total  verändern.  E.s  ist  also  in  dem  erst  betrach- 
teten Falle  die  «Stabilität  gesichert,  während  im  zweiten  Falle  ein 
labiler  Ziustand  vorhanden  ist. 

Die  durch  243:3  deflnirten,  zuerst  durch  Knier  in  solcher  Weise  ein- 
gefUhrten  Orässen  p q r hesitzen  mehrere  merkwürdige  Eigenschaften , wie 
aus  folgender  Entwicklung  hervorgehen  wird  : Die  DlfTcrenÜalquoticnlen 
d X : d t,  dy:dt  und  dz:  dt,  d.  h.  die  Geschwindigkeiten  des  Elementes 
dm  zur  Zeit  t nach  den  drei  Axen,  sind  offenbar  für  alle  Puncto  des  Körpers, 
welche  während  dem  Zcitelcmcntc  d t ruhen , Null , und  wenn  wir  daher 
nach  102  : 4 

x' . d a,  + y ' ■ d a,  -J-  a'  • d Sj  = x'  • d b|  -|-  y' . d b,  -b  z'  . d bj  = 

= x' . d c,  -b  y'  ■ d c,  + z' . d c,  = 0 1 

setzen,  und  aus  diesen  Gleichungen  x' y' z‘  ausrcchnen,  so  erhalten  wir  die 
Coordinaten  dieser  ruhenden  Puncte.  Multipliciren  wir  die  drei  Gleichungen  1 
der  Reihe  nach  entweder  mit  a,  b,  c,  oder  mit  a,b,  c,,  und  addlren  die  Pro- 
ducte,  so  erhalten  wir  mit  Hülfe  von  243:3,  4 


d.  h.  einerseits  den  Beweis  für  die  Existenz  der  im  Texte  erwähnten  augen- 
blicklichen Rotationsaxe,  und  anderseits  dafür,  dass  p q r jeweilen  die  Lage 
dieser  Axe  bestimmen,  und  zwar  so,  dass  nach  104  die  Formeln 


Cos  « = — 
? 


Cos  = 


:»V  + q*  + r*  3 


zur  Berechnung  ihrer  Winkel  mit  den  Coordinatenaxen  X'  T'  Z'  dienen.  — 
Die  BO  eben  zur  Abkürzung  cingeführtc  Grösse  p bezeichnet  die  in  Jedem 
Momente  für  alle  Puncte  des  Körpers  gleich  grosse,  dem  Quotienten  der 
absoluten  Geschwindigkeit  v irgend  eines  Pnnctes  durch  seinen  Abstand  d 
von  der  augenblicklichen  Rotationsaxe  gleiche  Winkelgeschwindigkeit;  denn 
wählt  man  zu  dieser  Bestimmung  denjenigen  Punet  der  Axe  K',  der  den  Ab- 
stand 1 vom  Anfangspunctc  bat,  so  ist  für  ihn  d=;Siny  und  x'  = 0,  y‘  = 0, 
z'=l,  also  nach  102:4  auch  x = aj,  y = b,,  z=-c, , folglich  mit  Hülfe  von 
3 und  243  :3,  4;  102:6,  7 einerseits 


und  anderseits 


p* . Sin*y . dt*  p*  (l  — Cos* y)  d t*  = (p* 4* *“*)  d t*  = 

= (a,  d a,  -b  b,  d bj  -b  c,  d c,)*  -b  (a,  d Sj  + h,  d b,  -b  c,  d c,)*  -b 
+ (»» <1  + •>>  <1  bj  -b  Cj  d c,)*  = 

= (<■1’  + a,‘  -boj’)  da/-b  2(a,  b,  -b  a,  b,  -b  a,  b.jda,  db,  + 

+ (b,'  + b,*  + b,')db,»-b2(a,  c,  + a,  c, -b  a, c,)  d a,  d c, -b 
-b  (c,  *-b  c,*-bc,*)  dc,*-b  2 (b,  c,  -b  b,  e,  -b  b,c,)  db,dcj  = 

= daj*  -b  dbj*  -b  dCj« 

also  wirkUch  . , 

V p . Sin  7 . d t 

Siny.dt  * 

In  Folge  243:13  gehen  die  243:  7 in 

P = A . r Q = U . p R = C . q S 
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Ober,  und  hicfQr  nehmen  hinwieder  243:  10 — 12  die  einfachere  Gestalt 

A.-^-  + (C  — B)  pii=:M'c,  +M"n,  + M"‘b, 

B + (A-C)  qr  = M'c,  + M"a,  + M"'b,  « 

C . + (B  - A)  p r = M'  C3  + M“a3  + M"‘  b, 

an.  Tn  diesen  Gleichungen  bereichnen  die  durch  243 : 1 eingeführten  Grössen 
M'  M"  nach  234  und  239  offenbar  die  den  Äxen  Z X Y eiiUprcchonden 
l^ummen  der  Drehungsmomente  aller  auf  die  Elemente  des  Körpers  wirkenden 
KrÄfte.  Da  aber  (vergl.  233)  die  Paare  oder  Drehmomente  wie  einaclne  Kräfte 
behandelt  werden  können,  so  hat  man  (192),  wenn  die  ent- 

sprechenden Summen  für  die  neuen  Axen  Z'  X*  Y'  bezeichnen, 

N'  = c,  M'  -f  Bj  M"  + bj  M*“  N"  = C|  M'  + a,  M"  + b,  M"' 

N"*  = c,  M'  + a,  M“  + b,  M**' 
und  es  gehen  somit  die  11  in 

N'  .dtr=C.dq-f“(ß  — A)pr.dt 

N"  . dt=zA  . dr  + (C  — B)  qp.  dt  S 

N'''.  dt  = B . dp  + (A  — C)  rq  . dt 

über.  Substituirt  man  endlich  in  den  durch  243:3  gegebenen  positiven  Werthen 
von  p,  q,  r aus  102:5  für  die  Grössen  abo  und  ihre  Diffcrentialien  die 
Werthe,  so  erhält  man  nach  einer  einfachen  Reductlon 

p . d t = — Cos  9 . Sin  & . — Sin  9 . d 0 

q . d 1 2 Cos  0 . d\ft  — d 9 9 

r . d t = Sin  9 . Sin  0 . d 9 — Cos  9 . d 0 

Diese  unter  8 und  0 enthaltenen  G Differentialgleichungen  geben,  wenn  sie 
sich  integriren  lassen,  die  6 Grössen  p,  q,  r,  9,  9,  0 als  Functionen 
der  Zelt,  und  damit  die  Lage  von  m für  jede  gegebene  Zeit,  — erlauben 
aber  auch  unmittelbar  einige  interessante  Schlüsse  zu  ziehen : Wirken  näm- 
lich auf  einen  Körper  entweder  gar  keine  äussern  oder  doch  nur  solche 
Kräfte,  welche  durch  den  neuen  Anfangspunct  geben,  so  sind  entsprechend 
141  sämmtliche  Momente  K gleich  Null,  und  es  bestehen  somit  statt  8 die 
Gleichungen 

j I B — A j , I C — B j j I ^ — C , , ^ «4» 

7^ — pr.dt  = dr-| r — qp.dt  = dpH rr — rq.dt  = 0 10 

O A B 

Dreht  sich  nun  der  Körper  zu  einer  gewissen  Zeit  sehr  nohe  um  eine  seiner 
Hauptaxen,  z.  B.  um  Z',  so  sind  u und  ß sehr  nahe  gleich  90^,  also  Cos  u 
und  Cos  ß sehr  klein,  also  auch  nach  3 die  Grössen  p und  r so  klein,  da^s 
Ihre  Producte  und  zweiten  Potenzen  vernachlässigt  werden  dürfen.  In  diesem 
Falle  rcduclrt  sich  10'  auf  dqzrO,  so  dass  q eine  constante  Grösse,  — und, 
da  zugleich  nach  3 auch  ^>  = q wird,  so  ist  also  io  diesem  Falle  die  Winkel- 
geschwindigkeit ebenfalls  constant.  Den  zwei  letzten  Gleichungen  10  aber 
kann  man  in  diesem  Falle  durch 

p =:  M . Sin  (n  t + m)  r M' . Cos  (n  t ni) 

genügen,  wo  M,  M',  n,  m Constante  sind;  denn  sie  gehen  hiefür  in 

uri  ^ ® if  »»  ^ ^ ifi  fta 

M'.n  = - — 7— -.p.M  M.ncr .p.M'  19 

A B ^ 
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Ober,  woraus 

1 /B(C-B)  _ i/(C-A)  (C-B) 

M'  = M A (C  - A)  ” = « |/  A ; B *• 

folgen,  so  dass  die  Constanten  M'  und  n immer  leicht  berechnet  werden 
können,  wlhrend  die  M und  m zunKchst  arbitr&r  bleiben.  Jedoch  sind  zwei 
wesentlich  verschiedene  FUle  zu  unterscheiden : Ist  C das  grösste  oder 
kleinste  Trägheitsmoment , so  werden  M‘  und  n bestlndig  reell , und  es 
sind  daher  p und  r,  da  sie  laut  Voraussetzung  zur  Zeit  t = 0,  für  welche 
nach  11 

p = M.Sinm  r = M'.Cosm  14 

folgen,  klein  waren,  also  auch  M und  M'  klein  sein  mOssen,  nach  11  beständig 
klein,  und  Qberdiess  periodisch;  ja  wenn  ursprünglich  p und  r Null  waren, 
so  müssen  nach  14  auch  M = M'=:0  sein,  und  es  bleiben  daher  nach  11  für 
alle  Zeiten  p und  r Null.  Wenn  dagegen  C zwischen  A und  B liegt,  so  wird 
n imaginlr,  und  hiefür  geben  Sinus  und  Cosinus  von  (n  t m)  ln  Ezponcntial>. 
grössen  über,  die  nicht  mehr  periodisch  sind,  sondern  mit  der  Zeit  ohne  Ende 
wachsen  können.  Hieraus  geben  aber  otfenbar  die  im  Texte  ausgesprochenen 
Gesetze  hervor. 
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Die  Beobachtung,  der  Prüfitein  aller  Theorteen, 
die  Bewährung  alter  Vermuthungen,  die  Ver- 
nichtehn  aller  Täuuhungen , iit  iugteieh  auch 
die  reichste  Quelle  unervarteter  Aufschlüsse 
und  lang  gesuchter  Belehrungen.  (Horner.) 


XXV.  Physikalisclie  Vorbegriffe. 

84S.  Allgemeine  Eigenschaften  der  laterie.  Jedes  Materielle 
muss  zu  jeder  Zeit  einen  bestimmten  Raum  einnehmen,  d.  h.  aus- 
gedehnt und  undurchdringlich  sein;  ausserdem  sebeinen  Beweg- 
lichkeit, Theilbarkeit,  Trägheit  oder  Beharrungsvermögen,  wechsel- 
seitige Anziehung,  Porosität  und  Ausdehnbarkeit  allgemeine  Eigen- 
schaften der  Materie  zu  sein.  Wirkung  und  Gegenwirkung  sind 
gleich.  Die  Mittheilung  der  Bewegung  erfordert  Zeit. 

FUr  viele  die  Physik  betreffende  Werke  und  Zeitachriften  auf  4 verweisend, 
mSgen  hier  noch  folgende  Titel  gegeben  werden:  „Jaques  Rolianit  (Amiens 
1630  — Paris  1676 ; Professor  der  Mathematik  in  Paris),  Traitd  de  physlque. 

Paris  1671,  2 Vol.  in  12.  (Viele  spätere  AuOagen,  — Ueberaetaungen  in’s 
Lateinische,  s.  B.  von  Clarke,  — etc.),  — Wilhelm  Jakob  s’Gravesande 
(Herzogenbnsch  1688  — Leyden  1742;  Professor  der  Mathematik  und  Astro-  ' 
nomie  lu  Leyden),  Physices  elementa  mathematica,  experimentis  con&rmata. 
Lugd.  Batav.  1720—1721,  2 Vol.  ln  4.  (3.  A.  1742;  frans,  durch  Joncourt, 
Leyde  1746,  2 Vol.  ln  4.),  — Jean-Tbdopblle  Deiagullers  (La  Rochelle 
1663  — London  1744;  frans.  Emigrant;  erst  Professor  der  Physik  su  Oxford, 
dann  Pfarrer  nnd  enletst  Caplan  des  Prinzen  von  Wales),  A Courae  of  Ex- 
perimental Philosophy.  London  1725,  2 Vol.  in  4.  (Viele  spätere  Auflagen; 
frans,  durch  Pczenas,  Paris  1761),  — Pieter  van  Muasehenbroek  (Leyden 
1602  — Leyden  1761;  Professor  der  Mathematik  und  Physik  zu  Duisburg, 
Utrecht  nnd  Leyden),  Elementa  physices.  Lugd.  Batav.  1729  In  4.  (Viele 
spätere  Auflagen;  franz.  durch  Massuet,  Leyde  1730,  2 Vol.  in  4.;  deutsch 
durch  Gottsched,  Leipzig  1747  in  8.),  — Jean-Antoino  Wollet  (Pimprä  bei 
Noyon  1700  — Paris  1770;  Abbä,  Professor  der  Physik  nnd  Mitglied  der 
Academie  In  Paris) , Leqons  de  physiqne  experimentale.  Paris  1743—1760, 

6 Vol.  in  8.  (8.  4d.  1780;  deutsch  Erfurt  1749—1764),  — Regner,  Einleitung 
in  die  Naturlebre.  OSttingen  1746  in  8.  (3.  A.  1770),  ■ — Enler,  Lettres  ä 
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une  princpsso  d’Allpmapnc  nur  quplqnp«  Bujpts  de  physique  ct  de  phllneophie. 
Pt^lprsbourg  1768 — 1772,  3 Vol.  in  8.  (noch  verschiedene  nndere  frans.  Ausg., 
*.  B.  von  Condorcct,  Paris  1778,  — von  Labey,  Paria  1812;  auch  mehrere 
deutsche,  z.  B.  von  Kries,  Leipzig  1762,  — von  Joh.  MUIler,  Stuttgart  1848), — 
Frantoia-Chnrles  Achard  von  Genf  (Berlin  1753  — Kunern  1821;  Dircctor  der 
physikalischen  Klasse  der  Berliner-Acadcmic,  und  Erfinder  der  Runkelrüben- 
ziicker-Fabrication),  Vorlesungen  Ober  Experimentalphysik.  Berlin  1791 — 1792, 
4 Pde.  in  8.,  — Ernst  Gottfried  Fiieher  (Hoheneiche  bei  Saalfeld  1754  — 
Perlin  1831;  Professor  der  Mathematik  und  Physik  in  Berlin),  Ijehrbuch  der 
mechanischen  Naturlehrc.  Berlin  1805  in  8.  (4.  A.  von  August  1837 ; franz. 
durch  Mad.  Biot-Brisson  und  aniiotirt  durch  Biot,  Paris  1800  in  8.  und  spSter), 

— VounA«  A course  of  lectures  on  natural  philoeophy  and  the  mcchanical 
arts.  London  1807  , 2 Vol.  in  4.,  — Biot.  Trnitd  de  physique  expörimentale 
et  mathdmatiquo.  Paris  1810,  4 Vol.  in  8.,  und:  Prdeis  dlömcnUire  de  phy- 
sique expdrimentale.  Paris  1818—1821,  2 Vol.  in  8.  (Deutsch  mit  Zusktzen 
von  Fechncr,  Leipzig  1828 — 1829,  5 Bde.  in  8 , — und  im  Anschlüsse:  Fechner, 
Repertorium  der  Physik,  Leipzig  1832,  3 Bde.  in  8),  — Baumgartner, 
Naturlehre.  Wien  1823  in  8.  (8.  A.  1845;  Snpplemcntband  1831),  — Clande- 
Servais-Mathias  Poiiillet  (Cusance  1790  — Paria  1868;  Professor  der  Physik 
und  Mitglied  der  Academie  in  Paris),  Elements  de  physique  experimentale 
ct  de  metdorologic.  Paris  1827,  2 Vol.  in  8.  (7  dd.  1850;  deutsche  Bearbeitung 
von  Joh.  Müller,  Braunschweig  1847  und  später),  — Georg  Wilhelm  Mnneke 
(Hillingsfeld  1772  — Grosskmehlen  in  Sachsen  1847;  Professor  der  Physik 
in  Marburg  und  Heidelberg),  Handbuch  der  Naturlehre.  Heidelberg  1829 — 1880, 
2 Bde.  in  8.,  — Franqois  IHarcet  (London  1803;  Professor  der  Physik  in 
GenO)  Coura  de  physique  experimentale.  Gendve  1831  in  8.  (4  ed.  1850),  — 
Christ.  Bernoulli,  Elementarhandbuch  der  industriellen  Physik,  Mechanik 
und  Hydraulik.  Tübingen  1835,  2 Bde.  in  8.,  — Wilhelm  Kiaenlohr  (Pforz- 
heim 1799;  Professor  der  Physik  zu  Karlsruhe),  Lehrbuch  der  Physik.  Mann- 
heim 1836  in  8.  (9.  AuR.  Stuttgart  1864),  — Jakob  Heuaal  (Mollis  im  Kanton 
Glama  1803;  Lehrer  zu  Berlin  und  Parchim  in  Mecklenburg),  Leitfaden  der 
Physik.  Berlin  1830  in  8.  (9.  A.  Leipzig  1868),  — Ljim^,  Conrs  de  physique. 
Paris  1837  , 3 Vol.  in  8.  (2  5d.  1840),  — Itloaiotti,  Lozioni  elementari  di 
fisica  matematica.  Firenze  1843—1845,  2 Vol.  in  8.,  — Klllngahauaen,  An- 
fangsgrllndc  der  Physik.  Wien  1844  in  8.  (2.  A.  1845),  — Ferdinand  Beaaler 
(Regensburg  1803  — Wien  1865;  Professor  der  Physik  zu  Graz  und  Wien), 
Lehrbuch  der  technischen  Physik.  W'ien  1847,  2 Bde.  in  8.  (3.  A.  von  Pisco 
1866),  — Bernardino  Zambra  (1813?  — Treviso  1859;  Professor  der  Physik 
zu  Padua),  I principi  e gli  elemcnti  nella  flsica.  Milano  1851 — 1856,  2 Vol.  in 
8.,  — Conrad  Fliedner  (Bruchköbel  bei  Hanau  1809;  Lehrer  der  Mathematik 
und  Physik  zu  Hanau),  Aufgaben  aus  der  Physik.  Braunschweig  1851  in  8., 

— August  Hugo  Cmaroann  (Eckartsberga  in  Sachsen  1810;  Oberlehrer  zu 
Frankfurt  a.  0.  und  Stettin),  Physikalische  Aufgaben.  Leipzig  1862  in  8.,  — 
O.  Karaten,  Allgemeine  Encyclopädie  der  Physik.  Lief.  1 — 20,  Leipzig 
1856 — 1869  in  8.,  — August  Kiinaek  (Königsberg  in  österr.  Schlesien  1795; 
Professor  der  Physik  in  Lemberg  und  Wien),  Studien  aus  der  höhern  Physik. 
Wien  1856  in  8.,  — Emil  Kahl  (Dresden  1827;  Lehrer  der  Physik  und 
Chemie  in  Dresden)-,  Mathematische  Aufgaben  aus  der  Physik  nebst  Auf- 
lösungen. Leipzig  1857,  2 Th.  in  8.,  — Jules-Cölestin  Jamin  (Termes  im 
Döp.  Ardennes  1818;  Professor  der  Physik  zu  Paris),  Conrs  de  physique. 
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Paris  18Ü8 — 1868,  3 Vol.  in  8.,  — Albert  ManaBoii  (Solotkam  1806;  Professor 
der  Physik  am  schweizerischen  Polytechnikum),  Die  Physik  auf  Ornndlsge 
der  Erfahrung.  ZUtlch  1858—1868,  3 Bdc.  in  8.,  — Bernhard  Studier  (Bern 
1794;  Professor  der  Physik  und  physikalischen  Geographie  in  Bern),  Ein- 
leitung in  das  Btndlnm  der  Physik  und  Elemente  der  Mechanik.  Bern  1869 
ln  8.,  — Rudolf  Heinrich  Hofmeister  (Etlrich  1814;  Professor  der  Physik 
zu  Zfirich),  Leitfaden  der  Physik.  Zürich  1869  in  8.  (2.  A.  1870),  — Adolf 
Wflilner  (Düsseldorf  1835;  Professor  der  Physik  in  Bonn  und  Aachen), 
Iiehrbnch  der  Experimentalphysik.  Leipzig  1862,  2 Bde.  in  8.  (2.  A.  1806),  — 
Victor  von  Leng.  Professor  der  Physik  in  Wien;  Einleitung  in  die  theo- 
retische Physik.  Braunschweig  1867 — 1866  in  8.,  — etc.“ 

S46.  Anziobnog  und  Gowiebt.  Die  wechselseitige  Anziehung 
der  Materie  ist  nach  Newton  (406)  iiirer  Menge  oder  der  sog.  Masse 
direct,  dem  Quadrate  des  Abstandes  verkelirt  proportionirt.  Die  An- 
ziehung der  Erde  heisst  Schwere , ihre  Richtung  verticaly  die 
dazu  senkrechte  Richtung  horlzODlal.  Die  Resultante  der  auf  einen 
Körper  wirkenden  Schwerkräfte  nennt  man  sein  absolutes  Ge» 
wicht)  — das  absolute  Gewicht  der  Volumeneinheit  speciflsches 
Gewicht  oder  ElgeRgewicht)  — das  Verhältniss  des  specifischen 
Gewichtes  eines  Körpers  zu  dem  des  reinen  Wassers  Dichte  des- 
selben. Als  Gewichtseinheit  dient  das  Gewicht  eines  Kubikeenti- 
meters  reinen  Wassers,  das  sog.  Gramm)  so  dass  das  Gewicht  der 
Volumeneinheit  (des  Kubikmeters)  eine  Million  Gramme  oder  10 
Schweiser-Doppel-Centner,  eine  sog.  Daat,  beträgt. 

Für  einige  andere  Gewichtaelnhelten  und  ihr  VerhUUniae  zu  dem  als  wisaen- 
schaftllebe  Oewiefafseinheit  Jetzt  fast  ausschliesslich  gebrauchten  Gramme  ver- 
gleiche Taf.  I. 

S4V.  Die  inidehnberkeiL  Die  Ausdehnbarkeit  zeigt  sich  vorzög- 
lich  bei  Zunahme  der  Wärme  und  Abnahme  des  Druckes.  Durch 
die  Ausdehnung  einer  Flüssigkeit  (Weingeist,  Quecksilber)  in  einem 
Gefässe  mit  engem,  calibrirtem,  und  oben  zugeschlossenem  Halse, 
einem  sog.  Thermometer)  wird  umgekehrt  die  Wärme  gemessen; 
die  Fnndamentalpuncte  der  Scale  sind  seit  Deine  der  Schmelz» 
pnnct  des  Eises  (bei  R^aumur  und  Celsius  mit  0,  bei  Fahrenheit 
mit  32  bezeichnet)  und  der  Sleslepunct  des  Wassers  am  Meere 
(80®  bei  R.,  ICK)  "bei  C.,  212  bei  F.).  Der  Barometerstand  (273)  am 
Meere  ist  zu  760“  angenommen;  beträgt  er  760 + d,  so  ist  die 
Siedehitze  (100 + t)®  C.,  wo  nach  Arago  und  Dnlong 

t = 0,037818.  d-f  0,00001 8563.  d*  1 

Bezeichnet  t die  Temperatur,  t die  entsprechende  Ablesung  an  einer 
sog.  Echelle  arbitraire,  a den  Werth  eines  Theiles  der  Letztem  und 
b die  dem  Schmelapnncte  entsprechende  Ablesung,  so  ist 

t = a(r  — b)  = AT-f-B  % 

Wair,  BaadSiak.  L 92 
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Rutherford’s  Max.  und  Min.  Thermometer  besteht  aus  zwei 
horizontal,  aber  entgegengesetzt  liegenden  Thermometern,  deren 
. einer  Quecksilber  und  eine  vor  ihm  liegende  Stahlnadel,  der  andere 
Weingeist  und  ein  in  ihm  liegendes  Glascjlinderchen  enthält  Statt 
ihm  wendet  man  in  neuerer  Zeit  häufig  ein  sog.  Metalitbermo- 
meter  an,  das  aus  zwei  zusammengelütheten  Metallstreifen  (z.  B. 
Stahl  nnd  Messing)  besteht,  die  so  zu  einer  Spirale  anfgewunden 
sind,  dass  das  sich  stärker  ausdehnende  Metall  (Messing)  nach  innen 
zu  stehen  kömmt,  also  die  Spirale  sich  bei  Erwärmung  öffnet;  das 
innere  Ende  der  Spirale  ist  festgemacht,  — das  äussere  steht  ent- 
weder, wenn  nur  Extreme  angegeben  werden  sollen,  zwischen  zwei 
Zeigern,  oder  ist  mit  einem,  z.  B.  alle  5",  auslösenden  Registrir- 
apparate  in  Verbindung.  — Vergl.  Taf.  XI.  und  XII. 


Aus  der  trefflichen  Schrift  n^ritz  Bnrckhardt  (Sissacb  bet  Basel  1830; 
Professor  der  Mathematik  und  Physik  in  Basel),  Die  Erfindung  des  Thermo- 
meters und  seine  Oestaltung  im  17.  Jahrhundert.  Basel  1867  in  4.“  gebt,  ent- 
sprechend dem  in  3 angedcuteten,  hervor,  dass  die  schon  den  Alten,  nament- 
lich dem  im  8.  Jahrb.  v.  Chr.  lebenden  Mathematiker  Hero  von  Alexandrien 
(vergl.  377)  bekannte  Ausdehnung  der  KSrper  durch  die  Wirme,,  allerdings 
bereits  Galilei,  wie  dessen  Correspondens  mit  seinem  Freunde  Francesco 
Nagredo  in  Venedig  des  deutlichsten  zeigt,  um  1893  veranlasste,  aus  einer 
- mit  Luft  gefüllten  Kugel,  deren  AnsatzrShre  nach  vor- 
( ) läufiger  Erwärmung  der  erstem  in  ein  Oeflss  mit  Wasser 

jf  getaucht  wurde,  eine  Art  Thermoskop  zu  erstellen,  welches 

y später  Banlorio  Sanelorius  (Capo  d’Istria  1861  — Venedig 

I I 1636;  Professor  der  Medicin  zu  Padua)  zu  medicinischen 

I I Zwecken  benutzte,  und  welches  man  früher  unrichtiger 

I I Weise  meist  Cornelis  Drebbel  (Alkmaar  1872  — London 

1684;  früher  Erzieher  der  SShne  Kaiser.  Ferdinand  II.,  später 
am  Hofe  K6nlg  James  II.)  zuschrieb,  — dass  aber  erst  Fer> 
dioand  II.  von  Toscana  um  1640  ein  wirkliches,  der  Beschreibung  im  Texte 
und  der  zweiten  der  obigen  Figuren  entsprechendes  Thermometer  constmirte, 
bei  welchem  sich  Wärmeuntersebiede  durch  die  Ausdehnung  einer  Flüssigkeit 
(Weingeist)  messen  Hessen,  und  an  dessen  sonst  noch  wiilkDrlleher,  etwas 
unter  die  grOsste  Winterkälte  nnd  Ober  die  grOsste  Bommerwlrme  reiehender 
Scale,  wenigstens  der  in  schmelzendem  Eise  eintretende  Stand  als  Anhalts- 
pnnct  angegeben  wurde.  Dalence  schlug  sodann  in  seiner  Schrift  „Trailtcz 
des  Bnrom^tres,  Thermom6tres  et  Notiom^tres  ou  Hygromitres.  Amsterdam 
1688  in  8.“  entweder  den  Schmeizpunct  des  Bntters  oder  den  Stand  in  einem 
tiefen  Keller  (Le  Tempdrd)  als  zweiten  Normalpunct  vor,  — Hallejr  empfahl 
fast  ziemlich  gleichzeitig  in  seiner  Abhandlung  „An  Account  of  several  Ex- 
periments mndo  to  examine  the  Nature  of  iho  Expansion  and  Contraction  of 
Flnids  by  llcat  and  Cnld,  in  orther  to  ascertain  the  Divisions  of  the  Thermo- 
meter, and  to  make  tbat  Instrument,  in  all  places,  whithont  adjusting  by  a 
Standard  (Phil  Trans.  Nr.  197)“  den  Slcdepunct  als  obern  Fnndamentalpunct, 
und  machte  auf  das  Quecksilber  als  thermom.  Flüssigkeit  aufmerksam,  — 
OabricI  Daniel  Fahrenheit  (Danzig  1686  — 7 1740;  Olasbläaer  in  Holland  und 
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Englsod,  aber  such  Mitglied  der  Roy.  Society)  begann  etwa  1700  'Weingeist- 
thermometer und  etwa  17 i4  QuecksUberthermometer  su  machen,  bei  deren 
Scale  die  Orade  0,  32  und  212  der  grössten  Kklte  in  dem  strengen  Winter 
von  1709,  dem  Thau-  und  Siedepuncte  entsprachen,  und  die  namentlich  in 
England  allgemeinen  Eingang  fanden,  — Renö-Antoine  Ferchault  de  Rdaumur 
(La  Rochelle  1683  — Bermondiöre  in  Maine  1757;  Mitglied  der  Pariser- 
Academie;  vergl.  sein  „Eloge^  par  Fouchy  ln  Mem.  de  Par.  1757)  gab  in  xwei 
Abhandlungen  „R^gles  pour  construirc  des  thermomötres  dont  les  dcgrös  sont 
comparables  (Möm.  de  Par.  1730 — 1731)“,  schlug  nkmiich  ein,  naehmals  be- 
sonders in  Deutschland  sehr  verbreitetes  Weingeist-Thermumeter  vor,  dessen 
Fundamentalpunete  der  Gefrier-  und  der  Siede-Punct  waren,  und  deren  Distaos 
er,  entsprechend  der  von  ihm  auf  80  ^/oo  des  Volumens  gesch&txten  Ausdeh- 
nung des  Weingelst’s,  In  80  Orade  theilte,  — Jacqnes-Barthölemi  Micbeli 
du  Crest  (Genf  1600  — Zoflngen  1766;  erst  Hauptmann  in  frans.  Diensten, 
dann  lange  Staatsgefangener  auf  Aarburg;  vcrgl.  Bd.  1 meiner  Biographieen), 
empfahl  In  seiner  „Description  de  la  möthode  d’un  thermom^tre  universel. 
Paris  1741  in  8.“,  welcher  er  noch  mehrere  ähnliche  Schriften  folgen  Hess, 
ein,  sodann  wirklich  in  der  Sebweis  wübrend  einem  halben  Jabrhandert  fast 
ausschliesslich  gebrauchtes  Weingeistthermometer,  das  von  seinem,  mit  dem 
Tempörö  ObereinstimmeBden  „Terme  universel“  bis  snm  Siedepuncte  100  Orade 
hatte,'  — Anders  Celsius  (Upsala  1701  — Upsala  1744;  Professor  der  Astro- 
nomie XU  Upsala;  vergl.'  seine  „Vita“  in  Act  Ups.  1744 — 1750)  construirte 
1742,  und  xwar  muthmasslich  auf  Veranlassung  von  Carl  v.  Linne  (R&shult 
1707  — UpsMa  1778;  Professor  der  Mineralogie  sn  Stockholm,  dann  der 
Medicin  und  Botanik  so  Upsala;  vergl.  sein  „Eloge“  durch  Condorcet  in 
M4m.  de  Par.  1778,  und  „Stöver,  Leben  des  Carl  von  Llnne.  Hamburg  1792, 
2 Bde.  bl  8.)“,  eia  seither  in  Schweden  und  vielfach  in  Frankreich  gebrauchtes 
QuecksUberthermometer,  dessen  Scale  ursprünglich  beim  Siedepuncte  0,  beim 
OefrlerpuBCte  100  Orade  hatte,  wkhrend  jetxt  nach  dem  Vorschläge  von 
Hirten  StrSmer  (Orebro  1707  — Upsala  1770;  Professor  der  Astronomie  su 
Upsala)  die  beiden  Fundamentalpunete  gerade  umgekehrt  besciebnet  werden, 

— Jean-Andrö  Deine  (Genf  1727  — Windsor  1817;  Vorleser  der  Königin 
von  England,  sowie  Prof,  bonor.  der  Philosophie  und  Geologie  so  Qöttingen; 
vergl.  Bd.  4 meiner  Biographieen),  der  Verfasser  der  classischen  „Recherchea 
sur  les  modifleations  de  l'atmoephöre.  Oenire  1772,  2 Vol.  in  4.  (Nouv.  öd., 
Paris  1784  , 4 Vol.  in  8.;  deutsch,  Leipxlg  1776—1778,  2 Bde.  in  8.)“,  wies 
die  VofsBge  der  Quecksilber-Thermometer  nach,  welche  von  da  an  für  alle 
wissenschaftlichen  Arbeiten  ausschliesslich  verwendet  worden,  und  schuf  ein 
Mormaltbermometer,  das,  weil  er  entsprechend  Röaumur  den  Thau-  und  Siede- 
punct  mit  0 und  80  bezeichnete,  fälschlich  den  Namen  des  Röanmur'scben 
behalten  hat,  — Van  Swinden  endlich  gab  in  seiner  „Dissertation  sur  la 
oomparaison  des  thermomötres.  Leide  1792  in  8.“  die  Mittel  an  die  Hand, 
alle  Ablesungen  an  ältem  Instrumenten  (ausser  den  oben  erwähnten  hätten 
wir  noch  die  Thermometer  der  Lahire,  Newton,  Dellsle,  Suixer,  etc.  namhaft 
machen  können)  möglichst  sicher  auf  Delnc'sche  Grade  reduciren  su  können. 

— Die  Formel  1 verdankt  man  den  beiden  Freunden  Pierre-Louis  Dulang 
(Rouen  1785  — Paris  1838;  Professor  der  Physik  und  Mitglied  der  Academle 
in  Paris;  vergl.  Bd.  3 von  Arago  Oeuvres)  und  Dominique-Fran;ois-Jean 
Atmfi«  (Estagel  bei  Perpignan  1786  — Paris  1853;  Professor  der  Mathematik, 

' Director  der  Sternwarte  und  Secretkr  der  Academie  in  Paris,  auch  1848  Mil- 
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glicd  der  provitoriacb«n  Regierung;  vergl.  ßd.  1 and  16  seiner  von  Barrel 
herausgegebenen  ^Uenvres  cnmpl^tes.  Paris  1804 — 1862,  17  Vol.  in  8.“,  auch 
deutsch  von  Hankri,  Leipsig  18&4 — 1860;  ferner  „Jos.  Bertrand,  Arago  et  sa 
vie  scientifique.  Paris  1866  in  8.“).  — Betet  man  den  mit  willküriicher  oder 
wenigstens  unbekannter  Scale  versehenen  Thermoraeter  neben  ein  Normal- 
tbermometrr  in  ein  Geflss  mit  warmem  oder  kaltem  Wasser,  so  erhilt  man 
correspondirende  Ablesungen  v,  t,  oder  v,  t,,  und  kann  mit  Hülfe  von  diesen 
nach  den  aus  2 folgenden  Formeln 


T|  tj — Vit< 

~ — T, 


s 


die  Constanten  A und  B berechnen.  — Schon  James  Six  (?  — Canterbory? 
17B3;  Mitglied  der  Roy.  Society)  beschrieb  in  seinem  „Account  of  an  improved 
Thermometer  (Ph.  Trane.  1782;  neue  Ansgabe  unter  dem  Titel;  The  con- 
stmetion  and  use  of  a thermometer  for  shewing  the  extremes  of  temperature 
in  the  atmospbere  during  the  observers  sbsence.  London  1704  in  8.)“  ein 
Max.  und  Min.  Thermometer,  von  dem  das  im  Texte  und  von  Daniel  Rathcr- 
ford  (Edinburgh  1749  — Edinburgh  1819;  Professor  der  Botanik  sn  Edin- 
burgh) selbst  in  „A  Description  of  an  improved  Thermometer  (Trane.  Edinb. 
1794)“  Beschriebene  eine  Vervollkommnung  ist.  — Metallthermometer  in  Form 
von  Taschenuhren  wurden  schon  durch  Urban  Jfir(ennen  (Kopenhagen  1776 
— Kopenhagen  1830;  Uhrmacher  in  Kopenhagen),  Abraham-Louis  Bregnet 
(Neuchatel  1747  — Paris  1828;  Uhrmacher  und  Mitglied  der  Academie  in 
Paris),  und  Andere  construirt,  — ja  auch  die  im  Texte  angedeutete  Anwendung 
von  Metallspiralen  tu  eigentlichen  Begistrinhermo- 
metern  ist  nicht  mehr  neu,  vergl.  die  Uber  Meteoro- 
graphen bestehende  Literatur  von  „Joao  Hyasinthe 
de  MaiteUiaen*  (Lissabon  1722  — Islington  bei 
London  1790;  Urenkel  des  Weltnmseglers ; erst 
Augustiner-Mönch  au  Lissabon,  dann  in  England 
aum  Protestantismus  flbergetreten) , Mdmoire  snr  le 
barnmötre  nouvean  (Journal  de  pbysique,  Mai  1782)“ 
bis  auf  „Heinrich  Wild  (Zürich  1833;  erst  Professor 
der  Physik  in  Bern,  dann  Direetor  des  physikalischen 
Ccntrslobservatoriums  und  Mitglied  der  Academie 
ln  Petersburg),  Die  selbstregistrirenden  meteorologi- 
schen Instrumente  der  Sternwarte  in  Bern.  München 
1866  in  8.  (Ahdmok  aus  Bd.  2 von  Carl’s  Reper- 
torium)“, — wohl  aber  das  hier  in  der  natür- 
lichen Grösse  abgebildete  und  schon  im  Texte  be- 
schriebene, durch  die  Schrauben  a und  b immer 
wieder  regulirbare,  von  Friedrich  HerOMBn  (Bern 
1836;  Mechaniker  in  Bern)  erstellte  Spiral-Thermometer  mit  Doppelaeiger, 
das  sich  für  Beobachtung  der  Extreme  als  gana  gut  erwiesen  hat,  vergl.  die 
von  mir  und  Adolf  Hirsch  (Haiberstadt  1830;  Professor  der  Astronomie  und 
Direetor  der  Sternwarte  in  Nouenburg)  in  den  Jahrgingen  1867  und  1868  der 
N unter  meiner  Direction  herausgegebenen  „Bchweiaerischen  meteorologischen 
Beobachtungen“  gegebrnen  Berichte.  — Die  an  Greenwich,  Toronto,  Was- 
hington, etc.,  gebrauchten  photographischen  Registrirapparate , worden  von 
Charles  Brooke  (London  1804;  Wunderst  in  London)  erfunden,  und  in  swei 
Abhandlungen  „On  the  automatic  registrationa  of  msgnetometers  and  other 
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mcteorological  Inetramenta  by  Fhotogrsphy  (Phil.  Trans.  1846,  1846)“  be- 
schrieben. — Für  Gewichts-  und  Luft-Thermomctcr,  Pyrometer,  ctc.,  vergL  301. 

SM.  Aggregationsxnitand,  CohAsion  und  Adhlsion.  Man  nennt 
einen  Körper  fest,  liquid  (tropfbar-flüssig)  oder  expanslbel  (ela- 
stisch-flüssig), je  nachdem  für  ihn  Grösse  und  Form,  oder  nur  Grösse, 
oder  keines  von  beiden  bestimmt  ist.  Bei  Zunahme  der  Wärme  und 
Abnahme  des  Druckes  kann  ein  Körper  aus  dem  festen  Aggregations- 
zustande bis  in  den  expansibeln  übergeführt  werden.  — Die  festen 
Körper  theilen  sich  nach  dem  Widerstande  gegen  eine  Gestaltände- 
rung in  harte  (Diamant)  und  weiche  (Talk),  dehnbare  (Zinn, 
Platin)  und  sprüde  (Glastropfen),  — nach  dem  Bestreben,  die  frühere 
Gestalt  wieder  anzunehmen , in  elastische  (Stahl , Elfenbein)  und 
unelastische  (feuchter  Thon),  — nach  dem  Bestreben,  ihre  klein- 
sten Theile  zu  einem  symmetrischen  Ganzen  zu  ordnen,  in  kry- 
stalilalsche  (Candiszucker)  und  amorphe  (Gerstenzucker).  Die 
Kraft,  welche  die  Theilchen  eines  Körpers  in  ihrer  gegenseitigen  Lage 
erhält,  heisst  CohSsion»  — die  zwischen  den  Theilen  zweier  sich 
berührenden  Körper  sich  zeigende  Anziehung  dagegen  Adhäsion« 

' Friedrich  M*ha  (Oemrode  am  Hus  1778  — Agordo  im  Tyrol  1836;  Pro- 
* feasor  der  Mineralogie  in  Grats,  Freiberg  und  Wien)  setzte  die  Hirte  des 
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und  nach  dieser  Scale  werden  noch  jetzt  die  Hirten  meistens  angegeben. 

S49.  Fsitigkeit.  Der  auf  der  Cohäsion  beruhende  Widerstand, 
den  ein  Körper  gegen  äussere  Kräfte  leistet,  welche  ihn  auszu- 
dehnen, zu  zerdrüeken,  abzubreehen  oder  abzudrehen  streben,  heisst 
Zug-  (absolute),  Druck-  (rückwirkende),  Blegungs-  (relative)  oder 
Drehuogs-  (Torsions-)  Festigkeit.  Sind  die  äussem  Kräfte  nicht 
gross  genug,  um  eine  Trennung  der  Theilchen  zu  bewirken,  so  wird 
doch  die  Gestalt  des  Körpers  etwas  verändert;  sie  stellt  sich  aber, 
wenn  die  Kräfte  anfhören  zu  wirken ,.  innerhalb  der  sog.  Elasticl- 
tStsgrenzen  wieder  her;  letztere  werden  durch  das  Verhältniss  der 
grösten  Längenänderung  zur  Länge  gegeben,  — die  entsprechende 
Belastung  heist  Tragmodul.  Innerhalb  der  Elasticitätsgrenzen  sind 
bei  gleichem  Querschnitte  und  gleicher  Länge  die  Längenändemngen 
eines  Prisma’s  den  in  der  Richtung  seiner  Axe  wirkenden  Kräften 
proportional,  und  bei  der  Druck-,  Zug-,  ja  sogar  (wenn  die  Aus- 
dehnungen oder  Znsammenpressungen  der  einzelnen  Fasern  be- 
trachtet werden)  bei  der  Biegnngsfestigkeit  dieselben.  Elasllcltäts- 
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modul  nennt  man  dasjenige  Gewicht,  welches  ein  Prisma  des  Quer- 
schnittes 1 um  seine  eigene  Länge  ausdehnen  oder  zusammenpressen 
würde;  er  ist  natürlich  nur  innerhalb  der  Elasticitätsgrenze  zu  ge- 
brauchen. FesliKkeilsmodul  endlich  nennt  man  diejenige  Kraft, 
welche  für  den  Querschnitt  1 die  wirkliche  Trennung  der  Theilchen 
bewirkt;  er  ist  in  der  Regel  für  Zug  und  Druck  verschieden,  und 
bei  letzterem  nur  gültig,  wenn  die  Länge  höchstens  das  10 — 12fache 
der  kleinsten  Dimension  des  Quersclmittcs  beträgt,  da  bei  grösserer 
Länge  der  Körper  seitwärts  ausgebogen  wird.  Vergl.  Taf.  X. 

Vergleiche  x.  B.  „LamfSi  Theorie  roathdinatiquo  de  l’öIaaticUd  des  corps 
solides.  Paris  1852  ln  8.,  — Arlhur-Jalcs  Morin  (Paris  1795;  frOher  Professor 
der  Mechanik  zu  Metz,  jetzt  Ocncral  der  Artillerie,  Dircctor  des  Conservatoirc 
des  arts  et  miHlers  und  Mitglied  der  Academie  zu  Paria),  Resistance  des 
maierlaux.  Paris  1853  in  8 (2.  A.  1857),  — A.  Ciebseht  Professor  der  Mathe- 
matik in  Carlsruhe  und  Giessen:  Theorie  der  Elastlcitlt  fester  Körper.  Leipzig 
1862  in  8.,  — Franz  Grasbof,  Professor  der  Mechanik  in  Carlsruhe:  Die 
Festigkeitslehre.  Berlin  1866  in  8.,  — E.  Winkler,  Professor  der  Eisenbahn- 
und  Brückenbaukunde  in  Wien:  Die  Lehre  von  der  ElasUciUit  und  Festig- 
keit Erster  Band.  Prag  1868  in  8.,  — Theodor  Wand,  Consistorial-Assessor 
in  Speyer:  Ueber  die  Elasticitlt  der  festen  Körper  und  die  optischen  Er- 
scheinungen. Analytische  Abhandlung.  Manchen  1868  ln  8-,  — August  Beer 
(Trier  1825  — Bonn  1863;  Professor  der  Mathematik  zu  Bonn),  Einleitung 
in  die  mathematische  Theorie  der  Elastlcit&t  und  CapillariUit.  Leipzig  1869 
in  8.,  — Heinrich  Sebneebell  (Ottenbach  1849;  Assistent  der  Physik  am 
cidg.  Polytechnikum),  Ueber  das  Verhältniss  der  QuercontracUon  zur  Ungen- 
diiatation.  Zürich  1870  In  8.  (Auch  VicrtelJ.  d.  nat.  Oes.  Bd.  14),  — etc  “ 

SSO.  Die  chemigehe  Tervandtschafl.  Viele  Körper  sind  durch 
die  Thätigkeit  der  sog.  cbemiscben  Anzlebung  oder  Verwandt- 
achafl  aus  der  Verbindung  anderer  Körper,  sog.  I^ementey  zu 
einem  gleichartigen  Ganzen  hervorgegangen,  und'  gehen  hinwieder 
unter  einander  Verbindungen  ein.  Alle  diese  Verbindungen  geschehen 
nach  bestimmten  Gewichtsverhältnissen , den  sog.  Mlscbung:«« 
ffffwlcblen  (Equivalenfen)  oder  ihren  Vielfachen,  und  zwar  gibt 
die  Summe  der  Mischungsgewichte  der  Bestandtheile  das  Mischungs- 
gewicht  der  Verbindung.  — Die  einfachsten  Verbindungen  der  Ele- 
mente theilt  man  nach  ihren  Eigenschaften  in  SSureiiy  von  denen 
die  im  Wasser  löslichen  sauer  schmecken,  und  blaue  Pflanzenfarben 
(z.  B.  Lackmus)  röthen,  — und  Basen,  von  denen  die  im  Wasser 
löslichen  langenhaft  schmecken  und  gelbe  Pflanzenfarben  (z  B.  Cur- 
cuma) bräunen;  ihre  Vereinigungsproducte  heissen  Salze.  — Als 
Beis])iele  leicht  anszuführender  chemischer  Operationen  mögen  fol- 
gende dienen:  Durch  Erhitzen  von  chlorsaurem  Kali  wird  Sauer- 
stoff (Lebens-  und  Feuerluft)  abgeschieden.  Begiesst  man  ZinkstUcke 
mit  Wasser,  dem  etwas  Schwefelsäure  beigesetzt  ist,  so  erhält  man 
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das  brennbare  WasserstoiTgas  nnd  Zinkvitriol.  Verbrennt  man  Phos- 
phor unter  einer  Glasglocke,  so  restirt  Stickstoff.  Uebergiesst  man 
Kreide  mit  verdünnter  Salzsäure,  so  wird  Kohlensäure  ausgeschieden ; 
tröpfelt  man  in  die  Restanz  Schwefelsäure,  so  fällt  Gyps  nieder. 
Bei  gelindem  Erwärmen  von  Braunstein  mit  etwas  Salzsäure  ent- 
wickelt sich  das  grünliche,  erstickende  Chlor.  Kupfervitriollösung 
gibt  mit  Salmiak  einen  blauen  Niederschlag.  Ein  Gemenge  von 
Sauerstoff  mit  doppeltem  Volumen  Wasserstoff  verpufft,  und  wenn 
man  (wie  beim  sog.  Knallgasgebläse)  einer  Wasserstoffgasflamme 
so  viel  Sauerstoff  zufUhrt,  als  zur  vollständigen  Verbrennung  nöthig 
ist,  so  entsteht  eine  intensive  Hitze.  Etc.  Vergl.  Taf.  VHI. 

Schon  die  alten  Egypter  scheinen  Soda,  Salmiak,  Alaun,  etc.  gekannt,  ja 
Olas,  Seife,  eine  Art  Bier,  etc.  fabricirt  lu  haben,  — wkhrcnd  dagegen  die 
Griechen  und  Römer  auf  diesem  Gebiete  so  su  sagen  keine  Fortschritte 
machten,  obschon  wenigstens  Erstere  von  dieser  neuen  Wissenschaft  gehört, 
und  ihr  nach  ihrem  Vaterlands  den  Namen  XinUa  oder  Chemie  beigelegt 
haben  sollen.  Um  so  grössern  Aufschwung  nahm  spütcr  die  Chemie  bei  den 
Arabern , besonders  durch  den  765  tu  Sevilla  verstorbenen  Abu-Musesh- 
Djafar-al-8ofl  oder  Geber.  Sie  wurde  sodann  auf  den  spanischen  Hoch- 
schulen förmlich  gelehrt,  verbreitete  sich  bald  über  das  ganze  Abendland,  und 
fand  in  Albertus  magnus  (Lauingen  1305  — Cöln  1280;  Dominikaner  und 
später  Bischof  von  Regensburg),  Ramon  Luli  oder  Raymundus  Ciulltos 
(Palma  auf  Mayorka  1235?  — Tunis  1315?;  Minorit  und  Missionär),  Basilius 
ValentlDUS  (18..  — 14..;  Benedictiner,  nach  grossen  Reisen  um  1413  in 
einem  Kloster  zu  Erfurt  lebend)  und  Andern  eifrige  Anhänger.  Allerdings 
befasste  sich  diese  älteste  Chemie,  die  sog.  Alehymle.  fast  nur  mit  der 
müssigen  Aufgabe,  den  sog.  Stein  der  Weisen  oder  Oberhaupt  ein  Mittel  zu 
finden,  um  unedle  Metalle  in  Gold  zu  verwandeln;  aber  sie  fand  beiläufig 
auch  die  Prozesse  der  Destillation  und  Sublimation,  — stellte  Pottasche, 
Schwefelsäure , Königswasser , Weingeist , etc.  her , und  gab  Oberhaopt  den 
Spätem  manche  werthvollen  Thatsachen  nnd  praktischen  Kenntnisse  an  die 
Hand.  — Eine  neue  Aera  brach  fOr  die  Chemie  mit  dem  frOher  verlästerten, 
ja  erst  seit  wenigen  Decennieu  richtig  gewflrdigten  Arzte  Theophrastus  Para- 
eelaaz  (Einsiedeln  1463  — Salzburg  1541;  vergl.  „Marx,  Würdigung  des 
Theophrastus  von  Hohenheim,  Göttingen  1842  in  4.“  und  Bd.  3 meiner  Bio- 
graphieen)  an,  der  mit  vielen  betreffenden  alten  Traditionen  aufräumtc,  und 
die  Chemie  zuerst  zur  Darstellung  von  Arzneimitteln  zu  benutzen  lehrte.  Ihm 
folgten  der  den  Gebrauch  chemischer  Präparate  als  Arzneimittel  befördernde 
Johannes  Agrleola  (Pfalz?  — Leipzig  1643;  Arzt  in  Leipzig),  — der, 
namentlich  durch  das  von  ihm  in  der  Schrift  „Tractatus  de  natura  salium. 
Amstel.  1658“  beschriebene  und  jetzt  noch  seinen  Namen  tragende  Salz  be- 
kannte Job.  Rudolf  Glauber  (Karlstadt  in  Franken  1603?  — Amsterdam 
~ 1668;  als  technischer  Chemiker  in  Oesterreich,  am  Rheine  und  in  Holland 
lebend),  — und  dann  vor  Allem  die  beiden  Aerzte  Job.  Joachim  Becher 
(Speyer  1635  — London  1683;  Professor  der  Medizin  in  Mainz)  nnd  Georg 
Ernst  Stahl  (Anspach  1660  — Berlin  1734 ; Professor  der  Mcdicin  zu  Halle), 
welche  zur  Erklärung  der  Verbrennungsereohelnungen  einen  hypothetischen 
Stoff,  das  sog.  Pblaglatant  in  die  Chemie  einfOhrten,  und  in  allen  Ver- 
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ändemogen  nod  L'nteraobiedea  der  Köri>cr  nioilchat  eine  Veränderuag  und 
Vcmcbiedeiihoil  ihres  Ooheltes  an  diesem  Stoffe  su  erkennen  glaubten,  so 
z.  II  das  Verkalken  der  Metalle  sich  durch  einen  Verlust,  das  Keduciren  der 
Oxide  dagegen  sich  durch  eine  Wiederaufnahme  von  Phlugiston  erklkrten.  — 

Als  dann  freilich  die  Waage  emstUeh  in  die  Chemie  eingefOhrt,  und  damit 
z.  B.  erkannt  wurde,  dass  das  Verkalken  der  Metalle  nicht  von  einem  0»> 

. Wichtsverluste,  sondern  im  Qegcntheil  von  einer  Qewichtsvermebrung  begleitet 
ist,  verlor  die  pblogistisehe  Theorie  nach  und  nach  ihren  Halt,  und  mit  den 
Arbeiten  des  ausgezeichneten  Lavoialer  (s.  4),  des  als  Freidenker  verfolgten 
Joseph  Priestley  (Ficldhcad  In  Yorkshire  1733  — Northumberland  in  Penn- 
sylvanicn  1804;  abvrechselnd  Prediger  und  Schullehrer;  vergl.  Cnvier  iEUogea  I), 
des  trefflichen  Karl  Wilhelm  Scheele  (Stralsund  1743  — Kbpiog  ln  Westeras- 
L&n  1784;  Apotheker  in  Köping  und  Mitglied  der  Stockholmer- Academie ; vergl. 
sein  „Eloge“  durch  VIcq  d’Azyr  in  Mdro.  de  la  Soo.  de  mddec.  1784 — 1788, 
und  „Eisenach,  Karl  Wilhelm  Scheele,  sein  Leben  und  sein  Einfluss  auf  die 
Ausbildung  der  Chemie.  Gotha  1850  in  4.“),  etc.,  mit  der  Entdeckung  des 
Sauerstoffs  und  Stickstoffs  ln  der  Luft,  der  Eersetzung  des  Wassers  in  Sauer- 
stoff und  Wasserstoff,  der  Aufstellung  der  Lehre  von  der  chemischen  Ver- 
wandtschaft und  den  Equivalentcn,  etc.,  begann  die  nenere  Chemie,  welche 
seither  durch  Louis-Joseph  Gay-Luasuc  (St-.L4onard  1778  — Paris  1850; 
Professor  der  Chemie  und  Physik,  * sowie  Mitglied  der  Academie  in  Paris; 
vergl.  Arago  Oeuvres  III),  — Sir  Ilumphry  Davy  (Penzance  in  Comwallia 
1778  — Genf  1839;  Professor  der  Chemie  in  London;  vergl.  „Life  by  J.  A. 
Paria.  London  1831  in  4.“  und  Cuvier  Eloges  III),  — J5ns  Jacob  Beraellua 
(Vkfvcrsnnda  SSrgIrd  1779  — Stockholm  1848;  Professor  der  Pbarmacie  und 
Secretlr  der  Academie  in  Stockholm ; vergL  „Oed&chtoissrede“  von  H.  Rose  in 
Bert.  Abh.  1851),  — Jean-Bsptiste  Dumas  (Alais  1800;  Professor  der  tHiemie 
und  Mitglied  der  Academie  in  Paris),  — Faradcy  (s.  4),  — Justus  LIebIg 
(Darmstadt  1803 ; Professor  der  Chemie  zu  Giessen  und  Mflnchcn),  — Friedrich 
Wühler  (Eschersheim  bei  Frankfurt  a.  M.  1800;  Professor  der  Chemie  su 
Güttingen),  — Thomas  Graham  (Glasgow  1805  — London  1869;  Professor 
der  Chemie  und  Dlreotor  der  k.  MOnze  in  London),  — Robert  Wilhelm 
Bunaen  (Güttingen  1811;  Professor  der  Chemie  zu  Marburg,  Breslau  und 
Heidelberg),  — etc.  bereits  so  grosse  Fortschritte  gemacht,  und  sich  längst 
als  selbstständige  Wissenschaft  von  ihrer  Frau  Mutter  Physica  abgelüst  hat. 

— Von  Einzelubeilen  noch  nachträglich  snfDhrend,  dass  1798  der  englische 
Ctvilingenieur  William  Murdoeh  (Bellow  Mill  1754  — ?oho  1839;  Assistent 
in  der  Maschinenfabrik  von  Boulton  und  Watt)  den  ersten  gelungenen  Versuch 
machte,  Steinkohlengas  im  Grossen  zur  Beleuchtung  zu  verwenden,  — dass 
Thomas  Drummond  (Edinburgh  1797  — Dublin?  1840;  Ingenieur-Capitän) 
das  nach  ihm  benannte,  und  von  ihm  in  der  Abhandlung  „On  the  means  of 
facilitating  the  observation  of  distant  stations  ln  geodetical  operations  (Phil. 
Trans.  1826)“  beschriebene  Licht  ursprünglich  erhielt,  indem  er  mit  einem 
Strome  Sauerstoff  eine  Weingeistflamme  gegen  Kaikerde  blies,  während  man 
jetzt  ein  Knallgasgcbläse  auf  Kreide  wirken  lässt,  — dass  1889  (3irUUan 
Friedrich  Schünbeln  (MeUingen  bei  Uraqh  1799  — Baden-Baden  1868; 
Professor  der  Chemie  in  Basel ; vergl.  seine  „Würdigung“  durch  Ed.  Hagenbach 
im  Basl.  Progr.  1868)  das  Ozon  entdeckte,  vergl.  seine  Abhandlung  „Ueber  * 
den  bei  Elcktrolysalion  des  'Wassers  und  dem  AusstrOmen  der  gemeinen 
Elektricität  aus  Spitzen  bemerkbaren  Geruch  (MDnchu..Dunksehr.  HI)“,  1845 
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aber  die  ScbieeetMuimwoUe  und  das  Cnllodium,  — etc.,  muaa  im  Uebrigen 
fSi  weitern  Detail  auf  Speciaieehriften  verwiesen  werden,  so  a.  B.  anf  „Beeber» 
Pbysictt  subterrancjB  Ubri  II.  Francof.  1669  in  4.  (Suppl.  1675;  neue  Ansg. 
LlpaUe  1738},  — Stahl,  üymotecbnia  fundameutalis,  eeu  fermentationie  theo- 
ria  generalis.  Hain  1607  in  8.,  — Jean-Jaques  Manget  (Genf  1652  — Genf 
1742;  Arat  in  Genf),  Bibliotbeca  cbymica  curioea.  Oenevn  1702,  2 Vol.  in 
fol.,  — Herrmann  Boerhaave  (Voorbout  bei  Leyden  1668  — Leyden  1738 ; 
Professor  der  Medicin,  Botanik  und  Chemie  au  Leyden),  Elemente  Cbemin. 
Lagd.  Batav.  1782,  2 Vol.  in  4 , — Jobannes  Clcasner  (Zürich  1709  — Zürich 
1790;  Professor  der  Mathematik  und  Physik  su  Zürich,  und  Stifter  der 
naturforschenden  Gesellschaft  daselbst;  vergl.  Bd.  1 meiner  Biograpbieen), 
De  prlncipiis  eorporum.  Tig.  1743  — 1745  in  4.,  — Joban  Qottskalk  Wallerloa 
(Nerlke  1700  — Upsala  1785;  Professor  der  Chemie  und  Mineralogie  an  Up- 
sala), Chemie  phyeica.  Upsala  1760,  2 Vol.  in  8.  (Auch  1765;  schwedisch 
1759—1768,  3 Bde. ; deutsch  von  Mangold,  Gotha  1761),  — Lonis-Bernard 
fioTton  de  Morreau  (Dijon  1737  — Paris  1816;  Professor  der  Chemie  und 
Mitglied  der  Academie  in  Paris) , Difense  de  la  volatilitd  du  phlogistique. 
D()on  1778  in  8.,  — Prieetley,  Experimente  and  observatlons  on  different 
klads  of  air.  London  1774  — 1777,  3 VoL  in  8.  (Deutsch  von  Ludewig,  Wien 
1778),  — Scheele.  Chemische  Abhandlung  von  der  Loft  und  dem  Feuer. 
Upsala  1777  in  8.  (2.  A.  von  Leonbardi,  Leipsig  1782  in  8.;  englisch  von 
Förster  1780;  französisch  von  Dieterich,  Paris  1781),  — Feureroy.  Ls$ons 
d’bistoire  naturelle  et  de  cbimie.  Paris  1781,  2 Vol.  ln  8.  (Neue  Ausg.  von 
1789,  4 Vol.,  — 1791,  5 Vol.,  — 1801  unter  dem  Titel;  Systeme  de  con- 
naissances  chimiques,  11  Vol.  ln  8.  oder  6 in  4.),  — Lavelsler,  Traltd 
dldmeataire  de  cbimie.  Paris  1789,  2 Vol.  In  8.  dd.  1793;  deutsch  von 
UermbstUt  wiederholt,  z.  B.  Berlin  1803),  — Christoph  filrtanDcr  (BtOallen 
1760  — Güttingen  1800;  Dr.  Med.,  meist  auf  Reisen;  vergl.  Bd.  4 meiner 
Biograpbieen),  Nene  chemische  Nomeaclatnr  für  die  teutsche  Sprache.  Göttingen 
1791  in  8.,  und:  AnfangsgrOnde  der  antiphlogistischen  Chemie.  Oöttingen  1702 
in  8.  (2.  A.  1795),  — Jeremias  Beqjamin . Richter  (Hlrsohberg  in  Schlesien 
1782  — Berlin  1807;  Bergbanbeamter  ln  Breslau  und  Berlin),  Aufangsgründe 
der  Stüofaycmetrie  oder  Messknnst  ehymiscber  Elemente.  Breslau  1702—1794, 
3 Bde.  in  8.,  — Johann  Friedrich  Gmelln  (Tübingen  1748  — OöUingen  1804; 
Professor  der  Medioin  und  Chemie  zu  Tübingen  und  Göttingen,  — Enkel, 
Sohn,  Neffe  und  Vater  verdienter  Chemiker,  von  denen  diese  Geschlecht  schon 
bis  Jetst  mindestens  nenn  sufzuweieen  bat),  Geschichte  der  Chemie  seit  dem 
Wiederaufleben  der  Wissenschaften.  Oöttingen  1797-1709,  3 Bde.  in  8.,  — 
Claude-Louis  Bcrthcllct  (Talloire  bei  Anuecy  1748  — Arcuell  bei  Paris 
1822;  Professor  der  Chemie  und  Mitglied  der  Academie  in  Paris),  Essai  de 
statiqne  obimiqne.  Paris  1803,  2 Vol.  in  8.,  — Berselius.  Lürbpk  i Komien. 
Stockholm  1808 — 1818,  3 Vol.  in  8.  (2.  A.  1817—1830  in  6 Bdn.;  verschiedene 
dsstache  Ausg.  von  Blöde,  Wöhler  und  Berselius  selbst,  Dresden  18%  und 
spütei;  frans,  von  Jourdan  und  Esslinger,  Paris  1829-1833,  8 Bde.),  — John 
Baltoa  (Eaglesfleld  In  Cumberland  1766 — Manchester  1844;  Sohn  eines 
WoUenwebers;  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  in  Manchester),  A new 
System  of  Chemical  pbilosopfay.  Manchester  1808—1827,  2 Vol.  in  8.,  — 
Louis-Jacques  ThdhswB  (Louptiöro  1777. — Paris  1857;  Professor  der  Chemie 
und  Mitglied  der  Academie  In  Pari«),  Traitö  de  chlmie  tidmentaire.  Paris 
1813—1816,  4 Vul.  in  8.  (6  öd.  1833-1836,  5 Vol.;  deutsch  von  Fechner, 
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Leipsig  1826—1880,  7 Bde  ),  — Leopnld  Gmelln  (Odttingen  1788  — Heidel- 
berg 1853;  Sohn  von  Job.  Friedrich;  Professor  der  Medicin  nnd  Chemie  zu 
Heidelberg),  Handbuch  der  theoretischen  Chemie.  Frankfurt  1817—1819,  2 
Bde.  in  8.  (4.  A.  Heidelberg  184B — 1866,  6 Bde.),  — Dumas,  Traltd  de 
chimic  appliqudc  snz  arte.  Paris  1828—1846,  8 Vol.  in  8.,  AU.  in  4.  (Deutsch 
von  Büchner,  NQmberg  1844 — 1849),  — Eilbard  IHUaefaerlicb  (Heuende  in 
Oldenburg  1794  — SchBncberg  bei  Berlin  1863;  Professor  der  Chemie  in 
Berlin;  vcrgl.  „GedKchtnissrede  von  O.  Rose.  Berlin  1864“),  Lehrbuch  der 
Chemie.  Berlin  1829 — 1830,  2 Bde.  in  8.  (4.  A.  1844—1847 ; franz.  von  Vald- 
rins,  Bruxelles  1836 — 1837,  8 Vol.  in  8.),  — Heinrich  Kose  (Berlin  1796  — 
Berlin  1864;  Schiller  von  Berzelius;  Professor  der  Chemie  zu  Berlin),  Hand- 
buch der  analytischen  Chemie.  Berlin  1829  in  8.  (6.  A.  Braunschwelg  1851, 
2 Bde.;  franz.  Paris  1869—1861),  — tlchubarth,  Elemente  der  technischen 
Chemie.  Berlin  1831,  2 Bde.  in  8.  (4.  A.  1851,  4 Bde.  in  8.),  — Lieblg, 
Pof^endorf  und  Wobier,  Handwörterbuch  der  reinen  und  angewandten 
Chemie.  Braunschweig  1837—1856  , 6 Bde.  in  8.  (2.  A.  in  9 Bdn.  durch  Feh- 
ling nnd  Kolbe  1856  n.  f.),  — Karl  Jakob  LiSwIg  (Kreuznach  1803;  Professor 
der  Chemie  in  Zürich  und  Breslau),  Chemie  der  organischen  Verbindungen. 
Zürich  1889 — 1840  , 2 Bde.  in  8.  (2.  A.  Braunschweig  1847),  — CSraham, 
Elements  of  Chemistry.  London  1841  in  8.  (2.  ed.  1860 — 1858,  2 Vol. ; deutsche 
Bearbeitungen  von  Otto,  Kolbe,  etc.,  Braunschweig  1855  u.  f.),  — Ferdinand 
Hoefer  (Döschnitz  in  Schwarzbnrg-Rudolstadt  1811 ; Arzt  in  Paris),  Histoire 
de  la  chimie.  Paris  1842,  2 Vcl.  In  8.  (2  4d.  1866 — 1869),  — Hermann  Kopp 
(Hanau  1817;  Professor  der  Physik  und  Chemie  zu  Giessen),  Geschichte  der 
Chemie.  Braunschweig  1843—1847,  4 Bde.  in  8.,  und:  Beitrige  zur  Geschichte 
der  Chemie.  Zwei  Stücke.  Braunschweig  1869  in  8.,  — Karl  Friedrich  der* 
hardt  (Btrassburg  1816  — Btraasburg  1856;  Professor  der  Chemie  zu  Mont- 
pellier nnd  Btrassburg),  Pröcis  de  chimie  organique.  Paris  1844—1845,  2 Vol. 
in  8.  (Deutsche  Bearbeitung  von  R.  Wagner,  Leipzig  1854 — 1858,  4 Bde.  in 
8.) , — Julius  Adolf  StSebbardI  (Röhrsdorf  bei  Meissen  1809 ; Professor 
der  Chemie  in  Chemnitz  und  Tharand),  Die  Schule  der  Chemie.  Braunschweig 
1846  in  8.  (15.  A.  1868;  fast  in  alle  Sprachen  übersetzt),  — Henri-Victor 
Renault  (Aachen  1810;  Professor  der  Chemie  und  Physik  in  Paris,  Mit- 
glied der  Academic  und  Dircctor  der  Porzellanfabrik  zu  Bövres),  Cours  ölö- 
mentaire  de  chimie.  Paris  1847—1849,  2 Vol.  in  8.  (4  öd.  1853,  4 Vol.;  deutsche 
Bearbeitung  von  Strecker,  Braunschweig  1851  und  sptter),  — Pompejus 
Bolley  (Zindclberg  1812;  Professor  der  Chemie  zu  Aarau  und  am  Schweiz. 
Polytechnikum),  Handbuch  der  technisch-chemischen  Untersuchungen.  Leipzig 
1853  in  8.  (3.  A.  1865;  franz.  durch  Gautier,  Paris  1860),  — Zucbold. 
Bibliotheca  chemica.  Verzeicbniss  der  1840  — 1858  erschienenen  Schriften. 
Qöttingen  1860  in  8.,  — Heinrich  Limpriebt  (Entin  1827;  Professor  der 
Chemie  zu  Göttingen),  Lehrbuch  der  organischen  Chemie.  Braunschweig  1862 
in  8.,  — August  Wilhelm  Hoffmann  (Glessen  1816;  Professor  der  Chemie 
in  Bonn,  London  und  Berlin),  Einleitung  In  die  moderne  Chemie.  Braunschweig 
1866  in  8.,  — Michel-Eugöne  CbeTTenI  (Angers  1786;  Professor  der  Physik 
und  Chemie,  sowie  Mitglied  der  Academie  in  Paris),  Histoire  des  connaissanecs 
chimiques.  Vol.  1.  Paris  1866  in  8.,  — Theodor  Gerding  (Winsen  bei  Celle 
1820 ; Lebrer  der  Naturwissenschaften  in  Jena  und  Altena  in  Westphalen), 
Geschichte  der  Chemie.  Leipzig  1867  in  8.,  — Karl  Adolf  Wfirta  (Btrass- 
bnrg  1817;  Professor  der  Chemie  in  Paris),  Dictionnaire  de  chimie  pure 
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et  «ppUqoAe.  Diec.  pr^l.  et  Fmo.  1.  Paris  1868  in  8.,  — A.  Dübelet. 
Professor  der  Chemie  zu  Seraing:  Cours  de  cbimie  inoigaoique  d’apräi  la 
tb6orie  tjrpiquo  de  M.  Gerhardt  Paris  1869,  2 Vol.  in  8.,  — etc.“ 

XXVI.  Geostatik  und  Geodynamik. 

Sai«  Die  BeichleDDignilg  der  Schvere.  Wegen  der  ungemeinen 
Grösse  der  Erde  dürfen  die  auf  die  verschiedenen  Puncte  eines 
Körpers  wirkenden  Schwerkräfte  als  parallel  und  gleich,  und  die 
Beschleunigung  der  Schwere  für  jeden  Ort  der  Erde  als  constant 
angesehen  werden.  Die  Letztere  ist,  wenn  cp  die  geographische  Breite 
bezeichnet,  nach  Borda 


g = 9“ , 80557  (1  — 0,002588  Cos  2 cp) 


so  dass  z.  B. 
9 

für 

g 

logg 

1:2g 

45« 

9"  ,80557 

0,99147 

0,050991 

4,42845 

46 

626 

50 

88 

60 

47 

733 

56 

82 

84 

Für  diese  g gelten,  abgesehen  vom  Luftwiderstände,  die  237  ge- 
fundenen Gesetze  als  Gesetze  des  freien  Falles.  Vergl.  375. 

Die  durch  Ariatateles  und  seine  SchOler  verbreitete  Meinung,  dass  ein 
Körper  um  so  schneller  falle,  je  grösser  sein  Oewioht  sei,  wurde  erst  durch 
tSalllei  widerlegt,  indem  er  Körper  von  ungleichem  Gewichte  durch  grosse 
Höhen  fallen  Hess,  und  so  ad  oculos  demonstrirte , dass  sie  gegcntheils  fast 
gleichzeitig  den  Boden  erreichen.  — Der  frühem  Ansicht,  dass  die  Fall- 
geschwindigkeit dem  bereits  durchlaufenen  Wege  proportional  sei,  substituirte 
Galilei  die  Hypothese,  dass  sie  im  Verhlltnisse  zu  der  Fallzeit  zunehme,  — 
leitete  daraus  die  übrigen  Fallgesetze  ab,  — erwies  ihre  Richtigkeit  durch 
Versuche  mit  einer  Messingkugel,  welche  er  in  einer  mit  Pergament  belegten, 
12  Ellen  langen,  geneigten  Rinne  (also  auf  einer  schiefen  Ebene,  vergl.  284} 
fallen  liess,  — trag  sie  theilweise  schon  ln  Pisa,  vollstündlg  in  Padua  öffent- 
lich vor,  — publlcirte  sie  aber  erst  etwa  40  Jahre  spkter  ln  den  1638  er- 
schienenen, 234  erwühnten  „Discorsi“.  Für  die  seither  von  George  Atwoad 
(1745?  — London  1807;  Fellow  des  Trinity  College  in  Cambridge)  zur  De- 
monstration der  Fallgesetze  erfundene  und  nach  ihm  benannte  FallmaschlDe. 
welche  auf  der  Ueberlegung  beruht,  dass  man  die  Beschleunigung  des  fallenden 
Körpers  durch  ein  Gegengewicht  vermindern  kann,  ohne  die  Gesetze,  nach 
welchen  Geschwindigkeit  und  Weg  von  der  Zelt  abh&ngen,  zu  verkndera, 
vergl.  des  Erfinders  Abhandlung  von  1784:  „On  the  rectilinear  motlon  and 
rotation  of  bodies“,  — für  die  diesen  ganaen  Abschnitt  beseblagende  Lite- 
ratur 227. 

Mt«  Stabilet  and  Itbiles  61eichgewiellt  Wenn  der  Sebwerpnnet 
eines  Körpers  in  verticaler  Richtung  unter  einem  Aufhängepuncte 
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oder  über  einem  Unterstiitzungapuncte  liegt,  bo  ist  der  Körper  in 
Beziehnng  auf  die  Scliwerkräfte  im  Gleichgewichte.  Dieses  Gleich- 
gewicht heisst  stabil  oder  labil,  je  nachdem  der  Körper,  wenn  er 
aus  seiner  Gleichgewichtslage  entfernt  worden  ist,  wieder  in  dieselbe 
Lage  zurückkehrt  oder,  niclit.  Die  ötabilitkt  ist  bei  gleichem  Ge- 
wichte um  BO  -grösser,  je  tiefer  und  je  weiter  entfernt  von  der  Dreh- 
kante der  Schwerpunet  liegt. 

Das  etnrachste  Beispiel  für  labiles  und  stabUes  Qleichgewlcht  bietet  ein 
auf  die  Spitse  oder  Basis  gestellter  Kegel  dar. 

9SS.  Oer  Keil.  Bezeichnet  P die  auf  den  Rücken  eines  sog. 
Keiles  des  Winkels  2 a wirkende  Kraft,  Q den  senkrecht  zu  jeder 
der  Seiten  wirkenden  Widerstand,  so  ist  (228)  für  das  Gleichgewicht 

P = 2 Q Sin  a 

Ist  somit  a klein,  so  kann  auch  mit  kleiner  Kraft  ein  grosser  Wider- 
stand überwunden  werden. 

Der  Keil  bildet  mit  Schraube  (2M),  Hebel  (369),  Wellrad  (361)  und 
Rolle  (263)  die  fünf  einfachen  Maschinen,  welche  Pappaa 
im  achten  Buche  seiner  Sammlungen  aufskhlt  Ist  bei 
ihm  ■ = 30<’,  so  ist  P = Q:  für  o<80*  wird  auch 
P<Q,  so  *.  B.  fQr  a = 19»,  14»,  10»,  7»,  etc.,  P = ViQ, 

V.Q,  '.Q,  V4Q.  etc- 

M4.  Die  schiefe  Ebene.  Liegt  ein  Körper  des  Gewichtes  P 
auf  einer  gegen  die  Horizontale  unter  dem  Winkel  a sohiefen  Ebene, 
so  kann  er  (228)  mit  einer  der  schiefen  Ebene  parallelen  Kraft 
P..,  Sin  a,  oder,  wie  bei  der  durch  Aufwinden  einer  schiefen  Ebene 
auf  einen  Zylinder  entstehenden  Scbranbe,  mit  einer  nach  hori- 
zontaler Richtung  wirkenden  Kraft  P . Tg  a gehalten  werden,  — 
wo  nicht,  so  fällt  er  mit  der  Beschleunigung  g . Sin  a längs  der 
schiefen  Ebene.  — Fällt  aber  ein  Körper  über  eine  schiefe  Ebene 
der  Länge  a und  Neigung  a (s.  Fig.  1),  so  erhält  er  (237)  die  Ge- 
schwindigkeit l'2agSina;  geht  er  sodann  auf  eine  schiefe  Ebene 
der  Länge  b und  Neigung  /S  Uber,  so  nimmt  er  die  Geschwindigkeit 
V =:•  V"2  a g Sin  a Cos  {a  — ß)  1 

auf  dieselbe  mit,  — eine  Geschwindigkeit,  welche  er  auf  der  neuen 
Ebene  selbst,  beim  Zurücklegen  des  Weges 

v''^  _ a Sin  B Cos^  (a  — ß)  ^ 

^ 2 g Sin  ß Sin  ß 

erhalten  hätte.  Er  langt  also  am  Ende  dieser  Ebene  mit  der  Ge- 
schwindigkeit 

c = V2g^^^"  -7^  < V2g  (a  Sin  a + b Sin'^)  » 
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an,  d.  h.  mit  einer  kleinem  Geschwindigkeit  als  beim  Falle  durch 
dieselbe  Höhe  A £.  Diese  Differenz  erlischt  für  a~  ß,  d.  h.  auf 
geraden  oder  krummen  (nicht  aber  auf  gebrochenen)  Bahnen  wird 
die  gleiche  Geschwindigkeit  erhalten  wie  beim  freien  Falle  durch 
dieselbe  Höhe. 


Di«  in  den  Formrlii  P.Siua  und  P.Tga  entbaltanen  Ornndgeaetse  der 
schiefen  £bene,  welche  eich  auch  io  der  Form ; 
„Kraft  au  Last  wie  Hohe  lu  Llnge,  oder  wie 
Hohe  aur  Basta  der  schiefen  Ebene“  geben 
**  lassen,  scheint  auerst  Stevla  in  seiner  Schrift 
g „De  Beghinselen  der  Weegkonst  s.  Statica. 
Leyden  1086  in  4-“  ausgesprochen  au  haben. 
— Um  über  die  schiefe  Ebene  AU  mit  der  für  sie  erbaltenen  Beschlsunlgung 
X g .Billa  xu  faUen,  braucht  der  KOrper  nach  337:3  die  Zeit 


V g.Sina 


80  dao8  A B = 8 Sin  u 


g- 

und  in  dorsHben  Zeit  fallt  er  nach  237  : 1 frei  durch  die 
Strecke 

gf  _ ab 

3 Sin  a 

Construirt  man  daher  Ober  s einen  Halbkreis,  so  wird  Jede 
von  A ausgehende  Sehne  A B desselben  in  der  gleichen  Zeit 
dnTChiaufen,  in  welcher  ein  K&rper  frei  durch  AC  rdllt  — 
Rollt  ein  KOrper  von  M aus  auf  einer  beliebigen  Curve  nach  S herunter,  so 
hat  er  nach  den  im  Texte  entwickelten  Oesetaen  bei  Ankunft  im  Punete  N 

genau  dieselbe  Oesebwindigkeit  v,  wie  wenn 
er  durch  h — x'  frei  “gefallen  wire,  d.  h.  es 
ist  nach  387  : 3 

v = 1^2g(h-^“0 

wahrend  hach  389 : 1 , wenn  der  Weg  von  8 
aus  gexlhlt  wird,  also  bei  Zunahme  der  Zeit 
abnimmt,  Oberdiess 

d s 

. . , ~ TT 


oder  V'lg  • dt  = -*!.*  — 

fh  — X' 


so  dass  durch  Oleiebsetsung 

Väiör-xö=— JT 

folgt.  In  dem  apectellen  Falle,  wo  die  Curve  eine  gemeine  Cyrlolde  des  Schei- 
tels S iet,  hat  man  aber,  wenn  8 den  Bogen  N8  beteiebnet,  nach  1D4:5,  1 

s‘  = (4a  — AN)*  = ^4a-8a81n«.^y=16a*Co8«y  = 

= 8s*(t  + Cosv)  = 8a(3a- y)s=8ax*  ' S 

dx' 


also 


yp 


3s.d8^8a.dx'  oder  d s = . 

und  daher  nach  4 mit  HQlfe  von  60 : 9 

l/^.dt= ■ oder  . t = — Are  Sin  — ?*-4-Const. 

V a ^'hx‘  — r a •» 
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folglich,  wenn  x'  von  h bla  0 genommen  wird^  die  Zelt  dea  Pellee  von  M 

neoh  8 , — . 

t = Arc8m(-l)  + AreBinl]  = n|/j  6 

Ea  Ist  also  ftlr  die  Cycloide  t von  h unabhängig,  oder  es  brancht,  wie  es 
schon  Hildens  nachwiee  und  (e.  255)  benutste,  ein  Körper,  um  auf  der 
Cycloide  nach  dem  tiefsten  Puncte  tu  fallen,  gleich  viel  Zeit,  in  welchem 
Puncte  er  auch  aufgelegt  werden  mag,  — eine  Eigenschaft,  welche  der  Cycloide 
den  Namen  Tautochrone  verschaiTt  bat,  dem  man  in  neuerer  Zeit  auch  oft 
den  Namen  Isorhrone  eubsUtuirt,  welchen  ureprünglicb  Lelbnitc  der  Neil- 
Bcben  Parabel  (e.  149)  beilegte,  da  auf  dieser  ein  Körper  in  gleichen  Zeiten 
gleich  tief  fUlt.  — Man  kann  auch,  wie  diese  1696  Johannes  BerDOiiIli 
(vergl.  seine  Opera  I 187  n.  f.,  II  254  n.  f.,  etc.;  auch  Jac.  Bern.  Op.  II  768 
u.  f.)  machte , die  Frage  etcllen , wie  muss  die  Curve  M 8 beschaflen  sein, 
damit  ein  Körper  in  der  kOrecsten  Zeit  von  M nach  8 flUlt,  — oder  welches 
ist  die  sog.  Brachyslschrone?  Es  ist  diese  offenbar  diejenige,  für  welche 
die  aus  4 folgende  Qleicbung 

/a  -1  / dv‘*  1 

Xu.dx'  wo  u=l/l+-j-^,-  und  X = — 7= 

. r ^ dx<«  K26(h-x0 

für  t einen  Minimumswertb  ergibt,  so  dass,  — wenn  - 
t‘=  f'xu'.dx' 

gesetst  wird,  wo  u'  den  Werth  bexeichnet,  welchen  u annimmt,  wenn  y‘  für 
eine  andere  Verbindung  von  M und  8 ln  y'  + l-dy'  übergeht,  — besUndig 

t‘  — 4=^"  X(n‘  — u).dx< 

einen  positiven  Werth  erbElt|  es  Ist  .dsbei  i als  eine  unendlich  kleine  con- 
stante  Qrösse  sn  denken,  dy'  aber  als  eine  wlllkOrliche  Fnnction  von  x*, 
welche  bloss  an  die  Bedingung  geknfipft  ist,  sowohl  fQr  x^=so,  als  fttr  x^  = h 
au  verschwinden.  ^ Denkt  man  sich  nun  u*  — n in  eine  nach  den  Potensen 
von  1 fortschreitende  Reihe  entwickelt,  und  Ist  das  Glied  dieser  Reihe 

isdn,  so  ist  das  erste,  das  Vozaeichen  bestimmende  QUed  von  t*— offenbar 


X . du.  dx' 


und  es  muss  daher  dieses  Integrale  verschwinden,  da  sonst  t'  — t mit  i das 
Zeichen  wechseln  müsste,  also  nicht  immer  positiv  würde.  Nun  ist  offenbar 


i.du: 


V,  .2dy«.lddy» 


d x'’ . u 

also  hat  man  mit  UOlfe  von  64:8' 
ddy' 
d x' 


oder 


du  = — 
u 


dy' 
d x' 


ddy* 

d X* 


TA  ^y'1 

Lu  ‘ d X' J 

d? 


. dy'.  dx' 


Nun  ist  das  erste  Glied  Noll,  da  dy'  an  beiden  Grensen  verschwindet,  und 
das  sweite  kann,  da  dy'  eine  willkürliche  Function  von  x'  ist,  nur  Null 
werden,  wenn 


d X' 


• = 0 


oder  — 


d y'  

dx' 


= C 


1 
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ist,  wo  C eine  Conetante  bezeichnet;  also  muss 


' ^,  = C.12g(h  — x')|/l  + ^ oder  dy'  = 


C(h  — xQ^^2g  ,dx' 

■ V(h  - X ')  — 2 g C«  C"h  - 
oder,  wenn  man  y'  = a — x und  x'  = h — y setzt,  d.  h.  den  Anfangspunct 
nach  M verlegt,  und  sich  auf  eine  horizontale  Axe  bezieht. 


dx  = 


__ydy_ 
12^y  — ^ 


wo 


1 


Da  nun  diese  Gleichung  7 der  Brachystochrone  genau  mit  der  Gleichung 
194:4  der  gemeinen  Cyclotden  fibereinstimmt,  so  ist  somit  der  Beweis  ge- 
leistet, dass  die  Brachystochrone  eine  Cycloide  ist,  deren  Anfangspunct  in  M 
liegt,  und  fOr  welche  ß den  Radius  dos  erzeugenden  Kreises  darstellt;  die 
GrSsse  C kann  aus  der  Gleichung  154:2,  wenn  man  in  derselben  x = o, 
y = h und  a=:b  = /9  setzt,  durch  Nkheruug  leicht  bestimmt  werden.  --- 
Anhangsweise  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  ein  KSrper,  um  durch  AS 
zu  fallen,  nach  237 : 3 die  Zeit 


T 


2.  AS 
g.Sln») 


V 


a(a»  + 4) 
g 


>n 


s 


braucht,  also  im  Vergleiche  mit  0 wirklich  mehr  Zeit,  als  beim  Falle  durch 
die  Cycloide  AMS;  es  ISsst  sich  so,  ohne  des  Beweises  fDr  die  Identittt  der 
Brachystochrone  mit  einer  Cycloide  zu  bedürfen,  einfach  nachweisen,  dass 
wenigstens  die  Gerade  nicht  als  Brachystochrone  auftritt,  sondern  sich  in 
diesem  Falle  das  alte  Sprichwort  „En  gnote  Chmmb  ist  nOd  umb“  gllnzend 
bew&hrt. 


SSB»  DtS  mathematiiche  Pendel.  Gibt  man  einer  starren  Geraden 
I,  die  am  einen  Ende  befestigt  ist,  am  andern  Ende  einen  schweren 
Pnnct  trfigt  (einem  sog.  mathematischen  Pendel),  eine  kleine  Elon- 
gation a ans  der  verticalen  Ruhelage  (s.  Fig.  1),  so  fällt  sie  wieder 
gegen  diese  zurück,  und  der  Pnnct  erlangt  (254)  nach  Rückkehr 
zur  Elongation  /3  die  Geschwindigkeit 

c = Kg  1 (o*  — /?*)  Sin  1"  also  für  ß = 0 v = «Kgr  Sin  1"  i 
als  Maximalgeschwindigkeit,  und  mit  dieser  geht  das  Pendel  Uber 
die  Ruhelage  hinaus,  bis  es,  nachdem  es  eine  entgegengesetzte 
Elongation  a erhalten,  durch  die  Gegenwirkung  der  Schwere  wieder 
seine  Geschwindigkeit  verloren,  eine  einfache  Schwliiining  oder 
Oacillatlon  vollendet  hat,  um  sofort  wieder  ,zurUckzuschwingen. 
— Denkt  man  sich  Uber  dem,  für  eine  kleine  Elongation  zu  einer 
Geraden  werdenden  Scliwingungsbogen  einen  Halbkreis  construirt, 
und  lässt,  im  Augenblicke,  wo  eine  Schwingung  beginnt,  einen 
Punct  mit  der  constanten  Geschwindigkeit  v von  A aus  sich  im 
Halbkreise  bewegen,  so  findet  man,  dass  er  in  dem  vertical  unter 
C liegenden  Puncte  D parallel  zum  Scliwingungsbogen  die  Ge- 
schwindigkeits-Componente  v . Cos  y =-c  hat,  also  nothwendig  zur 
Vollendung  seiner  o . 1 . Sin  1"  . n langen  Bahn  die  Schwingungszeit 
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t des  Pendels  braucht.  Es  ist  also  diese 

. «%l.Sinl".n  l/T  m 

V g 

und  somit  von  dem  kleinen  Schwingungsbogen  unabhängig.  Aus  2 
folgen 

, gt*  1«*  ji  * • 

und  somit  speciell  für  t = 1’  oder  für  das  sog.  Secnndenpendel 


L = 


_ A. 


g = L.,»  d.=  ^dL-jLdL 


Für  g — 9“, 80557  wird  z.  B.  L = 0", 99351,  und,  wenn  dT  = 
8640U . d t die  sich  in  einem  vollen  Tage  anhäufende  Differenz  der 
Schwingungszeit  bezeichnet,  und  dL  in  Millimetern  ausgedrttckt  ist, 
d T = 43*,482 . d L,  so  dass  also  noch  eine  Veränderung  der  Pendel- 
länge von  nur  0,01”"  einen  merklichen  Einfluss  hat. 

Der  inerHt  von  Galilei  etwa  1583  an  einer  Illngelampo  Im  Dome 
zu  Pisa  beobachtete  Isochroniarous  kleiner  Pendel- 
achwingungen  l&aat  sich  auf  die  im  Texte  angedentete 
Art  leicht  elementar  nachweisen,  da  aus  der  Figur 
nach  237 ; 2 

c = ^2  g 1 (Cos  ß — Cos  a) 


=v 


4 g I Sin  ' 


l±£ 

2 


Sin 


2 


' oder  also  fUr  kleine  Elongationen  nahe 

* c = V'gl(e-f^)(a-«.Blnl» 
d.  h.  1 folgt,  — und  ebenso  nahe 

_ V^äcTcb 


vyi(g  — fltMn  1' 


1Q.-H»81nl» 


vCosy_Vpj^_v  _ l.oSlnl" 

Will  man  dagegen  die  Elongation  a nicht  von  vomeherein  als  klein  annehmen, 
so  hat  man  nach  264 ; 4 
d 


dt  = - 


8 1 l/T'  dx 

V T ' yi  — V, a 


y2g(h- 

wo  theils  nach  Figur,  theils  zur  Abkflrxnng 

h = l(l  — Cos  a)  = 1.2  a oder 


y2az  — X* 


a = Sln«.^ 


2 


x'=l(l  — OoB/l)  = l.X 


ds  = 1 . d^  = - 


1.  dz 


V2x  — X« 

1 

Bezeichnet  somit  t die  Zeit  einer  einfachen  Schwingung,  oder  die  doppelte 
Zeit,  welche  das  Pendel  braucht,  um  aus  der  Elongation  « in  die  Ruhelage 
zurBckzukehren,  so  hat  man  nach  5,  da  den  Orenswerthen  a und  o für  jl 
nach  0 die  Orenzwerthe  2 a und  o fUr  x entsprechen  ' 


r - g J . yi  _ % X y2ax  — X» 
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Nnn  hat  man  nach  dem  Blnomlechen  Lehrsatie 


-7===-  = ! + — • 

aUo  Ut  nach  7 


1 . 1.3  1 , , 1 

— ,x>4- — - . X*  -f- 

2 ~2.4  2*  ^2.4.0 


3.3  1 


2* 


x*+... 


1.8 


2.4  • 2« 


‘ A + ^ A -I- 

**  + T1T6 


wo  mit  Hülfe  von  67  : 8 und  66 ; 9 


A _f*‘  »‘  dx  _ f’“»°~'^»-dx  _ 

* J . y2nx-x»  ~J  , |/2  ~ 

- (Sn-l)n  f*‘x— ’^t.dx  _ 

L.  — ” ° Jo  ^'2a  — X 

- (an-1)«  . _ (2n-l)(2n-3)  _ 

- n • •-*—  n(n— 1)  ■*  •*— 1 

^1.3.6...(2n-l)  f»‘  • 

2.4.6...2n  ^ ^ J . |/2»x  — X*  2.4.6...2n  ^ 

so  dass  also  nach  6 und  8 schliesslich 


folgt,  woraus  fDr  ein  kleines  a sofort  2 als  erste  Niherung  hervorgehL  Für 
grössere  Elongationen  nimmt  dagegen  nach  10  die  Schwungieit  mit  der  Elon- 
gation merklich  sn,  nnd  diess  veranlaaste  schon  Hugena,  den  Vorschlag  an 

machen,  in  gewissen  FUlen  dem  Kreispendel 
ein  CFcioidalpendel  zu  substltniren,  d.  h. 
das  Pendel  CE  durch  Aufhkngen  desselben 
zwischen  zwei  Halb-Cycloiden  CA  nnd  CB 
(nach  164)  zu  zwingen,  selbst  eine  ebensolche 
Cycloide  A O B zu  beschreiben , oder  (nach 
264)  Isochron  zu  bleiben.  — Bezeichnet  L die 
titnge  eines  Seenndenpendela,  nnd  sind  t,,  t,  die  Bchwungzeiten  zweier  Pendel 
der  Ungen  1„  1^,  so  hat  man  nach  4 und  8 

L = ^ = ^ l,  = L.t,*  I,  = L.t,«  11 


nnd  daher  auch 

l,-l,  = L(t.-f-^)(t,-^)  !• 

Han  kann  daher  die  Linge  des  Secundenpendels  zur  Koth  nach  11  bestimmen, 
wenn  man  eine  kleine  Kngel  an  einem  Coconfaden  von  bekannter  L&nge 
schwingen  llsst,  — etwas  besser  nach  12,  da  man  alsdann  nur  die  Differenz 
der  Ungen  zu  messen  braucht,  — freilich  noch  besser  mit  einem  Reversions- 
pendel (vergl.  266).  Kann  man  flr  einen  Ort  die  Unge  des  Secundenpendels 
(nach  266,  376)  berechnen,  so  gibt  12  umgekehrt  Anleitung,  die  Upge  1,  — 1| 
eines  Etalon’s  annkhemd  zu  bestimmen,  veigL  „Francis  Plaec  (Dietendorf 
bei  Gotha  1883 ; Lehrer  der  Katnrwissenacbaften  zu  Oscbatz  in  Sachsen),  Ueber 
die  Prüfung  der  Olaemikrometer.  Berlin  1860  in  8.“ 


SM.  Du  fhfliiclie  Pendel  Ein  Pendel,  bei  dem  starre  Linie 
nnd  schwerer  Fiinct  durch  einen  Stab  mit  oder  ohne  Linse  ersetzt 

W.ir,  HuSkuk.  L 33 
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sind,  d.  li.  ein  jihysisches  Pendel,  stellt  eine  Verbindung  von  un- 
zählig vielen  mathematischen  Pendeln  verschiedener  Länge  dar,  von 
denen  die  meisten  gezwungen,  und  nur  wenige,  die  dureh  die 
sog.  Schwlngiingspuncte  bestimmten,  IVel  eine  mittlere  Schwung- 
zeit inne  halten.  Vertauscht  man  den  Aufhängepunct  mit  demjenigen 
Schwingungspunote , der  mit  ihm  und  dem  Schwerpuncte  in  einer 
Geraden  liegt,  so  wird  dadurch,  wie  schon  lliigens  zeigte,  die 
Schwungzeit  des  Pendels  nicht  verändert,  und  man  kann  daher 
durch  Versuch  die  Länge  des  einem  physischen  Pendel  entspreclien- 
den  raathematisclien  Pendels  bestimmen,  indem  man  zwei  vertausch- 
bare Aufhängcpuncte  aui'sucht,  und  ihre  Distanz  misst. 


Bezeichnet  w die  gemeinschartUchG  Winkelgeschwindigkeit  aller  Thoilc 
eine»  um  die  durch  ()  gehende  Axe  Z schwingenden  Körpers  zur  Zeit  t,  und 
r den  Abstand  des  KlenionU's  dm  von  dieser  Axe,  so  stellt  r.w  die  wirk- 
liche Geschwindigkeit  dieses  RlcMnentes  zur  Zeit  t dar,  und 

d X 
d t 

dy  X 

- vT  - = — r w . ^ — x w 

dt  r 

sind  ihre  Componenten  nach  den  Axen  der  X und  Y,  so  dass 


rw.-^=  yw 


y 


dx 

dT 


— x-rr-=rr*.  i 


dt 


oder  durch  DilTerentiation  nach  t 


d*x  d’y  . dw 
— X = r* . — , : - 


dt* 


dt* 


dt 


Man  hat  daher,  da  dw:dt  fOr  alle  Elemente  den  Körpers  gleich  gross  ist, 
nach  239  : 8 für  die  Drehung  nm  die  Axe  der  Z 

-^.Jr*dm=/(yX-xV)dm  1 

lat  der  Körper  (deaacn  htasse  und  Schwerpunct  mit  M bexeichnet  werden 
mag,  während  a die  Distanz  des  Letztem  von  der  Axe  Z messen  soll,  y' 
seine  Distanz  von  der  Ebene  XZ  zur  Zeit  t,  und  U den  Winkel  der  Ebenen 
MZ  und  XZ)  nur  der  Schwere  unterworfeo,  eo  ist  Y = o,  X=;g,  und  da 
fiberdieea  (entsprechend  133:  1)  /y  .dm  = My‘,  so  geht  1 in 

. fr*  d m =gM  . y'  = gM . n Sin  0 S 

dt  J 


Ober.  Bezeichnet  p die  Distanz  von  d m zn  einer  dureh  den  Schwerpunct 
parallel  Z gelegten  Axe,  so  ist  (entsprechend  133  t 2) 

/r*.dm=/p*.dm-fa*M  = (a*-f  k*)M  3 

wo  die  für  den  Körper  für  ein  und  alle  Male  bestimmbare  Grösse  /p* . d m 
(nach  204  sein  Trägheitsmoment  in  Beziehung  auf  eine  bestimmte,  dnrefa  den 
Schwerpunct  gelegte  Axe)  der  Symmetrie  wegen  gleich  k* . M gesetzt  worden 
ist.  Da  Ubcrdicss  offenbar  w = — dd:dt,  so  geht  somit  2 in 


— (a*  )- k*)  M = g M . a Sin  Ö oder 


d*0  agSinO 


dt*'"  ' “ ^ “ d t*  ~ a*  -f-  k* 

über,  so  dass,  wenn  noch  mit  2.d0  multiplicirt  und  integrirt  wird, 

/ cl  0 \ * 2 a g . Cos  0 „ 

ht)  =~„T+kT-  + Co«»‘- 
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also  für  den  Anfang  der  Bewegnng,  wo  die  Geschwindigkeit  Null  ist,  und 

die  Elongation  des  Schwerpunctes  a sein  mag, 

„ 2 a g . Cos  o , ,, 

0 = , , . , f-  Const. 

a*  -f-  a* 

also  endlich 

2ag(Cos0  — Cos  o) 

a«  + k* 

Für  ein  mathematischea  Pendel  der  Länge  I geht  4 in 

/ d 0 \* 2 g 1 (Cos  0 — Cos  o) 

- 1.  “ 

Ober,  und  es  wird  daher  Letaleres  mit  dem  KSrper  oder  dem  physischen 
Pendel  gleich  schwingen,  wenn 
a 1 


(4iy 


s 


'+k‘ 


oder  wenn 


6 


ist  Alle  Puncte  des  KOrpers,  welche  in  der  Ebene  MZ  in  der  su  Z im  Ab- 
stande 1 gesogenen  Parallelen  Z',  der  sog.  Bchwlngungsaxei  liegen,  werden 
somit  fkel  schwingen,  — so  auch  der  in  der  Verlängerung  von  a liegende 
Punct  O',  der  speciell  SefawinKongeponet  genannt  wird,  tiäcst  man  den 
Körper  um  Z'  statt  um  Z schwingen,  so  wird  ihm  wieder  ein  mathemaUsebes 
Pendel  der  Länge  1'  entsprechen,  und  awar  wird  nach  6 

so  dass  die  beiden  Axen  Z und  Z'  reciprok  sind,  oder  der  bereits  im  Texte 
nach  Hng^ene  ausgesprochene  Satz  besteht,  von  dem  das  unabhängig  von 
einander  durch  Bohnenberger  in  seiner  „Astronomie.  TObingen  1811  in  8. 
(Pag.  448)“  und  Henry  Kater  (Bristol  1177  — London  1836;  Capitän  in  der 
brittischen  Armee,  und  viele  Jahre  unter  Lambton  mit  Messungen  in  Indien 
beschäftigt)  in  seiner  Abhandlung  „Experiments  for  determlning  the  length 
of  the  pendulnm  vibrating  seoonds  in  latitnde  of  London  (Phil.  Trans.  1818)“ 
vorgescblagene  Beverslonapendel  eine  unmittelbare  Anwendung  ist  Auch 
der  ln  den  letzten  Jahren  von  den  SOhnen  Repsold  ausgefohrte  Pcndel- 
apparat,  fOr  dessen  specielle  Beschreibung  und  Theorie  auf  die  Musterarbeit 
„Emile  Plantameur  (Genf  1810;  Professor  der  Astronomie  und  Director 
der  Sternwarte  in  Genf),  ExpOriences  faites  ä GenOve  avec  le  pendule  k rdver- 
sion.  GenOve  1866  in  4.“  verwiesen  werden  kann,  ist  ein  (circa  schlagendes) 
Reversionspendel,  welchem  aber  mehrere  HOlfsapparate,  namentlich  eine  Art 
Kathetometer  (vergl.  273)  zum  Messen  der  Schneidendistanz,  und  eine  ingenieusc 
Vorrichtung  znr  Bestimmung  des  Schwerpunctes  beigegeben  sind.  — FOr  wirk- 
liche Messungen  des  Secnndenpendels  vergl.  376. 


SKT.  Die  Uhren.  Die  von  den  Alten  zur  Abtheilong  der  Zeit 
verwendeten  Sand»  und  Wasseruhren  y welche  beide  anf  dem 
Principe  beruhten,  dass  eine  gegebene  Menge  Sand  oder  Wasser  (unter 
Voraussetzung  constanten  Niveau’s)  immer  dieselbe  Zeit  braucht,  um 
aus  einem  obem  Oefasse  durch  eine  gegebene  Oefifnung  in  ein  unteres 
abzufliessen , wurden  etwa  vom  14.  Jahrhundert  hinweg  nach  und 
nach  durch  Gewicht-  und  Federuhren  verdrängt,  bei  welchen 
die,  durch  die  constant  wirkende  Kraft  erzeugte,  und  durch  ein  sog. 
Echappement  annähernd  gleichförmig  erlialtenc  Bewegung  mittelst 

28* 
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eines  Räderwerkes  (261)  auf  ein  Zeigerwerk  tibergetragen  wurde; 
aber  erst  als  Rügens  in  Letztere  das  Pendel  oder  die  dasselbe  er- 
setzende schwingende  Federspirnle  (Unruhe)  als  regulirendes  Princip 
einführte,  wurden  sie  als  Begolatoren  und  Chronometer  zu 
brauchbaren  Instrumenten. 

Man  weiss,  dass  schon  Karl  V.  von  Frankreich  durch  einen  dentachen 
Meister  Heinrich  von  B^lck  in  den  Jahren  1304 — 1370  eine  Oewichtnhr  nach 
dem  im  Texte  angegebenen  Principe  ausfOhren  liess,  — ferner  mit  ziemlicher 
Sicherheit,  dass  der  etwa  ^042  en  NQmberg  verstorbene  Uhrmacher  Peter 
Bele  bald  nach  1500  die  unter  dem  Namen  „Nllrnberger-Eycfchon“  bekannten 
ersten  Taschenuhren  erstellte.  Für  die  darauf  folgende  weitere  Entwicklung 
der  Ubrconstruction  vergl.  „Ferdinand  Berthoud  (Plancemont  in  Ncuenburg 
1727  — Qroslay  bei  Montmorency  1807;  Uhrmacher  ln  Paria;  vergl.  Bd.  4 
meiner  Biographieen),  Histoire  de  la  mesure  du  temps  par  les  borloges.  Paris 
1802  , 2 Vol.  in  4.“,  — für  den  Einfluss  der  Würme  und  seine  Compensation 
301,  — für  die  Variation  des  Luftdruckes  und  ihre  Compensation  273.  — 
Vergl.  ferner  „Dasy]>«dlaa , Warhafltige  Ausslegung  des  Astronomischen 
Uhrwerks  zu  Strassburg.  Strassburg  1678  in  4„  und;  Horon  Mechaaicus.  Horo- 
logü  Astronomlci,  Argentorati  in  summo  Teroplo  erecti,  Descriptio.  Argent. 
1680  in  4„  — Hngeos,  Horologium  oscilatorium . Paris  1673  in  fol.,  — jean- 
Andrd  Lepaute  (Montmddy  in  Luxemburg  170B  — St.  Cloud  1789;  Uhr- 
macher In  Paris),  Traitö  d’horlngerie.  Paris  1755  in  4.  (Nene  A.  1767),  — 
Bertboudt  Essai  sur  rhoriogcric.  Paris  1763,  2 VoL  in  4.,  und;  Traitd  des 
montres  k longitude.  Paris  1702  in  4.  (Suite  1767),  — Anton  Strnadt  (Naehod 
in  Böhmen  1747  — Sazena  1799;  Professor  der  mathematischen  und  physi- 
kalischen Geographie  und  Directur  der  Sternwarte  in  Prag),  Beschreibung  der 
berühmten  Uhr-  und  Kunstwerke  am  Altstldter-Rathbause  und  auf  der  k. 
Steruwarte  zu  Prag.  Prag  1791  in  4.,  — Jürgensen«  Kegler  for  Tidens  nöiag- 
tige  Afmaaling  ved  Uhre.  Kiöbh.  1804  in  4.  (Neue  A.  1839;  franz.  unter  dem 
Titel:  Principes  gdndraux  de  l’exacte  mesure  du  temps,  Copenb.  1805  und 
Paris  1838;  deutsch  Leipzig  1840)  und:  Die  höhere  Ubrmacherkunst  (herausg. 
von  dem  Sohne  Louis  Urban).  Kopenhagen  1842  in  4.,  — M.  L.  Molnet. 
Traitö  d’horlogerie  thöorkiue  et  pratique.  Paris  1848  , 2 Vol.  in  8.,  — Gustav 
Herta,  Geschichte  der  Uhren.  Berlin  1851  in  8.,  — P.  Dubais,  Collection 
archdolcgique  du  Princc  SoltikofT : Horlogerie.  Instruments  horaires  du  16’  siöcle. 
Paris  1868  in  4.,  — J.  H.  Martens,  Beschreibung  der  Hemmungen  der 
höhem  Uhrmacberknnst.  Furtwangen  1858  in  8„  — etc.“  — Um  eine  Pendel- 
uhr suecessive  zu  corrigiren,  wie  es  z.  B.  bei  der  Normaluhr  eines  Netzes 
sympathischer  Uhren  (vergl.  820)  nothwendig  ist,  kann  man  nach  dem  Vor- 
schläge von  Mathias  Hipp  (Reutlingen  1813;  erst  Uhrmacher,  dann  folge- 
weise  Chef  der  TelegraphenwerksUttcn  in  Bern  und  Neuenburg)  an  der 
Pendelstange  ein  Becherchen  anbringen,  in  dasselbe  eine  kleine  Kugel  ein- 
legen,  und  nun  die  Uhr  bestmöglich  regullren;  zeigt  sich  sodann,  dass  die 
Uhr  dennoch  noch  etwas  vorl&nft  oder  nachgeht,  so  entfernt  man  ln  ersterm 
Falle  für  einige  Zeit  (z.  B.  für  4'',  wenn  die  Uhr  1'  zu  viel  zeigt,  und  sich 
durch  Wegnehmen  der  Kugel  eine  töglicbe  Verspätung  von  6‘  ergibt)  die 
Kugel,  oder  ersetzt  sie  im  zweiten  Falle  für  einige  Zeit  durch  eine  doppelte 
Kugel. 
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••Ä.  Ballistik.  Wird  ein  schwerer  Punct  mit  der  Geschwindig- 
keit a unter  dem  Winkel  a gegen  die  Horizontale  geworfen,  so 
sind  (236,  237),  wegen  der  gleichzeitigen  Wirkung  der  Schwere, 
seine  Coordinaten  zur  Zeit  t,  in  Bezug  auf  die  Horizontale  als  Axe 
und  den  Ansgangspunct  als  Anfangspunct 

£11  1 


X = a t Cos  a 

woraus  durch  Elimination  von  t 

y 


y = at  Sina- 


9 


X (a*  Sin  2 a — g x) 

2 a'^  Cos'^  a 

als  Gleichung  der  Wurflinie  folgt  Es  geht  hieraus  hervor,  dass 
der  Punct  mit  der  Abscisse  AB  = a*  Sin  2 a : g,  der  sog.  Wurf- 
weltCy  zur  Horizontalen  zurückkehrt,  und  dass  diese  Abscisse  für 
a = 45®  am  grössten,  für  a = 45®-}-^  und  a = 45®  — ß aber  je 
gleich  gross  wird.  Da  sich  ferner  nach  2 


a^  Sin  2 a 


-f  d und 


y = — Sin*  « ■ 

^ 2g 


g 


2a*Coa*a 


d*  S 


entsprechen , so  nimmt  y für  A C — a*  Sin  2 : 2 g den  grössten 

Werth  CD  = a* Sin* «:2g,  die  sog.  Wurfbölie,  an.  Setzt  man 
(a*Sin*a:2g)  — y = x und  d = y,  d.  h.  verlegt  man  (s.  Fig.)  den 
Anfangspunct  der  ^Coordinaten  in  den  Scheitel  D der  Wurflinie,  und 
wählt  DC  als  Axe,  so  geht  3 in 

a*C_os*,  X 4 

^ S 

über,  und  es  ist  daher  die  Wurflinie  (im  leeren  Raume)  nach  137 
eine  Parabel.  — Ist  AE  = a*:2g,  so  stellt  EF  die  gemeinschaft- 
liche Leitlinie  aller  W urf linien  dar , — der  aus  A mit  A E be- 
schriebene Kreis  den  Ort  aller  Brennpuncte , — die  mit  A E als 
kleiner  und  halber  grosser  Axe  beschriebene  Ellipse  den  Ort  aller 
Scheitel. 

Für  die  Ableitung  von  1—4  genügt  wohl  daa  im  Texte  Qeeagte,  und  bierane 
folgt  auch  unmittelbar  die  Höhe  der  Leitlinie 
. _ a*  Sin’  a , a’  Coe’  a a*  _ 

“ 2g  ^ 2g  “■  2g 

Bezeicbneo  wir  diesen  leiitem  Werth  mit  m, 
BO  Ist 

A C = m . Sin  2 a C D = m Sin*  a # 

■3t“  und  wenn  I den  Brennpnnct  bezeichnet 

CI  = m (8in*a  — Co8*a)  = — mCos2a  1 
Mit  Hfllfe  von  diesen  Werthen  folgen  sber 

^ (C D — V.  m)«  _ 4 gtp, „ Coe«  a -(-(2 Bin« a - 1)«  = 1 * 

m«  (V,  m)« 

AC’ -F  CI’  =m’.Sln’2o  + m’Coe’2a  =m’  9 

Die  durch  5,  8,  9 susgcdrUckten  Sätze  sind  offenbar  die  Im  Texte  fOr  die 
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einer  betUmmten  Anfungsgeschwlndigkeit  entapreehende  Bchaar  der  WnK- 
linien  Ausgesprochenen.  Ist  umgekehrt  der  'Wurfwinkel  constsnt,  so  ergibt 
sich,  da  aus  6 und  7 

CD=  -®‘”‘“-.AC= ‘/.TgoAC  und  CI  = — Ctg2o.AC  lO 
oin  J a 

folgen,  dass  sowohl  die  Scheitel  als  die  Brennpnncte  aller  tugehürigen  Wurf- 
linien  je  ln  einer  durch  A gehenden  Geraden  liegen.  — 'Vergleiche  für  diese 
merkwDrdlgen  Eigenschaften  der  Wnrflinien  im  leeren  Raume  meine  „Bei- 
tr&ge  rur  Ballistik  (Bern.  Mitth.  1846)“  und  „Georg  SIdler  (Zug  1831 ; Pro- 
fessor der  Mathematik  in  Bern),  Ueber  die  Wurflinie  im  leeren  Raume.  Bern 
1865  in  4.“,  — fSr  die  Wurflinien  überhaupt  aber  „PolsBon,  Recherches 
sur  le  mouvement  des  projectiles  dans  l’air,  en  ayant  dgard  k lenr  flgure  et 
leur  rotation,  et  k l’influence  du  mouvement  diurne  de  la  terre.  Paris  1886 
in  4“ 

9S9.  Der  Hebel.  Wirken  nach  entgegengesetztem  Sinne  (s.  Fig.) 
zwei  Kräfte  auf  zwei  Puncte,  welche  mit  einem  in  der  Ebene  der 
Kräfte  liegenden  StOtzpancte  starr  verbanden  sind,  so  heisst  das 
System  Hebel,  und  steht  (1^1)  im  Gleichgewichte,  wenn  die  Mo- 
mente (Pp  und  Qq)  in  Beziehung  auf  den  Stützpunct  gleich  sind. 
Die  Entfernungen  (p  und  q)  des  Stützpunctes  von  den  Kräften  nennt 
man  Hebelarme,  und  den  Hebel,  je  nachdem  ihr  Winkel  (a) 
gleich  180*’,  kleiner  als  180°  oder  0 ist,  doppelarmig,  Winkel« 
bebel  oder  einarmig.  Wirkt  auf  einen  der  Endpuncte  des  Hebels 
statt  einer  Kraft  ein  zweiter  Hebel,  etc.,  so  erhält  man  den  zu- 
sammengesetzten Hebel,  an  dem  Gleichgewicht  ist,  wenn  sich 
Kraft  zu  Last  wie  das  Product  der  Lasthebelarme  zum  Producte 
der  Krafthebelarme  verhält.  — Ist  der  Hebel  materiell,  so  ist  das 
Moment  des  im  Schwerpuncte  wirkenden  Gewichtes  dem  Momente 
der  in  gleichem  Sinne  wirkenden  Kraft  beizufttgen. 

Dos  Hebelgesetz  wurde  zuerst  von  Archlmedea  ausgesprochen,  und  im 
ersten  seiner  zwei  Bücher  „De  planornm  mquilibriis“ 
(vergl.  2)  als  Grundprincip  an  die  Spitze  der  eigentlich 
erst  von  ihm  zu  einer  Wissenschaft  erhobenen  Mechanik 
gestelit  uud  erwiesen,  — eine  Ehrenstelle,  welche  ihm 
bis  auf  Varignon  (vergl.  228)  blieb.  Bekanntlich  soll  das  Auffinden  dieses 
Gesetzes  Archimedes  zu  dem  Ausrufe  veranlasst  haben:  „Gebt  mir  einen 
festen  Punct  ausserhalb,  und  ich  will  die  Erde  aus  ihren  Angeln  heben.“ 

S60.  Die  Waage.  Bezeichnen  p und  q die  den  vertical  wirken- 
den Kräften  P und  Q bei  horizontaler  Lage  entsprechenden  Arme 
eines  doppelarmigen  Hebels  (s.  Fig.  1),  und  G das  in  dem  (um  d 
unter  dem  Stützpuncte  liegenden)  Schwerpuncte  wirkende  Gewicht 
des  Hebels,  so  ist  (259)  der  Hebel  bei  einem  Ansschlage  gp  im 
Gleichgewichte,  wenn 

P p Cos  gp  = Q q Cos  gp  + G d Sin  fp  oder  Tg  gp  = + - 1 
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Verändert  man)  wie  es  bei  der  sog.  pbj^sikallaeheii  Waag«  ge- 
schieht, P,  — oder,  wie  cs  bei  der  sog.  Mclmeliwaage  geschieht, 
p,  bis  (jp  = 0 wird,  so  ist  Pp  = Qq,  so  dass  auf  diese  Weise  eine 
unbekannte  Last  Q durch  ein  bekanntes  Gewicht  P ansgedrUckt 
oder  abgewogen  werden  kann,  sobald  man  das  Verhältniss  der 
Arme,  welches  bei  der  physikalischen  Waage  gewöhnlich  1 ist, 
kennt;  kennt  man  es  nicht,  so  kann  man  zunächst  Q mit  einem 
fein  zertheilten  Körper,  der  sog.  Tara^  und  dann  diese  mit  Ge- 
wichten P abwägen,  wo  dann  immer  Q = P ist.  Die  Waage  heisst 
um  so  emiiflndllcber«  je  grösser  tp  für  denselben  kleinen  Ge- 
wichtsUberschuss  der  einen  Seite  wird.  — Eine  sog.  BrUcken« 
Waage  ist  (259,  231  und  Fig.  2)  im  Gleichgewichte,  wenn 

n t ih  , ^ ki  fg  , ge . ac  . i h -t- k i . fg . ad  « _ 

P.ba=Q,^acH-Q.rr--i-ad  = *’ rv — Q » 

kh  khge  kh.ge 

vorausgesetzt,  die  unbelastete  Waage  sei  für  sich  im  Gleichgewicht 

Ist  sie  so  construirt,  dass  ge:fg  = ad:ac,  so  wird  P.ba  = Q.ao, 

und  eine  Verschiebung  von  Q auf  der  Brücke  bleibt  ohne  Einfluss. 

Für  ac:ba  = l:10  oder  ==  1:100  heisst  die  Waage  Decimal« 

oder  Cenlesimaiwaage. 

FUr  deo  Constructionsdctail  einer  genauen  Waage  muss  auf  die  epeciellen 

physikalischen  Werke  (vergl.  24ii)  und  namentlich  auf 

^ Carl’s  Repertorium  verwiesen  werden.  Die  Theorie 

, der  physikalischen  Waage  scheint  Euler  In  seiner 
, Jr  „Disqnleitio  de  bilancibus  (Comm.  Petrop.  X 1747)“ 

P * ft  * zuerst  gegeben  zu  haben ; der  Im  Texte  gegebenen 

Entwicklung  mag  beigefSgt  worden,  dass  sie  namentlich  darauf  beruht,  dass 
StOtzpunct  und  Aufhängepnnct  der  Schalen  in  derselben  Geraden  liegen,  — 
da  nur  In  diesem  Falle  der  Ausschlag  von  der  Belastung  unabhängig  ist  Je 
grösser  die  Tragkraft,  desto  grösser  wird  auch  O sein 
mDssen,  desto  kleiner  also  die  Empflndlichkeit;  doch 
rechnet  man,  dass  auf  1 Kilogramm  Belastung  eine 
gute  Waage  mindestens  noch  1 Milligranun  anzeigen 
soll.  — Ausser  der  physikalischen  Waage,  — der 
Schnellwaage  oder  römischen  Waage,  — und  der  Brückenwaage  oder  Wagen- 
waage, gibt  es  auch  noch  Zeigerwaagen,  Federwaagen,  Senkwaagen  (vergl. 
260),  etc.,  auf  welche  hier  aber  nicht  näher  eingetreten  werden  kann. 


S6l.  Das  WelLrad.  Durch  Umdrehung  eines  doppelarmigen 
Hebels  um  eine  dureh  seinen  Stützpunct  gehende,  zu  ihm  senkrechte 
Axe,  erhält  man  ein  Wellrad,  und  es  ist  somit  an  diesem  (259) 
Gleichgewicht,  wenn  sich  Kraft  zu  Last  wie  der  Radius  der  Welle 
zum  Radius  des  Rades  verhält.  Sollen  entsprechend  dem  zusammen* 
gesetzten  Hebel  zwei  Wellräder  in  Verbindung  gebracht  werden, 
so  versieht  man  die  Welle  des  ersten  und  das  Rad  des  zweiten  Well- 
rades mit  entsprechenden  Erhöhungen  (Zähnen)  und  Vertiefungen. 
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Ein  Wellrad  heisst  Haspel  oder  ITIndey  je  nachdem  die  Aze  hori- 
zontal oder  vertical  ist,  — ein  gezahntes  Rad  Stirnrad,  Kamm- 
rad  oder  Kegelrad,  je  nachdem  die  Zähne  Verlängenmgen  der 
Radien  sind,  oder  zu  denselben  senkrecht  oder  schief  stehen. 

Du  Wellrad  Ist  (vergl.  253)  eine  der  f9nf  einfachen  Mmchlnen  der  Alten; 
Kurbel,  Tretrad,  Pferdegöpel,  etc.  sind  nlohte  Anderes  als  speclelle  Formen 
duselben. 

96S.  Dit  Bollen  nnd  Fluchenxflge.  Eine  kreisrunde,  an  ihrem 
Umfange  mit  einer  Rinne  zur  Aufnahme  eines  Seiles  versehene 
Scheibe  heisst  feste  Rolle,  wenn  sie  bloss  um  ihr  Centrum,  — 
bewegliche  Rolle,  wenn  auch  ihr  Centrum  beweglich  ist  Die 
feste  Rolle,  bei  welcher  Kraft  und  Last  an  dem  nmgeschlagenen 
Seile  wirken,  ist  ein  gleicharmiger  Hebel  und  dient  daher  nur,  um 
die  Richtung  einer  Kraft  abzuändern.  Die  bewegliche  Rolle  hängt 
dagegen  in  einem  Seile,  an  dessen  Enden  Kräfte  wirken,  während 
die  Last  an  ihrem  Centrum  angebracht  wird,  — ist  daher  (228)  im 
Gleichgewichte,  wenn  sich  jede  Kraft  zur  Last  verhält,  wie  der 
Radius  zur  Berührungssehne , also  im  günstigsten  Falle  wie  1 ; 2. 
Aus  Verbindung  von  festen  und  beweglichen  Rollen  gehen  die  sog. 
FlasclienzOge  hervor,  bei  denen  sich  Kraft  zu  Last  wie  die  Ein- 
heit zur  Anzahl  sämmtlicher  Rollen  verhält. 

Für  die  bewegliche  Rolle  hat  man  offenbar  nach  228 : 2 

Q = P.  Kl-f  l-f-2CoBa  = 2P.COB-| 

= 2P.-^z=P.— 

I I 

oder 

P:Q  = r:B 

Dabei  hann  die  eine  Kraft  durch  einen  Widerstand 
ersetzt  werden,  indem  man  du  eine  Ende  du  Sellu 
befestigt.  — Den  gemeinen  Flaschensog  soll  schon 
der  SU  Kaiser  Augnstns  Zelten  lebende  berühmte  Banmeister  Vitrav  in  uiner 
Architectur  als  etwu  allgemein  Bekanntes  erw&hnen;  auch  Pappna  bildet 
denselben  im  8.  Buche  seiner  Sammlungen  ab.  — Beim  sog.  Potenzeu» 
Flasehenzag.  wo  um  jede  bewegliche  Rolle  ein  eigenes  SeQ  guchlagen  ist, 
dessen  eines  Ende  aufgehüngt,  du  andere  am  Mittelpnnct  der  folgenden  Rolle 
befestigt  wird , verbllt  sich  P:Q=1:2°,  wo  n die  Anzahl  der  beweglichen 
Rollen  beulchnet 

S6S.  Dia  CentralbewegBOg.  Wird  ein  sich  bewegender  Punct 
je  nach  Verlauf  einer  Zeit  t gegen  ein  Centrum  angezogen,  so  haben 
die  von  seiner,  je  für  die  Zwischenzeit  t resultirenden  Bahn  mit 
dem  Centrum  bestimmten  Dreiecke  nach  107  gleiche  Fläche,  oder 
es  gilt,  da  für  ein  unendlich  abnehmendes  t die  gebrochene  Bahn 
zur  Curve  wird,  das  Gesetz:  Bei  jeder  Centralbewegung  werden 
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in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächen  beeohrieben.  Die  Centralbe« 
wegHDff  Im  Kreise  ist  somit  nothwendig  eine  gleichförmige  Be- 
wegung, nnd  erfordert,  da  ein  im  Kreise  sich  bewegender  Ponct  in 
Folge  der  Trägheit  ein  constantes,  Centrlfügalkran  genanntes 
Bestreben  f hat,  sich  vom  Mittelponcte  zu  entfernen,  eine  ebenso 
grosse  constante  Anziehung  nach  dem  Mittelpnncte.  Bezeichnet  a 
die  Oeschwindigkeit  im  Kreise  des  Radius  r und  t die  Umlanfszeit, 
so  ist  2rn  = at,  während  s = ar  der  mit  seiner  Sehne  zu  verwech- 
selnde, in  einem  Zeittheilchen  r zurückgelegte  Bogen  ist  Zerlegen 
wir  (238)  s nach  Tangente  nnd  Radius,  so  muss  (237)  die  Letzterm 
entsprechende  Componente  c = Vz  f Bein , während  geometrisch 
(124,  93)  c:s  = B:2r  ist,  und  man  hat  daher 


worauf  die  durch  die  sog.  Centrifngalmaschine  dargestellten  Er- 
scheinungen beruhen.  Analog  ist  für  einen  zweiten,  in  der  Zeit  T 
einen  Kreis  des  Radius  R durchlaufenden  Punct 

F = 4«2.^  so  dass 
nnd,  wenn  überdiess 

t^tT^x^rJcR*  speciell  f:F  = R2:r*  * 

Vergleiche  406. 

Der  erste  Satz  des  Textes  geht  ans  der  beistehenden  Figur,  in  der  af 


eine  beliebige  Anfangsgeschwindigkeit  bezeich- 
net, ad  Und  be  irgend  welche  Anziehungen 
nach  dem  Centrum  sind , und  a b = b g ist, 
ohne  weiteres  hervor.  Der  zweite  Satz  ist  im 
Texte  aoefDhrllch  bewiesen,  und  es  ist  höch- 
stens in  Beziehtuig  auf  die  erwlhnten  Ver- 
suche beizufllgen,  dass  der  durch  die  Centri- 
fugalkraft  bewirkte  Qeeammteffect  eines  Kör- 


pers natürlich  mit  seiner  Masse  m zunimmt,  oder  nach  1,  wenn  k entsprechend 
364  die  lebendige  Kraft  bezelcbnet,  durch  ma';r  = k:r  dargestellt  wird.  — 
Historisch  ist  zu  bemerken,  dass  Giovanni  Baptista  Benedettl  oder  Bene- 
dietis  (Venedig  1680  — Turin  1990;  Philosoph  nnd  Mathematiker  des  Herzogs 
von  Savoyen)  zuerst  erkannt  haben  soll,  dass  im  Kreise  geschwungene  Körper, 
sich  selbst  Oberlassen,  nach  der  Tangente  fortgehen,  wofür  auf  sein  „Diver- 


sarum speenlationum  mathematiesrum  et  pbysicamm  über.  Taurini  1686  in 
fol.“  verwiesen  wird.  Die  Hauptgesetze  der  Centralbewegung  Im  Kreise  wurden 
zuerst  von  Hngens,  der  sie  schon  um  1666  gefunden  haben  soll,  in  seinem 
„Horologium  oscillatorlum“  von  1673  (vergl.  267)  ausgesprochen,  dann  von 
IVewton  in  seinen  Principien.  — Ueber  die  Bewegung  um  Hauptaxen  oder 
sog.  freie  Axen  vergleiche  243  und  244,  auch  419,  — nnd  für  experimentelle 
Darlegung  der  betreffenden  Gesetze  z.  B.  „Franz  Helnea  (Düsseldorf  1807; 
Director  der  Realschule  zu  Düsseldorf),  Ueber  einige  Rotstionsapparate,  ins- 
besondere den  Fessel’schen.  Braunschweig  1867  in  8.“ 
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S64.  Einige  Definitionen.  Das  Product  'aus  Masse  und  Qe- 
Bchwindigkeit  eines  Körju'rs  nennt  inan  IWeng'e  der  Beweg^ung« 

— dasjenige  aus  Masse  und  Quadrat  der  Geschwindigkeit  lebendige 
Kran,  — dasjenige  aus  Kraft  und  Weg  mecbanisehe  Arbeit, 

— die  Summe  der  Producte  aus  den  Elementen  eines  Körpers  in 
die  Quadrate  ihrer  Distanzen  von  einer  Axe  oder  Ebene  (vergl.  133 
und  243)  endlich  TrSgtaeltemonient.  Als  Einheit  für  die  mecha- 
nische Arbeit  braucht  man  den  Kllogrammeter,  d.  h.  die  nöthige 
Kraft,  um  in  1*  ein  Kilogramm  um  1"  zu  heben,  und  rechnet  75 
derselben  auf  eine  Pferdekran« 


Bi'zeichnen  m Masse,  P Kraft,  t Zelt,  s Weg,  v Geschwindigkeit,  b Bc- 
wegungstnenge,  k lebendige  Kraft  und  a Arbeit,  so  ist  nach  Definition 

b = m.v  k = m.v*  n = P.s  1 

und  da  Dberdiess  nach  237  für  g = P:m 


m 


• t 


_ 1 P 
* 2 ‘ m 


' • 


so  folgt 

a = P.8  = -i^.-^.t«  = -imv»  = -lk  S 

2 m 2 2 

FOr  die  Geschichte  des  lebhaften  und  langjährigen  Streites,  der  sich  bei  Ein- 
führung des  itcgrlfi'es  der  lebendigen  Kraft  durch  Lelbnitc  erhob,  kann  z.  B. 
auf  Montucla  III  020 — 643  verwiesen  werden. 


S6S.  Die  Lehre  vom  Stosse.  Folgt  einer  Kugel  der  Masse  m 
und  Geschwindigkeit  c,  eine  andere  Kugel  der  Masse  M und  der 
Geschwindigkeit  C c , so  entsteht  ein  8t08s>  Ist  dieser  Stoss 

gerade,  d.  h.  geht  er  durch  die  beiden  Mittelpuncte , und  be- 
zeichnen V und  V die  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stosse,  so  ist 
der  Geschwiudigkeitsverlust  der  Ilinterkugel 

C-V  = (l-f  k).  I 

M -t-  m 

und  der  Geschwindigkeitsgewinn  der  Vorderkugel 

„ , , , M (C  — c) 

V c-(l-l-k)  * 

wo  k eine  mit  der  Elasticität  der  Kugeln  von  0 bis  1 zunehmende 
Grösse  bezeichnet.  Der  bei  dem  Stosse  entstehende  Verlust  an 
mechanischer  Arbeit  ist 


L = m ■ 


2 


■M 


C*- 


2 


M.m 
M + m 


zu  setzen. 


Beim  gertden  Stosse  unelaBiischcr  Kugeln  stellt  ofTcnbar 

_ M C -f-  in  c 

M + nr  ' 

die  gemeinschaftliche  Geschwindigkeit  vor,  mit  welcher  die  beiden  Kugeln 
nach  dem  Stnsse  vorwärts  gehen,  so  dass 
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p m (C  — c)  . , M (C  — c) 

C— x=  und  X — c=  „ ^ 

M -f-  M -f 

OcschwlodigkeitaverluBl  der  Hlntcrkugcl  und  OescbwindigkciUgcwinn  der 

Vnrderkugel  bezeichnen.  Sind  die  beiden  Kugeln  vollkommen  elastisch,  so 

wird  durch  den  Rückschlag  noch  einmal  derselbe  Verlust  und  Gewinn,  also 

im  Ganzen  der  doppelte  entstehen,  — während  fOr  nicht  vollkommen  elastischo 

Kugeln  der  Factor  nur,  wie  ln  den  Formeln  1 und  2 des  Textes,  (l -f*  k) 

sein  wird,  wo  k je  nach  dem  Maasse  der  Elastlcität  zwischen  0 and  1 liegt. 

~ Da  nach  264  : 3 die  Arbeit  der  beiden  Kugeln  vor  und  nach  dem  Stossc 

MC»  i mc»  ^ M V*-f  mv* 

und  


beträgt,  so  ist  der  Verlust  an  Arbeit 

C»— V»  c»— V*  M m 

L = M . — ^ + m — — = (C- V)  [2  C - (C- V)]  - - (v-c)  [(v-c)  4 2 c] 

= [2  («-<=)  (M-l-m)-  (1+k)  (C-c)  (M  + m)] 

woraus  sofort  die  3 des  Textes  folgt 


SSS.  Reibnng  ond  VidersUod  des  HitteLi.  Die  Bewegungs- 
gesetze werden  durch  den  Widerstand  des  Mittels  und  die  Reibung 
modificirt.  Ersterer  wächst  mit  der  Dichte  des  Mittels  und  dem 
Quadrate  der  Geschwindigkeit,  hängt  aber  auch  sehr  von  der  Ge- 
stalt des  Körpers  ab.  Letztere  ist  bei  gleitender  Bewegung  von  der 
Grösse  der  BcrUlirungstiäche  unabhängig,  dagegen  dem  Drucke  D 
proportional,  so  dass  der  Widerstand  gegen  das  Verschieben  W = f.  D 
ist,  wo  f den  sog.  Reibungfscoeraclenlen  bezeichnet.  Wirkt  somit 
eine  Kraft  P,  unter  dem  Winkel  a mit  der  Normale  auf  die  Reibungs- 
fläche, so  ist  Gleichgewicht,  wenn  (229) 

f . P . Cos  a = P . Sin  a oder  f — Tg  a 
Dieser  von  der  Grösse  der  Kraft  unabhängige,  durch  ZufUgen  einer 
zweiten  Kraft  immer  herstellbare  Winkel  heisst  Retbungswinkcly 
— für  einen  auf  einer  schiefen  Ebene  der  Neigung  a liegenden 
Körper  Abrulscbungswlnkel  oder  beim  Erdbau  DatOrlicbe  RV« 
sebung.  Durch  Anwendung  von  Schmiermitteln  (Seife,  Schweine- 
fett, Oel,  etc.),  oder  auch  durch  Verwandlung  der  gleitenden  in  eine 
rollende  Bewegung  mit  Hülfe  von  Walzen  oder  Frictionsrollen,  kann 
die  Reibung  sehr  vermindert  werden. 

Zuweilen  wird  auch  die  Reibung  absichtlich  vermehrt,  wie  z.  B.  bei 
Ridern  mit  Hülfe  des  Rad&chuhca  oder  der  Spannkette,  ~ bei  Eisenbahnen 
von  grosser  Steigung  durch  Verwendung  sehr  schwerer  Locomotiven,  — etc. 


XXVll.  Hydrostatik  and  Hydranlik. 

aST.  HjdrotUtitches  Grundgesetz.  In  jeder  Flüssigkeit  pflanzt 
sich  die  Wirkung  einer  Kraft  nach  allen  Seiten  fort,  und  die  Drucke 
auf  verschiedene  Theilc  der  Wandung  eines  vollständig  gefüllten 
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und  begrenzten  C^fSsses  vcrlialten  sich  wie  ihre  Flächen,  also  bei 
kreisförmigen  Thcilen  wie  die  Quadrate  der  Radien,  — ein  Gesetz, 
auf  dem  z.  B.  die  Bramah’sche  Presse  beruht.  Wird  an  einer  Stelle 
der  Druck  aufgehoben,  so  zeigt  sich,  wie  z.  B.  bei  Segner’s  Wasser- 
rad, der  Gegendruck. 

Du  Wouerrad  wurde  von  Segner  ln  seinem  „Programms  qno  theorism 
machioie  cujusdam  bydrauUcie  prtemittit.  Oottingn  17&0  in  4.“  besebriebeD,  — 
die  Presse  von  Joseph  Bramab  (Stainsborougb  in  Yorksbiro  1749  — Pimliko 
bei  London  1814;  erst  Scbrelner,  dann  Meebanikus  und  Ingenieur  in  London) 
in  seiner  Abhandlung  „Description  and  account  of  a new  press  (Nicbolson's 
Journal  I,  1797)‘‘.  — Von  specieUcn  Schriften  Ober  Hydraulik  mSgen  folgende 
angeführt  werden:  „Dan.  Bemonllii  Hydrodynamica.  Argentorati  1788  in  4., 

— Bnlert  De  statu  «equllibrii  ac  motus  fluidorum.  Sect.  1 — 4.  (Comm.  Petrop. 
1769 — 1772;  deutsch  von  Brandes,  Lclptlg  1809  in  8.),  — Boseut,  Hydro- 
dynamique.  Paris  1771,  2 Vol.  in  8.  (Deutsch  von  Langsdorf,  Frankfurt  1792), 

— Karl  Christian  von  Langadorf  (Nauheim  1767  — Heidelberg  1834;  erst 
Landrichter  su  MOhlheim,  nuhher  Salineninspector  su  Gembronn,  dann  sno- 
cesslve  Professor  der  Muchlnenlehre  und  Mathematik  zu  Erlangen,  Wilna 
und  Heidelberg),  Lehrbuch  der  Hydraulik.  Altenburg  1794  in  4.  (Forts.  1796), 

— Eylelweln,  Hydrostatik.  Berlin  1826  in  8.,  — Jean-Franqois  d'Aubuiaaon 
de  Voisins  (Toulouse  1769  — Toulouse  1841;  Minen-Ingenieur  und  Mitglied 
der  Academie  in  Toulouse),  Traitd  d'hydraulique.  Paris  1834  in  8.,  — Morin, 
Hydranlique.  Paris  1846  in  8.,  — SebeOler,  Hydrostatik  und  Hydraulik. 
Brannschweig  1848,  2 Bde.  in  8.,  — Joseph-Aimd  Leabroa  (Vynes  in  Hautea- 
Alpes  1790;  franz.  Ocnle-Oncicr) , Hydranlique  ezpdrimentale.  Paria  1860 
in  4.  (Erhielt  den  Monthyon-Preis) , — Heinrich  Gustav  Magnua  (Berlin 
1802  — Berlin  1870;  Professor  der  Physik  und  Mitglied  der  Academie  zu  Berlin), 
Hydraulische  Untersuchungen.  Leipzig  1855  in  8 , — Welabaeb,  Die  Experi- 
mentalbydraulik.  Freiberg  1866  in  8.,  — Christian  Moritz  Rübimann  (Dresden 
1811;  Professor  der  Maschinenlehre  in  Hannover),  Hydromechanik.  Leipzig 
1868  in  8.,  — Lejeune  Dirlohlet,  Untersnebungen  Ober  ein  Problem  der 
Hydrodynamik  (Hergestellt  von  Dedekind).  GOttingen  1860  in  4.,  — etc.“ 

968.  Weitere  hydroBtatische  Gesetze.  Die  Oberfläche  einer 
ruhenden  Flüssigkeit  ist  in  Folge  der  Sehwere  und  der  leichten 
Verschiebbarkeit  der  Flüssigkeitstheilchen  horizontal.  Der  Druck 
auf  ein  Theilchen  im  Innern  der  Flüssigkeit  (folglich  auch  der 
Gegendruek  nach  oben)  und  auf  den  Boden  eines  Gefässes  ist  gleich 
dem  Gewichte  des  auf  ihm  ruhenden  FlUssigkeitscylinders,  und  hängt 
nicht  von  Form  und  Inhalt  des  Gefässes  ab;  der  Druck  auf  eine 
Stelle  einer  Seitenwand  ist  gleich  dem  Gewichte  einer  Flüssigkeits- 
säule , welche  dieselbe  zur  Grundfläche , und  die  Distanz  ihres 
Schwerpunctes  vom  Niveau  der  Flüssigkeit  zur  Höhe  hat.  — In 
communicirenden  Gefässen,  z.  B.  in  den  beiden  Schenkeln  der  sog. 
Kanal  Waage,  steht  dieselbe  Flüssigkeit  gleich  hoch,  während  sich 
die  Höhen  verschiedener  Flüssigkeiten  umgekehrt  wie  ihre  Dichten 
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verhalten;  ist  es  nicht  möglich,  so  zeigt  sich,  wie  bei  dem  sog. 
hydrostatischen  Blasebalge,  bei  den  Springbrunnen,  etc.,  ein  ent- 
sprechender Druck. 

Den  ersten  Satz  des  Textes  spricht  schon  Arebinedes  im  ersten  seiner 
zwei  BDcher  „De  iis  qum  in  humido  vehuntur“  in  der  strengem  Form  „Die 
Oherflkohe  jeder  ruhenden  FlOssigkeit  ist  sphkrisch,  und  das  Centrum  dieser 
spfakrischen  Obcrflkche  fkllt  mit  dem  Centrum  der  Erde  zusammen“  ans.  — 
Die  noch  jetzt  zuweilen  (vergl.  212)  zu  einem  untergeordneten  Nivellement 
benutzte  Kanalwaage  scheint  schon  den  Alten  bekannt  gewesen  zu  sein;  so 
spricht  z.  B.  der  jOngere  Theon  (um  370;  Mathematiker  und  Astronom  in 
Alexandrien;  Vater  der  ilypatia)  ln  seinem  Commentar  zu  Ptolemkos  von 
einer  'Wasserwaage,  die  kaum  etwas  Anderes  als  eine  Kanalwaage  gewesen 
sein  kamt. 

269.  Bestimmoilg  der  Dichte.  Das  Gewicht  der  von  einem 
Körper  verdrängten  Flüssigkeit  ist  gleich  seinem  Gewichtsverluste 
in  derselben,  und  man  erhält  somit  (246)  die  Dichte  eines  Körpers, 
wenn  man  sein  absolutes  Gewicht  durch  seinen  Gewichtsverlust  in 
reinem  Wasser  theilt;  cs  ist  dicss  das  Princip  der  sog.  bydro- 
statlseben  Waage.  — Ist  das  Gewicht  eines  Körpers  kleiner 
als  dasjenige  der  von  ihm  verdrängten  Flüssigkeit,  so  steigt  er  in 
derselben,  bis  sich  beide  Gewichte  ausgeglichen  haben,  — er 
sehwimmt;  will  man  seine  Dichte  bestimmen,  so  verbindet  man 
ihn  mit  einem  so  dichten  Körper  von  bekanntem  Gewichtsverluste, 
dass  noch  ihre  Verbindung  untersinkt.  — Je  dichter  eine  Flüssig  ' 
keit  istj  um  so  weniger  tief  sinkt  ein  Körper  von  gegebenem  Ge- 
wichte in  derselben  ein,  und  um  so  mehr  muss  ein  Körper  belastet 
werden,  um  bis  zu  einer  bestimmten  Marke  cinzusinken.  Hierauf 
beruhen  z.  B.  der  sog.  ScalenarSometer  von  Beck,  wo  0°  und 
30®  den  Dichten  1 und  0,850  entsprechen,  — und  der  sog.  Gc- 
wlchtsarSometer  oder  die  Senkwaage  von  Nicholson,  bei  der, 
wenn  a,  c,  b die  Gewichte  bezeichnen,  welche  (s.  Fig.)  auf  A zu 
legen  sind,  um  ein  Einsinken  bis  zur  Marke  B zu  bewirken,  je 
nachdem  ein  zu  untersuchender  Körper  bei  A,  oder  C,  oder  gar 
nicht  aufgelegt  wird,  die  Dichte  des  Körpers  nach  der  Formel 
d = (b  — a) : (c  — a)  berechnet  werden  kann.  [IX]. 

BekaoDtlich  erfand  Archlmedes.  als  er  einst  im  Bade  darüber  naeh- 
dochte,  wie  er  die  Silbermenge  bestimmen  könnte,  welche  ein  Ooldschmied 
betrOgerischer  'Welse  fOr  die  goldene  Krone  des  Königs  Hieron  verwendet 
hatte,  die  im  Texte  gegebene  Grundregel  für  die  Bestimmnng  der  Dichte,  — 
und  war  darüber  so  erfreut,  dass  er  vergase,  sich  onzukleidon,  und  mit  dem 
Ausrufe  üüpqxa  durch  die  Strassen  sprang;  auch  dos  Schwimmen  handelte 
er  wohl  in  der  268  angeführten  Abhandlung  zuerst  mathematisch  ab.  — Der 
geachiektc  Olaablkser  Sigmund  Friedrich  Benteli  • und  nicht  Bentcley  (Bern 
1765  — Bern  1803;  Apotheker  in  Bern)  und  sein  damaliger  Provisor  Job. 
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Heinrich  Beck  (Thun  1773  — Thun  1811;  später  Prafcssor  der  Physik  in 
Bern),  construirten  mit  einander  das  im  Texte  erwähnte,  immer  noch  beliebte, 
und  s.  B.  in  Bd.  9 von  Tromsdorfs  Journal  der  Pharmacie  behandelte  Scalen- 
aräometer, — während  der  durch  sein  „Journal  ot  natural  philosnphy, 
Chemistry  and  the  arte.  London  179# — 1813,  5 Vol.  in  4.  und  36  Vol.  in  8.“ 
auch  sonst  bekannte  William  Nleholaon  (London  1763  — London 
1815 ; Civilingenieur  und  Literat  in  London)  in  der  Abhandlung 
„Description  of  a new  instrument  for  measnring  the  specidc 
gravities  of  bodies  (Mem.  Manefaest.  Boc.  II  1787)“  ungefähr 
gleichseitig  seine  nette  Senkwaage  beschrieb,  — mit  der  übrigens 
auch  eine  ältere  von  Fabrenbeit  (s.  Oehler  I 380) , und  eine 
neuere,  welche  Joh.  Georg  Traliea  (Hamburg  1763  — London 
1822 ; Professor  der  Mathematik  und  Physik  in  Bern  und  Berlin ; 
TCrgl.  Bd.  1 und  2 meiner  Biographieen)  in  Bd.  30  von  Oilbert’s  Annalen 
empfahl,  sehr  nahe  verwandt  sind.  — Gm  das  speciüsche  Gewicht  oder  die 
Dichte  von  FlOssigkeitcn  zu  bestimmen,  kann  man  s.  B.  den  Gewichtsverlust 
desselben  KQrpers  in  ihnen  und  in  reinem  Wasser  ermitteln,  — oder  auch 
ein  Oeniss  leer,  und  dann  successive  mit  ihnen  und  mit  reinem  Wasser  ge- 
füllt, abwägen. 

970.  Die  C&pillarit&t.  Die,  die  Erscheinungen  der  Adhäsion 
und  Cohäsion  (248)  bedingende  Molecularanziehung  bewirkt  auch 
eine  Modification  des  Gesetzes  der  communicirenden  Röhren  (268), 
die  sog.  Capillaratlractlon«  Netzt  eine  Flüssigkeit  die  Wandungen 
einer  Röhre  (Wasser  in  Glas),  so  steigt  sie  an  denselben  empor,  ja 
erhebt  eich  mit  concaver  Oberfläche  in  sehr  engen  Röhren  weit  über 
das  gesetzliche  Niveau,  und  zwar  so,  dass  die  Höhe  dem  Durch- 
messer der  Röhre  umgekehrt  proportionirt  ist,  und  mit  der  Wärme 
abnimmt.  Umgekehrt  steht  eine  nicht  netzende  Flüssigkeit  (Queck- 
silber in  Glas)  am  Rande  tiefer,  und  sinkt  in  engen  Röhren  mit 
convexer  Oberfläche  unter  das  Niveau,  — und  ebenso  scheint  sich 
eine  bei  gewöhnlicher  Temperatur  netzende  Flüssigkeit  bei  sehr 
hohen  Temperaturen  zu  verhalten.  Eine  verwandte  Erscheinung  ist 
der  Flüssigkeitsaustausch  durch  poröse  Wände  oder  Membranen, 
die  sog.  Endoamose  und  Exosmose. 

Ala  erster  Entdecker  der  Capillarität  wird  Niccolo  Ag^anti  oder  Ad- 
junctus  (Borgo  di  San  Sepolcro  in  Toskana  1600  — Piea  1636 ; Professor  der 
Mathematik  zu  Pisa)  angeaehen,  — während  Isanc  V'ossius  (Leyden  1818  — 
Windsor  1689;  Sohn  von  Gerhard;  erst  lange  auf  Reisen,  zuletzt  Canoniens 
ln  Windsor)  in  seiner  Schrilt  „De  Nill  et  aliornm  fluminum  origine.  Hagie 
Com.  1666  in  4.“  zuerst  von  der  Depression  des  Quecksilbers  in  Glasröhren 
sprechen,  — und  G.  F.  Parrot  in  seiner  „Ucbersicht  des  Systems  der  theo- 
retischen Physik.  Dorpat  1809 — 1811,  2 Bde.  in  8.  (Bd.  3 unter  dem  Titel; 
Grundriss  der  Physik  der  Erde  und  Geologie.  Riga  1815)“  zuerst  Erschei- 
nungen der  Endosmose  anftthren  soll,  wenn  man  Letztere  nicht  mit  der  schon 
IVallet  um  1748  bekannt  gewordenen  ähnlichen  Erscheinung  bei  Gasen  und 
Dämpfen,  der  sog.  Diffusion  (vcrgl.  279),  susammenwerfen  will.  Für  die 
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weitere  Entwicklung  der  Kenntniss  dieser  Erscheinungen  vergl.  s It.  „Clal* 
rault.  Theorie  de  la  flgure  de  la  terre.  Paris  1743  in  8.  (2  dd.  durch  Poissnn 
1808),  — Mnaaefaenbroeb,  Introductio  ad  phiiosophiam  naturairm.  Leyden 
1762,  2 Vol.  in  4.  (Posthum,  von  Lulof  edirt),  — Lalande«  Dissertation  sur 
la  cause  de  I’i^livatlon  des  liqueurs  dans  Ics  tubes  capUlaires.  Paris  1770  in 

12.,  — Laplacat  Thdorie  de  l'action  capiilaire.  Paris  1806  in  4.  (Buppl. 
1807),  und:  Consid^rations  sur  la  tb^orio  des  pb6nom6nes  capUlaires  (Annal. 
de  ehlm.  et  de  phys.  XII,  1819),  — Nicolaus  Wolfgang  Fischer  (Oross- 
Meserits  ln  MShren  1782  — Breslau  1890J  Professor  der  Chemie  xn  Breslau), 
Ueber  Capillarwirkungen  thicriseber  Blase  (Pogg.  X und  XI  1827),  — Rend- 
Joaquim-Uenri  Datrocbet  (N6on  in  Poitou  1176  — Paris  1847;  Militkraczt), 
Nouvclles  reeberches  sur  l’endosmose  et  re.xasmosc  (Annal.  de  chira  et  de 
phys.  XXXV,  1828),  — Polsaon,  Thdoric  nouvellc  de  l'action  capiilaire. 
Paris  1831  In  4.,  — Carl  Bmoner  (Bern  1823;  Professor  der  Physik  ln 
Bern,  sowie  Telegraphendircctor  in  Bern  und  spkter  in  Wien),  De  raüone 
qua  inter  fluidomm  cohtesiooem  et  calorem  Intercedit.  Berolini  1846  ln  4.,  — 
HoitzniaDD,  Theorie  der  Erscheinungen  der  CapillarlUit.  Stuttgart  1862  ln 

8.,  — etc.“ 

971«  Die  insflostgeeetxe.  Oie  Ausflussgeachwindigkeit  ist  bei 
engen  OefFnungen  gleich  der  Geschwindigkeit  zu  setzen,  welche 
beim  freien  Falle  durch  die  Druckhühe  erhalten  würde,  — so  dass 
(237)  die  Ansilussniengc  durch  eine  Oeffnung  der  Fläche  q für  die 
Druckhöhe  h gleich  q . 1 2 g h wäre.  Für  weitere  Oeflfnungen  wird 
diese  Menge  durch  die  im  Innern  der  Flüssigkeit  entstehenden  Be- 
weg(ongen  und  die  damit  zusammenhängende  Contraction  sehr  ver- 
mindert, so  dass  obiger  Formel  ein  Erfahrungsfactor  (etwa  0,65) 
gegeben,  oder  versucht  werden  muss,  die  Ausflussmenge  durch 
conisch  sich  erweiternde  Ansatzröhren  wieder  zu  vermehren.  Durch 
eine  0“,05  unter  dem  Wasserspiegel  befindliche  Oeffnung  von  0",01 
Radius  in  einer  0”,017  dicken  Wand  fliessen  in  einem  Tage  nach 
Prony  20'”  Wasser,  der  sog.  metrische  Waaserzolly  ab.  — Der 
Stoss  einer  bewegten  Wassermasse  ist  gleich  dem  Gewichte  einer 
Wassersäule,  deren  Basis  die  Drnckfläche  ist,  und  deren  Höhe  a^:2g 
der  Geschwindigkeit  a des  Wassers  als  Druckhöhe  entspricht.  Be- 
wegt sich  das  Wasser  in  Röhren,  so  zeigt  sich  eine  Hemmung  in 
seinem  Abflüsse  als  Druck  auf  die  Wandungen,  der  z.  B.  beim  sog. 
Sloasbeber  nutzbar  gemacht  wird. 

Ueber  den  Ausfluss  des  Wnssers,  dessen  im  Eingänge  des  Textes  aus- 
gesprochenes Fundamentalgesctx  Torrlcelll  1643  in  seiner  Schrift  „De  motu 
naturaliter  accclerato'‘  zuerst  ausgesprochen  haben  soll , — sowie  über  die 
Bestimmung  der  Geschwindigkeit  flicssender  Gewisser  vergl.  t.  B.  „Reinhard 
Woltman  (Axstedt  ln  Hannover  1757  — Hamburg  1837;  Wasserbau-Direetor 
in  RltzebQttcl  und  Hamburg) , 3 hcorie  und  Gebrauch  des  hydrometrischen 
KlOgels.  Hamburg  1790  in  4.  (Neue  Aufl.  Leipzig  1835),  — Prony.  Memoire 
sur  Ic  Jaugeage  des  canx  courantes.  Paris  1802  in  4.,  — Weiibacb,  Ver- 
suche über  den  Ausflues  des  Wassere.  Leipzig  1842  in  4.,  — Lezbr*«, 
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Expiriences  sur  Ics  loia  de  l*6coulement  de  l’eau.  Paris  1851  in  4.,  — etc.“ 
— Der  Btossheber  oder  hydraulische  Widder  wurde  1796  von  Jos.  Mont* 
^I0cr#  mit  Hfilfe  dea  ihm  befreundeten,  ihm  schon  bei  Verfertigung  der 
ersten  Montgolfleren  (vergl.  378)  behftlflicben  Qenfer-Mechanikers  Almö  Arfuid 
(1755^1803)  conatruirt,  und  functionlrte,  trots  des  (s.  Cosmos  1868  V 16)  von 
Baeeut  erhobenen  Widerspruchs,  auf  das  Schönste. 

S7S.  Oie  Vellenbevegnng.  Hebt  man,  z.  B.  durch  Aufsaugen, 
an  irgend  einer  Stelle  einer  Flüssigkeit  eine  Säule  über  das  Niveau 
empor,  und  lässt  sie  dann  wieder  los,  so  sinkt  sie  nach  den  er- 
setzen der  Hydrostatik  nieder,  und  geht  sogar,  da  die  Flüssigkeit, 
auf  welche  sie  fällt,  nach  der  Seite  answeichen  kann,  in  Folge  der 
erhaltenen  Qeschwindigkeit  unter  das  Niveau,  — es  bildet  sich  ein 
Tlialy  während  die  umgehende  Flüssigkeit  zu  einem  Berge 
steigt,  jedoch  sofort  durch  die  Schwere  wieder  niedergezogen  wird, 
dabei  nach  Aussen  einen  neuen  Berg  erzeugt,  etc.  Es  entsteht  so 
(und  in  ähnlicher  Weise  in  der  Luft  durch  den  Stoss  des  Windes, 
etc.)  eine  eigene  Art  schwingender  Bewegung,  eine  sog.  Wellen- 
bewegung, hei  der  nach  den  Wehcr’schen  Versuchen  jedes  Flüssig- 
keitstheilchen  in  einer,  unter  den  einfachsten  Bedingungen  nahe 
elliptischen  Bahn  oscillirt,  nicht  eine  fortschreitende  Bewegung  zeigt 
Kreuzen  sich  verschiedene  Wellenbewegungen,  so  entstehen,  je  nach- 
dem dabei  ein  Thal  theilweise  oder  ganz  mit  einem  Thale,  oder 
aber  mit  einem  Berge  zusammentrifft,  verschiedene  sog.  Inter- 
ferenz-Erscheinungen. 

FDr  die  Wellenlebre  ist  auf  das  olassische  Werk  der  BrOder  Ernst  Heinrich 
Weber  (Wittenberg  1705;  Professor  der  Anatomie  nnd  Physiologie  in  Leipsfg) 
nnd  Wilhelm  Eduard  Weber  (Wittenberg  1804;  Professor  der  Physik  in 
Ofitlingen),  „Die  Wellenlehre  anf  Experimente  gegründet.  Leipsig  1836  in  8.“, 
so  verweisen. 

XXVIII.  Aerostatik,  Pnenmatik  und  Akustik. 

S7S.  Der  Barometer.  Wird  eine,  am  einen  Ende  geschlossene 
Rühre  von  circa  3 Fuss  Länge  mit  luftfreiem  Quecksilber  gefüllt 
nnd  dann  umgekehrt  in  Quecksilber  getaucht,  so  sinkt  das  Queck- 
silber in  der  Rühre,  bis  sich  das  Gleichgewicht  mit  der  änssem 
Luft  hcrgestellt  hat  Die  Niveau-Differenz  in  Rühre  und  Oefäss, 
welche  am  Meere  circa  28  Pariser-Zoll  oder  760"  beträgt,  kann 
somit  als  Maass  des  Luftdruckes,  oder  die  ganze  Vorrichtung  als 
Barometer  dienen,  — strenger  genommen  ist  jedoch  der  Luft- 
druck erst  nach  der  Formel 

U,UÖU1«UI«  . T — 0,00001878  (r  — a)  ~ ~ ^ * 
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zn  berechnen,  wo  a die  an  einer  Messingscala  abgelesene  Erhebung 
der  Quecksilberkuppe  über  das  Niveau  im  Qefiisse,  r die  in  Centesi- 
malgradcn  ausgedrückte  Temperatur  des  Quecksilbers  und  Messings, 
a die  Normal temperatur  des  der  Scala  zu  Orunde  liegenden  Etalon’s 
(beim  alt-französischen  Maassc  13®  R.)  bezeichnet,  0,00016.  a 
aber  Taf.  XH  zu  entnehmen  ist.  Da  jedoch  dieser  sog.  Gef9«8- 
barometer  wegen  der  Capillorität  (wenn  nicht  die  Röhre  minde- 
stens 12””  weit)  etwas  zu  kleinen  Luftdruck  angibt,  und  der  NuU- 
punct  der  Scale  (wenn  nicht  das  Gefäss  mindestens  120”"  weit) 
beständig  verschoben  werden  muss,  so  substituirt  man  ihm  oft  einen 
sog.  Heberbarometera  der  aus  einer  cylindrischen  gebogenen 
Röhre  besteht,  und  eine  Scale  mit  Nullpunct  in  der  Mitte  hat. 
Setzt  man  in  den  offenen  Schenkel  einen  Schwimmer  ein,  so  kann 
man  den  Luftdruck  leicht  sich  selbst  registriren  lassen;  jedoch 
wird  jn  neuerer  Zeit  zu  letzterem  Zwecke  vorzugsweise  der  sog. 
Waagbarometer  Secchi’s  benutzt,  bei  dem  das  Gefäss  fest 
steht , während  die  oben  zu  einer  Kammer  erweiterte  Röhre 
am  kürzem  Arme  eines  Winkelhebols  hängt,  dessen  längerer  Arm 
ein  Gegengewicht,  der  Stützjmnct  aber  einen  Zeiger  mit  Schreib- 
apparat trägt. 

Dass  such  die  Luft  schwer  sei,  lehrte  schon  Aristoteles  | aber  dennoch 
wurden  bis  in  das  17.  Jahrhundert  hinein  alle  Erscheinungen  an  Heber,  Pumpe, 
etc.  durch  einen  Abscheu  der  Natur  gegen  den  leeren  R.iuni  (horror  vseui) 
erklärt,  und  .noch  fialilei  glaubte  in  dem  Factum,  dass  in  einer  Säugpumpe 
au  Florenz  das  Wasser  nicht  über  32'  steigen  wollte,  nur  zu  erkennen, 
dass  dieser  Abscheu  seine  Grenzen  habe.  Erst  als  1043  Oalilei’s  Nachfolger 
Torrtcelli  den  im  Eingänge  des  Te.xtee  beschriebenen  Versuch  machte, 
und  sich  ihm  zeigte,  dass  die  Höhen  von  Quecksilber  und  Wasser  sich  um- 
gekehrt wie  die  Dichten  dieser  beiden  Flüssigkeiten  verhalten,  wurde  ihm 
das  Wesen  des  Luftdruckes  klar,  das  sodann  durch  die  Versuche,  welche 
Pascal  1640  am  Puy  de  Dome  Ober  das  Abnehmen  der  Barometerhöhe  mit 
der  Abnahme  der  wirksamen  Lnftslulc  machen  liess,  noch  klarer  vor  Augen 
gelegt,  und  durch  des  Letztem  Schrift  „Traitd  de  l’i-(|uilibre  des  lii^aeuts  et 
de  la  pesantenr  de  la  masse  de  l'air.  Paris  1663  in  12.“  bald  allgemein  zur 
Anerkennnng  gebracht  wurde.  — Der  Druck  einer  Atmosphäre  auf  ein  Quadrat- 
meter beträgt  bei  700"“  Barometerstand  0,760  X lOOO  X 13,597  — 10334  Kilo- 
gramme. — Die  znr  Rcduction  dos  Barometerstandes  auf  0°  C.  dienende 
Formel  1 bedarf  wohl  keiner  spcciellcn  Erläuterung.  Ist  die  Scale  direct  in’s 
Glas  geritzt,  so  ist  der  Factor  von  r — a durch  den  Ausdehnungseocfficicntcn 
0,00000802  des  Glases  zu  ersetzen,  wodurch  ß nahe  um  0,01  znnimmt  (vergl. 
XH).  — Wer  zuerst  den  Einfall  hatte,  zu  Gunsten  des  grösseren  Publikums 
sog.  Blrnbursmeter,  d.  h.  Oafässhsrometer  mit  einem  seitlich  angcblasenen 
kleinen  Oefässe,  — oder  das  im  Texte  beschriebene,  vom  Einflüsse  der  Oa- 
pUlarität  freie,  später  besonders  von  Dclue  empfohlene  Heberbarometer  zu 
constmiren,  lat  nnbekaunb  In  neuerer  Zeit  wendet  man  als  Normalbarometer 
häufig  eine  oben  so  stark  ausgcbauchto  Röhre  und  ein  so  weites  Gefäss  an, 
Wsir,  Hudtiagh.  L 24 


Digitized  by  Google 


370 


— Aeinsliitik,  Piiruroatik  und  Akustik.  — 


dass  ln  ersterer  die  CepilUriUkt,  in  leUtcrer  die  Verknderong  dee  Nlveau’o 
kaum  mehr  merklich  iat,  und  liest  die  Höhe  mit  dem  schon  von  DuloaK 
gchrauchien  und  dann  von  Pouiliet  verbesserten  sog.  Knthetomcter  ab, 
— einem  lings  einem  verticaien  prismatischen  Maassstabe  gleitenden  Fern- 
rohr. — Zum  Füllen  des  Darometers  wendet  man  mit  verdünnter  Balpeter- 
sünre  geschütteltes,  hierauf  gut  gewaschenes  und  mit  Fliesapapier  getrocknetes 
Quecksilber  an , das  man  erwürmt  durch  einen  bis  nahe  sum  untem  Ende 
reichenden  Trichter  einfütlt,  und  hierauf  noch,  um  die  trotz  aller  Sorgfalt 
miteindringenden  LuftblSschen  wegaubrlngen,  sorgfältig  auskocht.  — Bei 

dem  Waagbarometer  schwimmt  gewlsser- 
roassen  das  Rohr  Im  Oefisse,  zum  Theil 
durch  das  Gegengewicht,  anm  Theil  durch 
das  verdrängte  Quecksilber  gehalten,  so 
dass,  wenn  R das  Gewicht  des  Rohr’s, 
Q das  Gegengewicht,  A und  B aber  Quer- 
schnitte bezeichnen,  für  horizontalen  Stand 
von  B 

a[R— (B  — A)hq]  = Ob.Cos^>  9 
wo  q das  speciflsche  Gewicht  des  Queck- 
silbers, und  h die  Länge  des  eintauchsn- 
den  Rohrthciles  ist.  Steigt  der  Barometer 
um  m”",  so  sinkt  das  Quecksilber  im  Ge- 
fäss  um  ^ h = m . C : D,  wo  C den  Quer- 
schnitt der  Kammer  und  O denjenigen  des 
Gefässes  bezeichnet,  — und  gleichzeitig 
erhält  der  Wagebalken  einen  Ausschlag 
^f,»o  dass  jetzt  statt  2 die  Gleichheit 

a [R  — (B  — A)  (h  — A h a 9ln  A ip)  <l]  Cos  A 9 — G ^ Gos  (y  — A v) 
besteht,  und  somit,  da  Av  sIs  klein  zu  betrachten, 


A-  = aCB^^mjCq 

D[ObSin9-f  a‘(B  — A)q]8inl" 

wird.  Es  ist  also  der  Ausschlag  der  Variation  des  Barometerstandes  pro- 
portiooal,  und  um  so  grösser,  je  dicker  die  Glasröhre,  je  weiter  die  Kammer, 
und  ja  kleiner  p ist  Für  p = 0 und  C = A wird 

A ™ • A . 

n n Hin  1 « ^ 


Die  einlässlichere  Theorie,  für  welche  z.  B.  „Jullien»  Etüde  sur  l’öqnilibre 
du  bsrnmitre  k balance  du  R'*.  P.  A.  Sccchi  (Annal.  Tortol.  1861),  — Rod. 
Radau.  Sur  un  mötöorographe  ancien  et  sur  la  thöorie  du  baromötre  statique 
(Compt.  rend.  1807),  — etc.“  zu  vergleichen,  zeigt,  dass  der  hier  vernach- 
lässigte Einfluss  der  Temperatur  bei  Beobachtung  gewisser  Verhältnisse  bei 
Constructlon  des  Apparates  wirklich  compenslrt  wird.  — Bei  dem  von  Sir 
Samuel  Morland  (Snlhsnistead  in  Berkshire  1635  — Hammersmith  bei  London 
1095;  Master  of  Mechanics)  erfundenen  und  Carl  II.  von  England  präsentirten, 
sog.  atatisefacn  Barometer,  welchen  IHagelian  für  seinen  Meteorographen 
(s.  247)  verwendete,  fehlt  die  Kammer  und  ist  der  Waagebalken  gerade,  — 
sonst  ist  es  ganz  ein  Waagbarometer,  so  dass  dafür  4 Anwendung  findet. 
Das  Fig.  1 entsprechende  Waagbarometer,  und  seine  Einführung  in  die  selbatF* 
registrirenden  Apparate  verdankt  man  Angelo  Scceili  (Reggio  1818;  erst 


Digitized  by  Googk 


— Aerostatik,  Pneomatik  ond  Akastik.  — 371 

Profoesor  der  Physik  und  Mathematik  im  Jcsuitencollegium  in  Georgetown 
bei  Washington,  jetst  der  Astronomie  im  Collcgio  Romano  zu  Rom).  — Als 
Reisebarometer  dürfte,  trotz  der  grossen  Mühe,  welche  sich  J.  Fortin  (Moucbi'* 
la-VHle  bei  C3ennont  1760  — Paris  1831?;  Mechaniker  in  Paris),  Homer 
und  Andere  gaben,  den  Genssbaromctcr  transportabel  zu  machen,  der  von 
Cletoaler  zu  diesem  Zwecke  construirte  Hel>erbarometer  am  zweckm&ssigsten 
sein,  oder  dann  der  sog.  Aneroidbammeter,  bei  dessen  ursprünglicher 
Constmetion  durch  Bonrdon  eine  luftleere  gerippte  HetallbOcbsc  B mit  einer 

dem  Luftdrücke  entgegenwirkenden  Feder  C 
in  Verbindung  steht,  deren  eines  Ende  d an 
dem  Winkelhehel  a b c und  somit  durch  die 
Kette  aA  auf  den  Zeiger  D wirkt,  — wäh- 
rend in  der  neuem  Zeit  Jakob  Goldaebnid 
(Winterthur  1815;  Mechaniker  in  Zürich)  noch 
wesentlich  bessere  Erfolge  dadnrob  erzielt  hat, 
dass  er  die  mit  OG  zusammengelöthete  Feder 
F F mittelst  dem  Schraubcndeckel  E E so 
stellt,  dass  die  beiden  Striche  auf  F'  und  0' 
in  eine  Horizontale  fallen,  und  nun  den  Stand 
der  Schraube  abliest.  Vergl.  auch  „Hirach,  Sur  les  baromitree  anfroides  k 
enregistrement  dlectrique  de  M.  Hipp  (Bull,  de  Nench.  1865).“  — Anhangs- 
weise ist  zu  bemerken,  dass  nach  „T.  R.  Robinson,  Director  der  Sternwarte 
SU  Armagh:  On  the  dependence  of  a clock’s  rate  on  the  beight  of  tbe  baro- 
metor  (Bd.  6 der  Hem.  of  Astr.  Soc.),  — Adalbert  Krüfier  (Marienburg 
1833;  erst  Assistent  in  Bonn,  dann  Director  der  Sternwarte  in  Helslngfors), 
lieber  Barometercompenaation  der  Pendeluhren  (A.  N.  1482),  — etc.“  ein  Zoll 
Zunahme  im  Barometerstand  bet  einer  Pendeluhr  eine  tägliche  Verspätung  von 
circa  y,‘  bewirkt,  und  es  daher  nSthig  wird.  Sine  feine  Uhr  gegen  die 
Variation  des  Luftdruckes  zu  compensiren,  oder  in  die  Formel  für  ihren  Gang 
ein  betreffendes  Glied  elnzufübren. 

M4.  Das  Eariotte'gche  Gesetz.  Schliesst  man  in  einer  ge- 
bogenen Röhre,  deren  kürzerer  Schenkel  geschlossen  ist,  die  Luft 
in  diesem  letztem  mit  Quecksilber  ab,  und  giesst  dann  nach  und 
nach  in  den  langem  Schenkel  so  viel  Quecksilber,  dass  die  Niveau- 
differenz  1,  2,  3,...  (n  — 1)  Barometersäulen,  also  der  Drack  auf 
die  abgeschlossene  Luft  2,  3,  4, ...  n Luftdracke  beträgt,  so  findet 
man  das  Volumen  der  letztem  auf  Vz>  Vsi  Vti--  ’/«  des  ursprüng- 
lichen Volumens  reducirt.  Dieselben  Verhältnisse  zeigen  sich  auch 
bei  andern  Oasen,  so  lange  sie  sich  nicht  in  der  Nähe  ihres 
Ueberganges  in  den  liquiden  Zustand  befinden,  und  das  (3)  nach 
Mariottc  benannte,  und  (s.  301:3)  constante  Temperatur  voraus- 
setzende  Gesetz:  „Das  Volumen  einer  Gasmenge  ist  der  drücken- 
den Kraft  umgekehrt  proportionirt,“  weicht  auch  nach  den  neue- 
sten Versuchen  erst  bei  sehr  hohem  Drucke  (bei  atmosphärischer 
Luft  etwa  von  100  Atmosphären  hinweg)  merklich  von  der  Wahr- 
heit ab,  — erlaubt  daher  aus  dem  Volumen  rückwärts  auf  den 
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Druck  zu  schliesscn,  wie  cs  z.  B.  bei  dem  sog.  IHanomeler 
geschieht. 

Daa  klariotte’ache  OeaeU  ist  achon  ln  den  von  Boyle  in  aelner  gegen 
den  Jesuiten  Francis  Line  oder  Linus  (London  1D0&  — LDttJch  1075;  Lehrer 
der  Mathematik  in  Lattich)  gerichteten  Abhandlung  „A  Detenae  „of  ^the  Doc- 
trine  touchlng  Spring  and  Weight  of  tlic  Ajr.  London  1002“  gegebenen  Ver- 
suchsreihen enthalten,  und  wurde  auch  sofort  (a.  Poggcndorf'a  Lex.)  gestOtat 
auf  dieselben  von  Richard  Townley»  Eaquire  in  Lancashire,  ganx  deutlich 
ausgesprochen,  wkhrend  IHariotle  selbst  dasselbe  erst  in  seinem  „Second 
essai  de  phyaique:  De  la  nature  de  l’air.  Paris  1070  in  12.“  publicirtc:  Es 
sollte  somit  eigentlich  das  Boyle'scbc  Oesetz  heissen. 


SIS*  Die  HTpsometrie.  Denkt  man  sich  eine  Luftsäule,  der 
Längeneinheit  entsprechend,  in  Scliichten  abgetheilt,  und  bezeichnen 
ppt  ...  p,  die  Gewichte  dieser  Schieliten,  P Pj  . . . P.  aber  die  sie 
druckenden  Kräfte,  so  hat  man  {274) 

p:p,  = P:P,  Pi:p2=Pi:Pz  . . . p.-i : p.  = P.-i : P. 


P,  = P — p,  Pj  = P,_p,  P,  = P,_i-p. 

folglich  snccessive 


Sind  daher  B und  b die  Barometerstände  in  den  Höhen  ni  und 
so  hat  man  für  n — m = h • ’ 

P V , . IgB  — Igb- 


B 


(P  V 


lg  (P  + P)  — lg  P 


n. 

1 


£s  ist  daher  die  Höhendifferenz  zweier  Stationen  der  Differenz  der 
Logarithmen  gleichzeitiger  Barometerstände  an  denselben  propor- 
tional, — jedoch  abg(csehen  von  dem  Einflüsse  der  Lufttemperatur. 
Unter  Berücksichtigung  dieses  letztem  erhält  man  dagegen  die 
Delnc’sche  Formel 

h — A (log  B — log  b)  ft 

in  der  A den  für  das  Argument  der  Summe  T -t- 1 der  in  C aus- 
gedrUckten  Lufttemperaturen  beider  Stationen  aus  Taf.  XII  zu  ent- 
nehmenden Werth  von  11^393”  [1 0,002  (T  + 1)]  bezeichnet,  und 
welcher  man  nacli  Laplace  die  Factoreu 

(1  4 O,002f35  Cos  2 4-  S 


beifügen  kann,  wo  q>  die  Breite  ist,  II  die  absolute  Höhe  der  untern 
Station , h die  vorläufig  nach  2 berechnete  Höhendifferenz  und  R 
der  Erdradius.  Approximativ  kann  man  die  Fischer’sche  Formel 

h = IbOf«”  . II  [1  + 0,(H»2  (T  + 1)]  4 


gebrauchen,  oder  zur  Bestiiumung  der  ungefähren  Höhe  Uber,  dem 
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Meere  (B  = 760""  und  T = t = 15®  angenommen)  die  der  Formel 
ir  = 19445  (log  760  — log  b)  B 

entsprechende  Columne  der  Tafel  XII. 


Die  durch  1 ausgedrOckte  Proportionalität  eprnoh  Halley  schon  1686  in 
seinem  „Discourse  of  the  rule  of  the  decrease  of  the  height  of  the  mercury 
in  the  barometer,  according  as  places  are  elevated  above  the  surface  of  the 
earth  (Phil.  Trans.  1686)“  aus.  Die  erste  gute  hypsometrische  Formel  gab 
dagegen  erst  Deine  in  seinem  247  erwähnten  Werke  unter  der  Form 

h = 10000'  (log  B — log  b)  (1  + 0,001 . a)  6 

wo  a die  Summe  der  an  beiden  Stationen  erhaltenen  Ablesungen  an  einem 
Qnecksilberthermometcr  bezeichnet,  dos  io  Ihauendem  Else  — 39“  und  in 
siedendem  Wasser  | 147“  zeigt;  setzt  man  die  Toisen  in  Meter,  die  Tempera- 
turen in  Celsius  um,  so  erhält  mau 

h = 17970"  (log  B — log  b)  [1  + 0,002  (T  + t)] 
d.  b.  eine  Formel,  welche  sich  von  2 nur  dadurch  unterscheidet,  dass  dort 
nach  dem  Vorgänge  von  Laplaee  der  Factor  17970  gestStzt  auf  die  Ver- 
suche TOB  Lonis-Fran^ois-Elienbeth  Ramond  de  Carbonnläres  (Strossbnrg 
1758  — Paris  1827 ; früher  Professor  der  Naturgeschichte  an  der  Central- 
schule  des  Ddp.  der  obem  Pyrenäen,  später  Präfect  des  Ddp.  Puy-de-D6rae, 
etc.,  auch  Mitglied  des  Institut;  vergl.  Cuvier  Eloges  III)  auf  18393  erhüht 
wurde , ja  wahrscheinlich  noch  mehr  erhSbt  werden  dürfte ; So  z.  B.  hat 
Plantamour  durch  directes  Nivellement  die  Höbe  des  St  Bernhard  über 
Genf  gleich  2070",84  gefunden,  während  er  für  diese  beiden  Stationen  1860  die 
mitüem  Jahresworthe  t=  — 3“,31,  b = 562"",29,  T = -f-S“,37,  B = 72ö"“,71 
erhielt,  und  bildet  man  hiefür  nach  2 die  Gleichung 

2070,34  = X [1  + 0,002  (8,37  — 3,31)]  (log  725,71  — log  562,29) 


so  findet  man 


X = 18497 


also  ln  der  That  einen  wesentlich  grössem  als  den  Laplace-Ramond’schen 
Factor.  — Setzt  mau  in  der  logarithmischen  Interpolationsformel  49 : 1 statt 
y-j-d,  y,  a der  Reihe  nach  B,  b,  10,  so  erhält  man 

l‘o“g  B - ll.-’ß  b = 2 . 0,4342945  + y (|^)‘  + • • •] 

und  m\t  Hülfe  hievon  nach  2 die  schon  in  dem  Schriftchen  „Karl  v.  Fiaeher 
(Bern  1807 ; Botaniker  in  Bern) , Beschreibung  einer  einfachen  Methode  der 
Berechnung  bei  Höhenmessungen  mittelst  des  Barometers.  Bern  1848  in  8.“ 
aufgostellte  Formel  4,  welche  später  z.  B.  auch  Bablnet  empfohlen  hak  — 
Abgesehen  von  dom  Temperaturfactor  ergibt  2 durch  DifTcrentiatlon 

dh  1 1 

= — 18393  . • -C  = - * 

‘1*’  löglO  ’’  *> 

und  biemacb  entsprechen  sich  für  db  = l”"  die  Werthe 

b=  700  710  720  730'“ 

dh  = ll,41  11,25  11,09  10,03” 

so  dass  in  unsem  Gegenden  daa  Barometer  um  1""  steigt,  wenn  wir  11" 
abwärts  gehen.  — Aus  2 folgt  für  T = t = 0 und  B = 760 

leo  “ 18303  * 
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und  hiernach  lat  folgende  Tafel  berechnet: 


h 

1 b : 760 

1 

i 1290 . 1) : 700 

l> 

■ log  b + 

A logb 

lU 

0 

1 1,0000 

1 1290 

OiBI 

760,0 

1 2,880814 -f  0,000000 . V 

1000 

0,8823 

1138 

670,6 

, 826446 

0217 

2000 

0,7785 

1004 

591,7 

' 772077 

0435 

3000 

0,6869 

886 

522,1 

717708 

0652 

4000 

0,6061 

782 

460,6 

683340 

0870 

5000 

0,5348 

090 

406,4 

608972 

1087 

6000 

0,4718 

009 

. 358,6 

554603 

1305 

7000 

0,4163 

537 

! 310,4 

500235 

1522 

8000 

0,3673 

474 

279,2 

445866 

1740 

9000 

0,3241 

418 

, 246,3 

391407 

1057 

lOOtX) 

0,2800 

309  1 

217,3 

337129 

2174 

wu  lj ; T(iO  nach  274  die  Dichte  der  Luft  in  der  Höhe  h vorstellt,  diejenige 
am  Meere  als  Einheit  angenommen,  — 12U0.  b : 700  da»  Gewicht  eine»  Kubik- 
meters Luft  in  Grammen,  unter  Vorauseetzuiig,  die  Dichte  der  Luft  am  Meere 
sei  (vcrgl.  IX)  0,00129  derjenigen  des  WasHcrs,  — b endlich  den  der  Hohe 
b bei  0°  Lufttemperatur  zokommenden  Darometerstand,  dessen  Logarithmus 
noch  2 nahe  um 

A . u *•  1 \ 0,004.  h 

^ ' ~ 18303  V 1 -f- 0,004  .*/ “ 18398  * ® 

zunimmt,  wenn  die  mittlere  Wilrme  der  Luftsäule  von  0 auf  »=V,  (T-|  t) 
Grade  ansteigt.  — Setzt  man  ln  2 für  Bern  h r:  672",5,  b = 714"™,2,  t = 7®,8 
und  (für  ein  Kilometer  Erhebung  5“  'Würmeabnahme  ln  Rechnung  bringend) 
T = 10“,7,  so  folgt  B = 705,3  = 714,2  f 51,1 , — es  beträgt  also  für  Bern 
die  Rednetion  des  Barometerstai  des  auf  das  Meeresniveau  durchschnittlich 
.(  51”“,1,  — ontsprechond  erhält  man  für  Zürich  bei  h = 480,  b=  720,3, 
t = 8,0  und  T = ll,3  die  Rednetion  +d2,8,  — etc.,  — während  die  von 
Oberst  F.  Bnrnter  in  Morges  (s  Bull.  Vaud.  Nr.  02)  zur  Berechnung  des 
mittlern  Barometerstandes  aufgestellte  empirische  Formel 

b = 762""  — H (88,8  — 3,6  . H)  ' tO 

wo  H die  in  Kilometern  ausgedrflckte~H9be  Ober  dem  Meere  bezelohnet,  für 
Bern  49,7,  _ — Zürich  41,9,  — etc.  als  Reductionen  gibt.  — Für  weitem 
Detail  und  für  ausgedehntere  HDlfstafeln  kann  man  vergleichen:  „Blot.  Tab- 
Ics  baromdtriques  portatives.  Paris  1801  in  8.,  — Bernhard  August  von 
lAlndenau  (Altenbnrg  1780  — Altenburg  1854;  Director  der  Sternwarte  auf 
dem  Seeberge  bei  Gotha,  und  später  sächsischer  Minister),  Tables  baromdtri- 
ques  ponr  facilitcr  le  calcnl  des  nivellements  et  dee  mesures  des  hauteurs 
pur  le  bnromdtre.  Gotba  1800  in  8.,  — Ramond,  Mdmoires  sur  la  formule 
baromdlrique  de  la  mdeenique  cdleste.  Clcrmont-Ferrand  1811  in  4.,  — Lift- 
row,  lieber  Ilöhcnmessungen  durch  da»  Barometer.  Wien  1823  in  4.,  — 
Horner,  Tables  hypsomdtrique»  pmir  le  baromdtre  divisd  en  pouces  et 
ligncs  du  pied  franjals  et  le  thermomdtre  nctogdsimal.  Zurlc  1827  in  8.,  — 
Joseph  Johann  Pohl  (Wien  1825;  Professor  der  ehern.  Technologie  in  Wien) 
und  Jakob  Schabtia  (Dallach  in  Kürntlien  1825 ; Professor  der  Naturlebre 
in  Wien),  Tafeiu  zur  Rednetion  der  Barometerstände.  Wien  1852  , 8 Stücke 
in  8.,  — C.  Predig:er,  lieber  die  Genauigkeit  barometrischer  H8hen- 
messungen.  Clausthal  1800  in  8.,  — Plantainoiir,  Mesures  bypeomdtriques 
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dana  lea  Alpes  k Taide  du  Barom^tre.  Oen^ve  1860  in  4,,  — Bauerafelnd« 
Beobachtungen  und  Untersuchungen  Ober  die  Genauigkeit  barometrischer 
Udbenmeeeungen.  MOncben  1863  in  8.,  — Richard  RühlmaDii.  Docent  in 
Carlsrube:  Die  barometrischen  Hbhenmessungen  und  ihre  Bedeutung  für  die 
Physik  der  Atmosph&re.  Leipzig  1870  in  8.)  ~ etc.*^ 

STA.  Die  Lnflpiimpe.  Da  die  Dichte  einer  Qasmenge  ihrem 
Volumen  umgekehrt  proportionirt  ist,  so  wird  eine  Luftraenge  A 
der  Dichte  d,  welcher  man  noch  einen  Raum  B eingibt,  die  Dichte 
d|  = d . A : (A -1-B)  erhalten.  Wird  danu  je  der  Raum  B wieder  ab- 
gesperrt, geleert  und  neuerdings  eingegeben,  so  hat  die  Luftrestanz 
nach  n Wiederholungen  dieser  Operation  die  Dichte 


Ein  zu  diesem  Zwecke  eingerichteter  Apparat  heisst  Lunpnmpe, 
und  dient  zum  Nachweise,  dass  die  Luft  einen  Druck  ausübt,  — 
dass  sic  ausdehnsam , sowie  zum  Leben , Brennen  und  als  Schall- 
mittel erforderlich  ist,  — dass  sie  gegen  das  Fallen,  Verdampfen, 
Entweichen  von  Gasen  aus  Flüssigkeiten,  etc.,  einen  Widerstand 
auBübt,  — dass  die  Körper  in  ihr  einen  Gewichtsverlust  erleiden, 
— etc.  Lässt  man  den  Raum  B negativ  werden,  so  geht  die  Luft- 
pumpe in  eine  sog.  CompressiOMpumpe  Uber. 

Fflfart  von  einem  Teller  TT,  auf  dem  eine  Glocke  O genan  aufsiUt  (oder 
ein  anderer  Apparat  aufgeachraubt  werden  kann),  eine  bei  H mit  einem 
Habnc  veraebciie  Röbre  zu  einem  Stiefel  A,  in 
dem  sieb  ein  Kolben  B bewegt,  ao  verthcilt  sich 
die  in  6 befindlicbe  Luft,  wenn  beim  Aufwkrts- 
gebeu  des  Kolbens  der  Hahn  die  BteUung  H' 
bat,  in  den  Raum  A -f  0 ; gibt  man  sodann  dem 
Habn  die  SteUung  H",  so  gebt  die  in  A ent- 
haltene Luft  beim  Niedergeben  des  Kolbens  bi’s 
Freie,  — etc.,  kurz  es  ist  die  im  Texte  ver- 
langte Einriebtung  vorbanden.  — Der  Erste,  wel- 
cher einen  solchen  Apparat  etwa  1690  constmirte, 
war  Otto  von  6ueribe.  und  er  benutzte  ihn 
1694,  um  damit  nach  dem  Wunsche  des  Kur- 
fttrsten  von  Mainz  vor  dem  Reichstage  in  Regensburg  zu  experünentiren,  — 
namentlich  um  zwei  auf  einander  passende,  hoble,  sog.  Magdeburgisehe 
Halbkugeln  zu  entleeren,  welche  sodann  mehrere  angespannte  Pferde  nicht 
von  einander  zu  reissen  vermochten.  Seine  Luftpumpe  wurde  zuerst  von 
Caspar  Schott  in  seiner  „Mechanira  hydranlico-pncumatica.  Herbipoli  1697 
in  4.*^  beschrieben,  — dann  von  Boyle  nachgebildet  und  benutzt,  wofDr 
dessen  experiments  physico-mcchanical,  touebing  the  spring  of  the 

Air  and  its  elfects.  Oxford  1660“  zu  vergleichen,  — bis  endlich  sein  eigenes 
elassisches  Werk  „Experimenta  nova,  ut  vocantur,  Magdebnrgica , de  vaeuo 
spatio.  Amstelod.  1672  io  fol.“  erschien.  Seit  dieser  frühesten  Zeit  ist  nun 
allerdings  die  Luftpumpe  wesentlich  umgcstaltct  worden ; namentlich  ist  es 
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gelnagoo,  den  swUchen  Btiefel  und  Hahn  gelegenen^  sog.  •ohndlldieti  Rnn 
entweder  zu  verkleinern  oder  sogar , mittelat  Ersetzung  der  Hahne  durch 
Ventile I gang  gu  beseitigen,  für  die  Stellung  der  Hahne  eine  Selbst* 
Steuerung  auzubringeni  ***  die  Operation  durch  Anwendung  cinM  Doppel* 
Stiefels  zu  beschleunigen,  — etc.  **  Gibt  man  beim  Aufwirtsgeben  des 
Kolbens  dem  Hahne  die  Stellung  H",  beim  Abwirtsgehen  die  Stellung  H', 
so  geht  die  Luftpumpe  ln  eine  Compresslonspumpe  Ober.  > 

sw.  Einige  andere  Apparate.  Wird  in  dem  einen  von  zwei 
. communicirenden  Oefüssen  die  Luft  verdünnt  oder  verdichtet,  so 
steigt  oder  sinkt  die  Flüssigkeit  in  demselben,  bis  der  durch  die 
Niveaudifferenz  erzeugte  Druck  der  Ab-  oder  Zunahme  der  Aus- 
delmsamkeit  Gleichgewicht  hält  Hierauf  beruhen  das  Ansaugen, 
die  Heber,  die  Saug-  und  Druckpumi)en , der  Heronsball  (Wind- 
kessel), der  Hcronsbrunnen,  etc. 

lieber  die  schon  den  Alten  bekannten  Heber  wird  kaum  nBthig  sein,  etwas 
bcizufQgen,  — eher  über  die  Pumpen:  Wird  die  Rübre  B in  einen  Wasscr- 

bchUter  B gesetzt,  und  der  Kolben  K auf- 
Wirts  gezogen,  so  verdünnt  sich  die  unter 
ihm  beflndliche  Luft,  und  das  Wasser  steigt 
in  der  Rühre.  Geht  der  Kolben  abwirts,  so 
öffnet  eich,  je  nachdem  derselbe  durchbohrt 
oder  voll  Ist,  das  Ventil  v'  (Säugpumpe) 
oder  v"  (Druckpump'e)  und  es  entweicht  erst 
Luft,  dann  Wasser,  — etc.  Ist  bei  der 
Säugpumpe  das  Wasser  hinlinglich  Ober  den 
Kolben  gestiegen,  so  Dlesst  dasselbe  stosa- 
weisc  durch  A'  ab.  Aebnliches  hat  bei  der 
Druckpumpe  statt,  wenn  nicht  der  Kanal  mit 
dem  Ventile  v“  erst  in  einen  sog.  WlaA- 
kennel  W fOhrt,  in  welchem  durch  dos  Ein- 
pnmpen  von  Wasser  comprimirtc  Lnft  entsteht,  die  sodann  bei  rlefatigen 
Raum  Verhältnissen  von  Stiefel  und  Kessel  das  Wasser  continuirlich  nach  A" 
treibt Der  Windkessel  (Ilcronsbnll)  ist  nebst  einigen  verwandten  Appa- 

raten schon  von  dem  Alexandriner*  Hero  (284—221  v.  Chr;  vergl.  „Th.  H. 
Martin,  Recherches  snr  la  vie  et  Ics  ouvrages  d’Höron  d’AIcxandrie.  Paris 
1854  in  4.“)  in  seiner  liorOlimlcn  Schrift  „llnviunutü*  oder  Splritnalia  (Lnt 
von  Commandino,  Urbino  1570  in  4.;  ital.  durch  Porta,  Neapel  1605  ln  4.; 
deutsch  von  Carlo,  Bamberg  1687  in  4.)  beschrieben  worden. 

S78.  Bestimmang  der  Dichte  von  Gasen.  Hat  ein  ausgepumpter 
Olasballou  das  Gewicht  a,  — mit  trockener,  z.  B.  durch  eine  Röhre 
mit  Chlorcalcium  geleiteter  Luft  gefüllt  das  Gewicht  b,  — mit 
irgend  ciuem  Gase  unter  atmo.sphiirischem  Drucke  gefüllt  das  Ge- 
wicht c,  — und  endlich  mit  reinem  Wasser  gefüllt  das  Gewicht  d, 
so  stellen 

b — a c — a c — a 

d — a d — a b — a 
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der  Reihe  nach  die  Dichte  der  atmosphärischen  Luft  oder  des 
Gases  in  Beziehung  auf  Wasser,  und  des  Gases  in  Beziehung  "auf 
die  atmosphärische  Luft  als  Einheit  dar.  [IX.] 

Daaa  bei  dieaen  Beatimmnngen,  die  a.  B.  Regnanlt  die  Dichte  der  atmo- 
aphZriacbeo  Lnil  bei  0*  nnd  760°"  gleich  0,001293  oder  daa  Gewicht  eines 
Kubikmeters  Lnft  gleich  1,203  Kilogramme  ergeben  haben,  auf  Temperatur 
von  Lnft  und  Waaaer,  auf  Barometerstand,  etc.,  gehSrlge  RSckaicht  an  neh- 
men ist,  versteht  sich  wohl  von  selbst;  verg^.  hlefDr  301.  — Anf  der  Qewiehts- 
dilTereas,  welche  verschiedene  Gase  unter  gleichem  Drucke  oder  bei  gleicher 
Expansivkraft  aeigen , beruhen  die  sog.  Aerostaten  oder  Luftballons,  deren 
wirkliche  Erfindung  unbedingt  auf  das  Jahr  1783  au  setaen  und  Joseph  M«nt- 
golHer  gutxuschreiben  Ist,  wenn  auch  schon  einige  Frühere  in  Schriften  die 
MUglichkeit  der  Luftschifffahrt  bei  Anwendung  einer  luftleeren  kupfernen 
Hohlkugel  oder  eines  mit  Luft  aus  hübern  Regionen  geflUlten  Ballons  bo- 
toolen,  wofür  a.  B.  „Francesco  de  Lana  (Brescia  1631  — Rom  1687 ; Jesnit, 
Lehrer  der  Mathematik  nnd  Philosophie  in  Brescia),  Prodromo,  ovvero  Saggio 
di  alcune  invenaioni  nnove.  Brescia  1670  ln  fol.  (Deutsch  Tübingen  1784  ; 
lat.  Hages  1786),  — Philipp  Lohrneyer  (Magdeburg  16..  — Lüneburg? 
1680;  Professor  der  Physik  an  Rinteln,  dann  Inspcctor  der  Ritteracademie 
au  Lüneburg),  De  artificio  navigandi  per  aSrem.  Rint.  1676  in  4.  (Aneh  Haga 
1785;  deutsch  Arolsen  und  Tübingen  1784),  — Joseph  Gallen  (St.  Panllen 
bei  Puy  1699  — Avignon  1782;  Dominicaner,  Professor  der  Philosophie  nnd 
Theologie  au  Avignon),  L'art  de  naviguer  dans  les  airs.  Avignon  1756  in  16. 
(Auch  1757)*^  au  vergleichen  sind.  — Wlhrend  Montgolfler,  der  1783  VI  6 
seinen  ersten  grössem  Ballon  von  10'  Durchmesser  au  Annonay  öffentlich 
aufsteigen  Hess,  die  Lnft  duroh  Erwärmung  verdünnte,  — füllte  der,  von 
dem  Geometer  Jacques  Charles  (Cluny  17 . . — Paris  1791 ; Mitglied  der 
Academic)  wohl  an  onterseheidende  Physiker  Jacques  - Alexandre  - Cdsar 
Charles  (Beangency  1746  — Paris  1823;  Professor  der  Physik  in  Paris), 
disselbou  mit  Wassers toffgas,  nnd  machte  mit  einem  solchen  1783  XII  1 in 
Begleit  von  Fran;ois  Robert  (Charmilo  1787  — Heiligenstadt  1810;  Professor 
• der  Philosophie  und  M.'Ubcmatik  au  Chälons-sur-Saöne)  au  Paris  seine  erste 
Auffahrt.  Schon  vor  Charles,  nämlich  1783  X 16,  und  also  auch  che  Moat- 
goUcr  1784  den  Fallschirm  erfunden  hatte,  wagte  es  Jean-Fran(ois  Pllatrc 
de  Ronler  (Mets  1756  — Boulogne  1789;  erst  Professor  der  Chemie  au 
Rheims,  später  Pensionär  des  Königs),  sich  einer  Montgolfiäre  ananvertrauen, 
und  kehrte  glücklich  wled<ir  xur  Erde  aurück;  bei  einer  spätem  Fahrt  da- 
gegen, für  die  er  sich,  von  der  Regierung  mit  40,000  Francs  unterstfitst, 
einen  aus  der  Montgnlfi^ire  und  Charliöre  combinirten  Ballon  gebaut  hatte, 
mit  welchem  er  über  den  Kanal  setaen  wollte,  ging  er  au  Boulogne  1785  VI 15 
au  Grunde,  indem  sein  Ballon  in  1200'  Höhe  Feuer  fasste.  — Für  die  erste 
Geschichte  dieser  anfänglich  ungeheures  Aufsehen  machenden  Luftschifferei 
vergl.  „Barthölemi  Fanjas  de  Saint-Fond  (Montdlimart  1741  — Soriel  bei 
Valence  1819;  Professor  der  Geologie  in  Paris),  Description  des  expdrienocs 
a^rostatiqnes  de  Mss.  Montgolfler.  Paris  1788  , 2 Vol.  in  8.,  — Christian 
Kransp  (Strassbnrg  1760  — Strassburg  1826;  Dr.  med.,  später  Professor  der 
Mathematik  an  Btrasebnrg),  Geschichte  der  Aerostatik.  Strassburg  1784 — 1785, 
2 Bde.  io  8.  (Anhang  1786),  — Tiberio  Cavallo  (Neapel  1749  — London 
1809;  erat  Kauihiann,  dann  Privatgelehrter  und  Mitglied  der  Roy.  Society  in 
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London),  The  hlatory  and  practico  of  aSrustation.  London  1786  (Deutsch 
Leipsig  1780)“,  — fUr  die  noiicrn  AnfTahrten  und  ihre  wissenschaftlichen  Er- 
gebnisse „Relation  d'uii  voyage  aiirostaliquc  fait  par  Mas.  Qay-Lussac  et 
Biot  le  6 Fructidor  XII  (Journ.  de  phys.  1804),  — Voyages  adriens  par  J. 
Olaisher,  Camillo  Flammarion,  W.  da  Fonvlelle  ct  Oaston  Tiasandler.  Paris 
1870  in  8.,  — etc.“ 

9Y9>  Die  Difhlion.  Die  expanoibeln  Körper  ordnen  sich  unter 
einander  auf  die  Dauer  nicht  nach  dem  Gesetze  der  Schwere,  son- 
dern durchdringen  sich  in  Folge  ihrer  Elxpansivkraft  Diese  sog. 
Diffusion  der  Gase  zeigt  sich  z.  B.  in  der  atmosphärischen  Luft, 
wo  Sauerstoff,  Stickstoff,  Kohlensäure,  Wassergas,  etc.,  gewisser- 
massen  jedes  eine  eigene  Atmosphäre  bilden. 

FOr  die  Dilfusion  vergl.  ausser  dem  270  Mitgctheilten  s.  B.  „Daltan, 
On  the  tendency  of  elastic  Iluids  to  diffusion  through  each  otber  (Mem. 
Manchest.  Soc.  1805),  — Grabam,  On  the  law  of  dilfnsion  of  gases  (Edinb. 
Trans.  1834),  — Bansen,  Oasometrische  Methoden.  Braunschweig  1857  in  8., 
— etc.“ 

SSO.  Die  Hygrofkopie.  Manehe  feste  und  liquide  Körper  haben 
das  Vermögen,  Gase  an  ihrer  Oberfläche  zu  verdichten,  ja  zu  ab- 
sorbiren.  So  absorbiren  z.  B.  Haare  (mit  Verlängern),  Saiten  (mit 
Verkürzen),  abgestorbene  Tannenästchen  (mit  Biegen),  etc.,  Wasser 
in  expansibelm  und  liquidem  Zustande , und  können  somit  als 
Hygroakope,  zur  Noth  als  Hygrometer  dienen,  — ja  unter 
Controle  eines  Psychrometers  (305)  sogar  zur  Construction  selbst- 
registrirender  Hygrometer  verwendet  werden. 

Wie  weit  der  Zeit  nach ' die  ans  Darmsaiten  in  allen  möglichen  Formen 
eonstmirten  Hygroskope,  z.  B.  die  sog.  hoUhndischen  oder  Pnppenbygrometer 
(Mann  mit  Segen-  und  Frau  mit  Sonnenschirm)  znrDokgehen , welss  man 
nicht ; für  die  llteste  wissenschaftliche  Behandlung  dürfte  auf  „William 
Malynenx  (Dublin  1656  — Dublin  1668)  reicher  Privatgelebrter  in  Dublin, 
einige  Zeit  Surveyor-Oeneral),  DescripUon  of  a new  bygrometer  (PbU.  Trans. 
1685)“  zu  verweisen  sain.  — Das  gegenwärtig  wieder  neuerdings  in  Aufoahme 
gekommene,  1775  zuerst  construirte  Haarhygrometer  verdankt  man  dem  durch 
seine  Montblanc  - Besteigung  im  Jahre  1787  und  seine  „Voyages  dans  lee 
Alpes.  Neuchhtel  1779—1796,  4 Vol.  in  4.  (auch  1780—1796,  8 Vol.  In  8.; 
deutsch  die  zwei  ersten  Bdc.,  Leipzig  1781 — 1788,  4 Bde.  in  8.)  allgemein 
bekannten  Horace-Bdnddict  de  Sauesure  (Genf  1740  — Genf  1799;  Professor 
der  Philosophie  in  Genf,  und  auswärtiges  Mitglied  der  Pariser- Academic ) 
siehe  Bd.  1 von  Cuvier’s  Eloges  und  Bd.  4 meiner  Biographiecn),  vergleiche 
seinen  „Essai  sur  Thygromötrie.  Neucbatel  1783  in  8.  (Deutsch  von  Titius, 
Leipzig  1784)“.  — Für  das  Asthygrometer  vergl.  meine  Abhandlung  Im  dritten 
Bande  der  von  mir  herausgegebenen  „Schweiz,  mctcorolog.  Beobachtungen. 
Zürich  1864—1870,  6 Bde.  in  4.“  — Dass  einzelne  Stoffe,  wie  Schwefelsäure, 
Cblorcalcinm,  etc.  der  Luft  das  Wasser  entziehen  und  gewissermassen  binden, 
war  den  Chemikern  längst  bekannt,  als  Carl  Emmanuel  Brunner  (Bern 
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17M  — Bern  1867;  Profoasor  der  Cbcmie  in  Hem;  Vater  den  270  erwUmten 
Physikers)  im  Jakre  1830  (verßl.  Pnggend.  Annal  20)  den  Voraehtaft  machte, 
diese  Eigenschaft  tur  Bestimmung  des  Feuchtigkeitsgehaltes  der  Loft  in 
folgender  Welse  an  benutsen : Er  liesa  aus  einem  Oeflsse,  seinem  sog.  Aepl- 
ratort  auf  dem  eine  Röhre  mit  durch  Schwefelshare  hefeuchtetem  Asbest 
aufgosteckt  war,  Wasser  abfliessen;  die  Menge  des  abgeflossenen  Wassers 
gab  ihm  das  Volumen  der  durch  die  Röhre  geströmten  Ituft,  die  Oewlchts- 
vermehmng  der  Röhre  aber  ihren  Feuchtigkeitsgehalt;  der  Aspirator  hielt 
etwa  16  Liter- 

Mi.  Qeichwindigkett  and  Intenntit  du  SchAlIn.  Jede  schwin- 
gende Bewegung  von  hinreiehender  Sehnelligkeit , die  sich  dureh 
ein  geeignetes  Medium  bis  zu  unserm  Gehörorgane  fortpfisnzen 
kann,  wird  durch  dasselbe  als  sog.  Schall  (Geräusch,  Klang,  Ton) 
wahrnehmbar,  und  ist  gewissen  Gesetzen  unterworfen,  die  in  der 
sog.  Akiutik  abgehandelt  werden.  So  beträgt  die  Gesehwindigkeit 
der  Fortpflanzung  des  Schalles  oder  der,  statt  aus  Berg  und  Thal, 
aus  abwechselnd  dichtem  und  dünnem  Luftschichten  bestehenden 
sog.  Sehailwellen  in  trockener  Luft  und  bei  0"  Wärme  332,2", 
und  nimmt  mit  der  Feuchtigkeit  und  Wärme  zu ; in  dem  1 : 0,069 
= 3,8^^  dünneren  Wasserstoffgas  ist  sie  nahe  4 mal,  im  Wasser 
etwas  mehr  als  4 mal,  im  Eisen  15  mal  so  gross.  — Die  Intensität 
des  Schalles  nimmt  mit  dem  Quadrate  der  Entfernung,  beim  Ueber- 
gange  in  ein  neues  Mittel,  etc.,  ab.  — Das  Gehörorgan  vermag  in 
der  Seennde  9 Laute  zu  unterscheiden,  und  ein  Körper  muss  also 
mindestens  *®V*-9=  18,5"  entfernt  sein,  um  einen  Schall  als  Echo 
(im  Gegensätze  zu  Nachhall)  zu  reflectiren. 

Für  die  Geschichte  der  Akustik  und  ihre  Entwicklung  in  der  neuem  Zelt 
können  neben  den  in  248  namhaft  gemachten  etwa  noch  folgende  Special- 
werke verglichen  werden:  nDeaeartes.  Compendium  musiem.  ültrgjeot  1660 
in  4.  (Posth.  erschienen,  dagegen  sohon  etwa  1618  verfasst),  — Morland. 
Descriptlon  of  the  Tuba  Stentorophoniea  or  speaking  tmmpet  (Sprachrohr), 
an  instrument  of  ezcellent  use,  os  well  at  sea  at  as  Und,  invented  and  vari- 
oDsIy  experimented  ln  the  year  1670.  London  1671  in  foL,  — Euler.  Tentamcn 
novm  theorlm  Musiem,  ex  certissimis  harmonim  principlis  dilnoldc  expositm. 
Petrop.  1780  in  4.,  — d'Alembert.  Elömens  de  mnslque  thöorique  et  pra- 
tiqne.  Paris  1770  in  8.,  — Chladni.  Entdeckungen  Ober  die  Theorie  des 
Klanges.  Leipzig  1782,  ferner;  Oie  AknsUk,  Lelpsig  1802  in  4.,  ferner:  Traltö 
d’Acoustique.  Paris  1800  in  8.,  und:  Neue  Beitrlge  zur  Akustik.  Leipzig  1817 
ln  4.,  — Gottfried  Weller  (Freinsheim  in  Rheinbayem  1770  — Kreuznach 
1830;  Generalprokurator  in  DnnnsUdt),  Theorie  der  TonseUkunst  Mainz 
1817—1823  , 2 Bdc.  ln  8.  (3.  A.  1830-1832),  — Charles  CagnUrd  de  la 
Tour  (Paris  1777  — Paris  1860;  IngönUur-göngraphe  und  Mitglied  der 
ParUcr-Academie) , Sur  la  Siröne  (Annales  de  chim.  et  de  pbys.  1810),  — 
Jean-Daniel  Celladon  (Genf  1802 ; Professor  der  Mechanik  in  Genf)  et  Ch. 
SMunn.  Mdmoire  sur  la  compression  des  liquides  et  la  vitesse  du  son  dans 
l’eau.  Paris  18,37  in  8.  (Auch  Annal.  de  chim.  et  de  phys.  1887),  — Hermann 
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Ludwig  Ferdinand  BelmbwltE  (PoUiIam  1831;  Profeasor  der  PhyBiologla 
SU  Königsberg,  Bonn  und  Heidelberg),  Din  Lohre  von  den  Tonempftndungen 
als  phyeiologiscfae  Grundlage  für  die  Theorie  der  Mueik.  Brannschweig  1863 
in  8.  (3.  A.  1865),  — J.  Pisk««  Die  neuern  Apparate  der  Akustik.  Wien 
- 1866  in  8.,  — John  Tyodall  (London  1820;  Professor  der  Physik  und  Mit- 
glied der  Roy."  Society  in  London) , Sound : A Couree  of  tiectures.  London 
1867  in  8.  (Frans,  von  Moigno,  Paris  1860;  Deutsch  von  Uolmholts  und 
Wisdemann,  Braunsebweig  1860),  — F.  J.  Peti«,  Histoire  göndrale  de  la 
mnsique  depuis  les  temps  les  plus  anciens  jusqu’k  noe  jours.  Tom.  1 — 2, 
Paris  1800  in  8.,  — etc.“ 

S8S«  Gesetze  der  SchwingUDgen.  Entfernt  man  eine  gespannte 
Saite  aus  ihrer  Ruhelage,  so  geräth  sie  in  Schwingungen,  welche 
einer  entsprechenden  Wellenbewegung  in  der  Luft  rufen,  und  so 
einen  bestimmten  Ton  zur  Folge  haben.  Die  Anzahl  der  Schwin- 
gungen einer  Saite  in  einer  bestimmten  Zeit  und  die  Höhe  des 
durch  sie  hervorgebrachten  Tones  sind  der  Quadratwurzel  der 
Spannung  direct,  der  Länge  aber  umgekehrt  proportionirt.  Verkürzt 
man  die  Saite  auf  */9,  Vs)  Vti  Va»  Vs»  Visi  Va»  so  heissen  die  ent- 
sprechenden Töne:  Secunde,  Terz,  Quart,  Quinte,  Sext,  Septime 
und  Octave  des  ersten  Tones.  — Auf  ähnliche  Weise  können  ge- 
spannten Membranen,  Stäben,  eingeschloescnen  Luftsäulen,  etc., 
durch  Erregung  von  Schwingungen  verschiedene  Töne  entlockt 
werden.  — Saiten  und  elastische  Platten  können  in  Abtheilungen 
schwingen,  indem  die  Bildung  von  Knoten  und  Knotenlinien  dadurch 
bedingt  wird,  dass  einzelne  Stellen  am  Schwingen  verhindert  werden ; 
es  beruhen  darauf  z.  B.  die  sog.  Chladni’schen  Klangtiguren.  Um- 
gekehrt kann  sich  die  schwingende  Bewegung  schallender  Körper 
so  mittheilen,  dass  ein  Mitklingen  oder  eine  sog.  -Resonnanz  erfolgt 
Ueber  die  von  Ckladni  entdeckten  und  nach  ihm  benannten  Klangfiguren 
veigl.  seine  281  anfgefQbrten  Werke;  Ober  seither  entdeckte  verwandte  £r- 
scheinungen  vergl.  e.  B.  „Fölix  Havart  (Mdziöres  1791  — Paris  1841;  Pro- 
fessor der  Physik  und  Mitglied  der  Academie  in  Paris),  Hocbcrchoe  sur  les 
vibrationa  normales  (AnnaL  de  chim.  et  de  phys.  1827),  — Faradey.  On  a 
peculiar  dass  of  acoustical  figurcs,  and  on  certain  forme  assumed  by  groaps 
of  particles  upon  vibrating  rlasüc  surfaces  (Phil.  Trans.  1831) , — August 
Kuadl  (Schworin  1880;  Professor  der  Physik  in  ZOrich  und  Wfirtburg), 
Ueber  die  Behwingnngen  der  Luflplatten  (Vicrtelj.  der  ZOreb.  nat.  Oeselisch. 
1868),  — etc.“ 


XXIX.  Die  Optik. 

SM.  Das  Lickt  Jede  durch  das  Sehorgan  vermittelte  Wahr- 
nehmung einer  Erscheinung  wird  dem  sog.  Llrble  zugeschriehen, 
das  in  der  Optik  seine  Bcliandlung  findet.  Es  wurde  früher  als 
eine  Smlssion  der  leuchtenden  Körper  betrachtet,  während  man 
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es  jetzt  (296)  für  eine  dnrch  sie  bewirkte  VndalatloB  eines  äosserst 
feinen  und  elastischen  Mittels,  des  sog.  Ethers,  hält.  Da  seine  Ge- 
schwindigkeit (s.  405,  427)  circa  42000  Meilen  oder  ein  Million-mal 
so  gross  als  die  des  Schalles  in  der  Luft  ist,  so  müsste,  wenn  die 
Quadrate  der  Geschwindigkeiten  in  expansibeln  Medien  sich  (2K1) 
umgekehrt  wie  die  Dichten  verhalten  würden,  die  Dichte  dieses 
Ethers  ein  Billion-mal  kleiner  als  die  der  Luft  sein.  — Trifft  ein 
Lichtstrahl  auf  die  Grenze  eines  neuen  Mittels,  so  kehrt  ein  Theil 
desselben  durch  Zterstreuung«  — ein  anderer  durch  Reflexioa« 
für  welche  die  Winkel  des  einfallenden  und  reflcctirtcn  Strahles 
mit  der  in  ihre  Ebene  fallenden  Normalo  einander  gleich  sind,  in 
das  alte  Mittel  zurück,  — ein  dritter  Theil  aber  geht  in  das  neue 
Mittel  über,  oder  wird,  da  dabei  gewöhnlieh  eine  Ablenkung  erfolgt, 
gebroebeDy  und  zwar  so,  dass  für  dieselben  Mittel  das  Verhältniss 
der  Sinnszahlen  der  Winkel  des  einfallcnden  und  gebrochenen  Strah- 
les mit  der  in  ihre  Ebene  fallenden  Normale,  der  sog.  Brecbangs* 
exponenty  unveränderlich  ist.  — Bei  derselben 'Lichtquelle  ist  die 
Intensität  der  Beleuchtung  eines  Körpers  einerseits  dem  Quadrate 
der  Entfernung  umgekehrt  proportionirt , anderseits  hängt  sie 
von  dem  Cosinus  des  Einfallswinkels  der  auffallenden  Strahlen  und 
von  der  Fähigkeit  des  Körpers,  das  Licht  zu  zerstreuen,  d.  h.  von 
seiner  sog.  Welsse  oder  Albedo y ab,  — auf  welche  Gesetze 
Bonguer  und  Lambert  die  sog.  Pbotometrie  bauten.  Die  Dauer 
eines  Lichteindrückes  auf  das  Auge  betrögt  etwa  '/s")  worauf  z.  B. 
das  sog.  Phantasmaskop  beruht. 

Noch  Im  vorigen  Jahrhunderte  dominirte  die  durch  liTewton  cingefDhrto 
EmiBBions-Hypotheso , bei  der  man  sich  dachte,  cs  gehen  von  den  leuch- 
tenden Körpern  zahllose,  äosserst  feine,  der  Trägheit,  aber  nicht  der  Schwere 
unterworfene  Tbeilchen  von  verschiedener  Beschaffenheit  aus,  welche  auf  den 
Qesichtssinn  in  ähnlicher  Weise  wirken,  wie  die  Ausströmungen  von  Riech- 
stoffen auf  den  Geruchssinn.  Seither  ist  diese  Hypothese^  weil  eie  manche 
neu  entdeckte  Erscheinungen  (vergl.  296  u.  f.)  nur  höchst  gezwungen  oder 
gar  nicht  erklären  konnte,  ja,  wie  wir  unten  an  einem  Beispiele  sehen  werden, 
mit  Ergebnissen  der  Messung  in  förmlichen  Conflict  gerieth,  verworfen  und 
durch  die  von  Hugens  aufgestelltc  Undulatlons-Hypothese  ersetzt  worden. 
Nach  dieser  Tictztein  befinden  sich  die  leuchtenden  Körper  in  einer  vihrirenden 
Bewegung,  welche  sich  dem,  den  ganzen  Weltraum  erfüllenden  und  alle 
Körper  durchdringenden,  elastischen  Aethcr  mittheilt,  so  dass  Wellen  ent- 
'•  stehen,  die  in  ähnlicher  Weise  auf  nnsern  Gesichtssinn  wirken,  wie  die  durch 
einen  schallenden  Körper  erregten  Luftwcllen  auf  das  Gehörorgan.  Hat  das 
Fortpflanzungemittel  nach  jeder  Richtung  gleiche  materielle  Beschaffenheit  und 
gleiche  physikalische  Eigenschaften  (wie  z.  B.  Wasser,  Luft,  ctc.),  so  heisst 
es  iaotrop.  — hat  es  dagegen  nach  verschiedenen  Richtungen  (wie  z.  B.  bei 
manchen  krystalllnischen  Körpern)  verschiedene  Eigenschaften,  und  namentlich 
verschiedene  Elostioität,  so  heisst  es  anisotrop.  — Ist  0 der  MUteipuaot 
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der  Errefping  eiaer  sehwingenden  Bewegung  der  Sohwlngungedsner  T,  welche 
sich  mit  eonsUnter  Geschwindigkeit  e in  einem  isotropen  Mittel  nach  allen 
Richtungen  von  Theilchen  su  Theilchen  fortpflanst,  so  wird  nach  der  Zelt  T 
dos  Theilchen  O gerade  eine  Schwingung  vollendet  haben,  — jedes  in  der 
Distans  I von  Ihm  befindliche  Theilchen  m erst  seit  der  Zeit  t = T — (1  ■ °) 
schwingen,  — und  ein  in  der  Distans  L = c.T  befindliches  Theilchen  M 
seine  Schwingung  gerade  beginnen.  Eine  solche  Schwingung  eines  Theilchens 
besteht  aber  olTenbar  eigentlich  darin,  dass  es  durch  eine  momentane  iussere 
Einwirkung  in  einer  gewissen  Richtung  verschoben  wird,  während  die  durch 
solche  Verschiebung  geweckte  Elasticität  dasselbe  auf  gleichem  Wege  wieder 
In  seine  Ruhelage  surOcksuffihren  sucht  Zur  sog.  PhasenBeit  t hat  es  eine 
gewisse  Eiongation  x,  und  es  wirkt  auf  dasselbe  eine  die  Verminderung  von 
X anstrebende  Kraft  f = F (x) , welche  für  x = 0 verschwindet,  so  dass  die 
in  eine  Reihe  entwickelte  F (x)  kein  Oiied  ohne  x enthalten  kann;  mau  darf 
somit  für  gans  kleine  Werthe  von  x,  wenn  k*  eine  Constante  ist, 

f — — k*  X oder  nach  230  : 2 = — k*  x t 

a t* 

' setxen.  Dieser  Differentialgleichung  genOgt  aber,  wie  man  sich  leicht  durch 
Differentiation  fiberaeugt,  wenn  c'  und  c"  Constantc  sind,  und  i = )^ — I ist, 
die  Integralgleichung 

x = c'.e'‘'  + c‘'.c-’“ 

oder,  da  x=0  und  t = 0 sich  entsprechen,  also  0 = c'-|-c"  sein  muss,  mit 
HDife  von  bO : 1 

x = c'(e"“  — o“'“)  = 2c'i.81ntk  • 

und  hieraus  folgt  die  der  Phasenseit  t entsprechende  Geschwindigkeit 

V = 4 * = 3 k c'  1 . Cos  t k S 

a t 

Ist  a die  Amplitude  oder  Elongation  der  Schwingung  und  t‘  die  ihr  ent- 
sprechende Phasenseit,  so  folgen  aus  2 und  3 

a = 2c‘i.Sint‘k  0 = 2kc‘i.  Cos  t'kz=ak.  Ctg  t'k 

also  muss 

Ctgt'k  = 0 t'k=Y  8int'k  = l = 

sein,  wofür  2 und  8 in 

X = a . Sin  t k v = a k . Cos  t k 4 


übergehen.  Ist  aber  n eine  gansc  Zahl,  so  hat  man 

Sin  t k = Sin  (2  n n 4-  t k)  = Sin  + t)  k 

Cos  t k = Cos  (2  n n t k)  = Cos  |-  0 


und  es  nehmen  daher,  wenn  t je  um  2jt:k  vermehrt  wird,  x und  v immer 
wieder  dieselben  Werthe  an,  oder  ca  ist  die  Dauer  einer  Schwingung 

T = 4"-  also  auch  k = ---  S 

k T 

wofür  die  4 in 


X = a . Sin 


2tn 


_ 2a*  2t* 

f-Co»-T' 


s 


Obergehen,  bo  duB  fSr  du  frOher  betrachtete  Theilchen  m mr  Zeit  t nach  der 
Erregung  von  O,  oder  Eur  Zeit  t — (l:c)  nach  dem  Beginne  seiner  eigenen 
Schwingung 
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. = a.Sin(4— i-)a. 


San 


. Cos 


1 


au  aetiPD  ist  Es  geht  hieraus  hervor,  dass  nicht  nur  alle  Theilehen,  welche 
von  0 in  demselben  Abstande  1 oder  auf  einer  Kngelflhche  des  Radius  1 
liegen,  sondern  auch  Allo,,  welche  die  Abstande  L-t-l,  2L-|-1,...  haben, 
wenn  sie  nur  Oberhaupt  snr  Zeit  t schon  schwingen,  sich  in  derselben 
Schwingungspbase  befinden,  — und  dass  ln  Jeder  Eugelscbaale  der  Dicke  I, 
gleichseitig  alle  Schwingungsphasen  vertreten  sind.  Man  nennt  eine  solche 
Kugelschaale  eine  Welle»  L die  WeUenlnnge » und  jeden  Radius  einen 
Stralil.  — Sobald  das  Theilehen  m angeregt  ist,  so  theilt  es  seine  Schwin- 
gungen ebenfalls  den  benachbarten  Theilehen  mit  oder  wird  Mittelpunct  einer 
secundfiren  Wellenbewegung,  die  aber  s.  B.  ein  von  0 in  der  Distanx  1'  Ober 
m hinaus  liegendes  Theilehen  m'  snr  Zelt  t' =:  (1 : c) -f- [(1‘  — l):cj  = l‘:c. 
d.  b.  SU  derselben  Zeit  erreicht,  wo  auch  die  Anregung  von  O dort  ankömmt, 
— es  braucht  also  fOr  die  geradlinige  Fortpflanxnng  in  demselben  Mittel  nur 
die,  alle  secundlren  Wellen  cinhOllende  Hauptwelle  in  Bcrflcksichtigung  ge- 
sogen SU  werden,  — und  in  Fallen,  wo,  wie  im  Folgenden,  diese  secundaren 

Wellen  leichter  ermittelt  werden 
können,  darf  man  Ihnen  die  Ein- 
hüllende als  Hauptwelle  substi- 
tniren.  — Trifft  eine  Liohtwelle, 
von  der  AB  J_  AS  ein  Stück  dar- 
stellen mag,  auf  die  Trennungs- 
ebene  MN  des  alten  mnd  eines 
neuen  Mittels,  so  wird  das  Theil- 
chen  A Mittelpunct  einer  seoun- 
daren  Welle,  von  der  ein  Theil 
mit  der  frühem  Geschwindigkeit 
in  das  alte  Mittel  xurückkebrt, 


' ein  xweiter  mit  veränderter  Oc- 

sebwindigkeit  in  das  neue  Mittel  Obergeht.  Der  rOckkehrende  Theil  wird, 
wahrend  die  slte  Welle  von  B nach  C fortschreitet,  bis  sn  dem  aus  A mit 
B C beschriebenen  Kreise  gelangen , — und  unterdessen  wird  auch  jedes 
swisohen  A und  C liegende  Theilehen  m angeregt  worden  sein,  ja  selbst  eine 
Welle  bis  sn  dem  ans  m mit  E C als  Radius  beschriebenen  Kreise  gesandt 
haben.  Zieht  man  von  C eine  Tangente  CD  an  den  aus  A beschriebenen 
Kreis , und  ist  m n parallel  anm  Berührungsradins  AD,  so  verhalt  sich 
mn:AD  = mC:AC  = £C:BC.  Nun  ist  aber  AD  =3  B C,  also  muss  auch 
mn  = EC  sein,  oder  es  berührt  CD  auch  den  ans  m beschriebenen  Kreis; 
also  hüllt  CD  alle  von  den  swischen  A und  C liegenden  Pnncten  ausgehenden 
secundaren  Wellen  ln  demselben  Augenblicke  ein,  wo  die  ursprüngliche 
Welle  nach  C gelangt,  — folglich  ist  CD  die  entsprechende  Lage  der  reflec- 
tlrten  Hauptwelle,  und  es  entspricht  dem  einfsllcnden  Strahle  SA  der  reflccUrtc 
Strahl  AD.  Do  aber  wegen  AD  = BC  die  Dreiecke  ADC  und  ABC  con- 
gment  sind,  so  folgt  ^ SAM  = ^ BC  A ^ DAC,  oder  es  ist  der  sog. 
Einfallswinkel  a gleich  dem  Reflexionswinkel  a*.  — Bexeiebnet  c'  die  Ge- 
schwindigkeit, mit  welcher  sich  der  ln  das  neue  Mittel  übergehende  Theil 
der  ln  A erregten  Welle  in  demselben  fortpflanst,  so  wird  er  in  der  Zeit 
t = B C : e , welche  die  öraprOngliche  Welle  braucht,  um  von  B nach  C tu 
kommen,  bis  so  dem  ans  A mit  dem  Radius  r = c* . t beeohriebeaen  Kreise 
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gelaogCD,  den  die  Tangente  au»  C ln  F berührt.  Ist  ferner  t'  = EC:o,  so 
wird  die  in  m entstehende  Welle  bis  mm  Ende  dersellicn  Zeit  zu  dem  ans 
m mit  dem  Radius  r'  = c' . t‘  beschriebenen  Kreise  fortrUcken.  Wenn  aber 
mo  _L  CF,  so  hat  man 

r:r‘st:t‘~BC:EC=ÄC;mC  = AF:mo  = r:mo 

folglich  ist  r‘  = mo,  nnd  hieraus 
kann  man  ofTaabar,  entsprechend 
wie  es  bei  der  Reflexion  ge- 
schehen ist,  sehliessen,  dass  CF 
die  gebrochene  Welle  und  AF 
der  gebrochene,  mit  dem  Lothe 
A U einen  Winkel  « bildende 
Strahl  Ist,  so  dass 
Sin  a ; Sin  a = 

= Cos  D A C : Cos  F A C = 

' = AD  ! AF  = ct:o't= 

= c : o'  = n S 

womit,  da  n fDr  dieselben  zwei 
Mittel  conetant  bleibt,  das  im  Texte  ausgeeproebeno  Breebungsgesetz  ans  der 
Undnlstionshypothcsc  bewiesen  ist,  — zumal  sich  der  Beweis  nicht  verkndert, 
wenn  auch  c' > c angenommen  wird.  Nur  wenn  c'  so  gross,  dass  AF>.AC, 
so  kann  keine  Tangente  C F mehr  gezogen  worden , nnd  es  wird  also  die 
gebrochene  Welle  für  c't>  c t . Coscc  « oder  6inn>n  unmöglich,  — es  tritt 
dann  der  in  286  behandelte  Fall  der  totalen  Reflexion  ein.  — Die  Richtigkeit 
des  ans  8 folgenden  Ooaetzes,  dass  sich  die  Brechungsexponenten  fOr  den 
Ueborgang  des  Lichtes  aus  einem  Mittel  in  zwei  verschiedene  Mittel 


d.  h.  umgekehrt  wie  dir,  diesen  Mitteln  sukommenden  Geschwindigkeiten  ver- 
halten, Ist  wiederholt,  so  z.  B.  von  Jean-Bemard-Löon  Faueault  (Paris 
1819  — Paris  1868;  physikalischer  Assistent  der  Pariser-Sternwarte),  vergl. 
seine  Abhandlung  „Sur  les  vtteaees  relatives  de  la  lumiire  dans  l’air  et  dans 
l’ean  (Annal.  de  ohim.  et  de  phys.  18&4)“,  experimentell  nachgewiesen , und 
dadurch  ein  entscheidender  Beweis  für  die  Unzulünglichkeit  der  Emanations- 
Hypothese  geliefert  worden , da  diese  für  das  stirker  brechende  Mittel  auch 
die  grössere  Geschwindigkeit  verlanget,  und  fDr  sie  statt  8 dis  Beziehung 
c':c  = n bestehen  mOsste,  so  dass  der  Gewinn  an  lebendiger  Kraft,  welche 
ein  Liohtthailchen  m = 1 beim  Eintritte  in  ein  stkrker  brechendes  Mittel  zu 
erwarten  bitte,  nach  264 

k = c‘*  — c*  = c*  (n*  — 1)  lO 

wire.  Nimmt  man  die  Geschwindigkeit  im  Vacunm  als  Einheit  an,  so  wird 
für  Irgend  ein  Mittel  k = n*  — 1,  und  diese  Grösse  wird  seit  Newton 
brechende  Kraft  dieses  Mittels  ^ ihr  Verhiltniss  mr  Dichte  des  Mittels 
aber  Brechnngarertnöften  genannt,  obschon  jetzt,  wo  die  XJndnlattons- 
theorie  allgemein  angenommen  ist,  diese  AusdrOcke  nicht  mehr  die  frühere 
Bedentung  haben.  — Das  Reflexionsgesetz  kömmt  schon  in  der  von  Euklid 
geschriebenen  „Omaa  »n«  Katom^na  (Parislls  1557  in  4.,  und  später)“  vor, 
— das  Breebungsgesetz  scheint  dagegen  zuerst  von  Wlllebrord  SnelUua 
anfgefunden,  von  Dcacartes  in  dessen  Manuscripten  entdeckt,  onnexirt,  nnd 
bl  der  jetzt  üblichen  Form  in  seinem  in  3 erwibnten  Hauptwerke  pubilcirt 
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worden  su  sein.  — Die  durch  die  Werke  ^Boagner«  Essai  d’optiquc  sur 
la  gradation  de  la  lumi^rc.  Paris  1720  in  8.  (Neue  Ansg.  durch  Lacaillc,  Paris 
1760  in  4.;  lat.  durch  Richtenburg,  Wien  1762)'^  uud  „Lamberti  Photo- 
metria.  Äug.  Vind.  1760  in  8.“  begründete  LicbtsUirkcincssung  oder  Photo- 
metrie,  geht  sunächst  von  den  swei  Hanptgrundsützen  aus,  dass  1.  dem  Auge 
nur  darüber  ein  entscheidendes  Urtheil  zustebt,  ob  swei  gleichzeitig  auf- 
tretende  Uelligkeiten  gleich  sind  oder  nicht,  so  dass  auf  den  Grad  ihrer  Ver- 
schiedenheit nur  aus  der  OrOsse  der  Veründerung  geschlossen  werden  kann, 
welche  die  Eine  erleiden  muss,  um  der  Andern  gleich  zu  werden,  und  die 
praktische  Photometrie  somit  Mittel  zu  suchen  hat,  um  Helligkeiten  messbar 
zu  verkndern,  — dass  die  Helligkeit  in  demselben  Verhältnisse  abuimmt, 
wie  das  Quadrat  der  Entfernung  der  Lichtquelle  zunimmt.  Die  meisten  Pboto- 
meter  beruhen  entsprechend  entweder  darauf,  dass  man  die  Schatten  eines 
Stabes  oder  die  Beleuchtung  zweier  Flächen  durch  Verschieben  der  einen 
Lichtquelle  ansgleicbt,  und  die  Distanzen  der  Lichtquellen  misst,  — oder 
dass  man  (was  aber  nach  den  Versuchen  von  May  ganz  irrige  Resultate  zu 
geben  scheint)  zählt,  wie  viele  durchsichtige  Olasblättchcn  oder  Hornscheiben 
eine  Lichtquelle  unsichtbar  machen.  Für  neuere  Photometer  vcrgl.  thcils  446, 
theils  mehrere  sofort  namhaft  zu  machende  Specialscbriften.  — Ausser  den 
ln  246  angeführten  Werken  sind  nämlich  sowohl  für  weitern  Detail,  als  für 
die  historische  Entwicklung  der  Optik  etwa  folgende  Schriften  zu  vergleichen: 
„Keppleri  Dioptrice,  seu  Demonstratio  eorum  qnee  visul  et  visibilibus 
propter  Conspicilla  non  ita  prldem  inventa  accidunt.  Aug.  Vind.  1611  in  4., 

— Barrowi  Lectiones  optica;  XVIII.  Londini  1669  in  4.  (für  eine  spätere 
Aull,  vergl.  3),  — Huf^ensi  Traitd  de  la  lumit're,  avcc  un  discours  de  la 
cause  de  la  pesanteur.  Leyde  1600  In  4.,  — Newtoa,  Optics  or  a Treatise 
of  tbe  reflexions,  Inflections  and  colours  of  Light.  London  1704  in  4.  (Auch 
wiederholt  ln  8.;  lat.  durch  Clarke,  London  1706  in  4.  und  ebenfalls  mehr- 
mals ln  8.;  franz.  durch  Coste,  Amsterdam  1729,  2 Vol.  in  12.),  — Robert 
Hmith  (1689  — Cambridge  1768;  Professor  der  Mathematik  zu  Cambridge), 
A eomplet  System  of  Optics.  Cambridge  1738,  2 Vol.  in  4.  (Deutsch  von 
Kistner,  Altenburg  1755;  franz.  durch  Pezenas,  Avignon  1767,  — durch 
Duval-Leroi,  Brest  1767),  — Nicolos-Louis  de  La  Callle  (Rumigny  1713  — 
Poris  1762;  Professor  der  Mathematik  und  Mitglied  der  Academic  zu  Paris), 
Letons  didmentaircs  d*optiquc.  Paris  1750  in  8.  (Viele  Auflagen,  noch  1810; 
lat.  durch  Boscovich,  Viennte  1757),  — Eiileri  Nova  theoria  lucis  et  colorum 
(Op.  var.  arg.  I),  ferner:  Conjectura  physica  circa  propagationom  soni  ac 
luminis  (Op.  var.  arg.  H),  und;  Dloptrica.  Petrop.  1760 — 1771,  3 Vol.  in  4., 

— Priestley  I History  and  present  state  of  discoveries  relating  to  Vision, 
light  and  colours.  London  1772,  2 Vol.  in  4.  (Deutsch  von  KlDgel,  Leipzig 
1775),  — Kliigel,  Analytische  Dioptrlk.  Leipzig  1778  in  4.,  — Joh.  Wolfgang 
von  Götbe  (Frankfurt  1740  — Weimar  1832 ; der  gefeierte  Dichter) , Bei- 
träge zur  Optik.  Weimar  1791 — 1792,  2 Stücke  in  8.,  und:  Zur  Farbenlehre. 
Tübingen  1810,  2 Bdc.  in  8.,  — Giovanni  Battista  Ventnrl  (Biblano  bei 
Reggio  1748  — Reggio  1822;  Professor  der  Philosophie  und  Physik  zu  Modena 
und  Pavia),  Commentari  sopra  la  storia  e Ic  teoric  dcll’  Otlica.  Bologna  1814 
in  4-,  — Jobn  Frederlck  William  Heracfael  (Slough  bei  Windsor  1792  ; Sohn 
von  Wilhelm ; Mitglied  der  Roy.  und  Astron  Soc.  und  auswärtiges  Mitglied 
der  Par.-Acad.;  einige  Jahre  Dircctor  der  k.  Münze,  jetzt  wieder  Privat- 
gelehrter in  London),  On  the  theory  of  light.  London  1828  ln  4.  (franz.  durch 
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VrrhnUt  und  Quctrlct,  Bniz.  1829;  deutsch  von  E.  Schmidt,  Stuttgart  1831), 
— Joh.  Joseph  Preehtl  (Bischofshelm  in  Franken  1778  — Wien  1854; 
Director  des  poljtecbn  Instituts  in  Wien),  Praktische  Dloptrik.  Wien  1828 
in  8.,  — Giovanni  SaDtini  (Caprese  1786;  Professor  der  Astronomie  und 
Director  der  Sternwarte  su  Padua),  Tcorica  degll  stromentl  ottici.  Padova 
1828,  2 Vol.  in  8.,  — Llttrow«  Dloptrik.  Wien  1830  in  8.,  — Brcwiter» 
A treatisc  on  optics.  London  1831  in  8.,  — Joh.  Karl  Eduard  Sehnidt 
(Leipzig  1803  — Tübingen  1832;  Professor  der  Mathematik,  Astronomie  und 
Physik  zu  Tübingen),  Lehrbuch  der  analytischen  Optik  (herausgegeben  von 
Ooldschmidt),  Göttingen  1834  in  8.,  — KtiOEek«  Die  Lehre  vom  Lichte. 
Lemberg  1830  in  8.  (2.  Aufl.  Wien  1853),  — Heinrich  Emil  Wilde  (Finken- 
stein  bei  Marienwerder  1793  — Berlin  1869),  Oesciiichte  der  Optik.  Berlin 
1838 — 1843,  2 Bde.  in  8.,  — Gustav  Radicke  (Berlin  1810;  Professor  der 
Physik  in  Bonn),  Handbuch  der  Optik.  Berlin  1839,  2 Bde.  in  8.,  — Gauss, 
Dioptjische  Untersuchungen.  Göttingen  1841  ln  4.,  — Eocke,  De  formulis 
dioptricis.  Berolini  1844  in  4.,  — Dove,  Darstellung  der  Farbenlehre  und 
optische  Studien.  Berlin  1853  in  8.,  — Grunert,  Optische  Untersuchungen. 
Leipzig  184G— 1851,  3 Bde.  in  8.,  — Beer«  Einleitung  in  die  höhere  Optik. 
Braunschweig  1853  ln  8.,  — F.  Billet,  Professor  der  Physik  in  Dijon : Traitö 
d’optique  physique.  Paris  1858 — 1859,  2 Vol.  in  8.,  — Georg  Hecknagel, 
Lambert's  Photometrie  und  ihre  Beziehung  zum  gegenwlrtigen  Standpunctc 
der  Wissenschaft  München  1861  in  8.,  — A.  Emile  Cherbaliea  (Genf  1837; 
Lehrer  der  Mathematik  und  Rector  der  Kantonsschule  in  Bern),  Essai  hiato- 
rique  sur  les  pröcurseurs  de  la  thöorie  des  ondes  lumineuses.  Berne  1863 
in  8.,  — Charles  Briot«  Professor  in  Paris:  Essai  sur  la  thöorie  mathö- 
matique  de  la  lumiöre.  Paris  1864  in  8.,  — Job.  Karl  Friedrich  Zöllner 
(Berlin  1834;  Docent  in  Leipzig),  Photometrlscbe  Untersuchungen.  Leipzig 
1865  in  8.,  — Alexandre- Edmond  Becquerel  (Paris  1820;  Sohn  von  Antoine- 
Cösar;  Professor  in  Paris),  La  lumiöre,  ses  causes  et  ses  effets.  Paris 
1867—1868,  2 Vol.  in  8.,  — J.  H.  Lindemann,  Beitrag  zur  Geschichte 
der  Photometer,  nebst  Angabe  einer  neuen  Methode  der  Lichtmessung.  Breslau 

1868  in  8.,  — Fr.  Burckhardt,  Leonhard  Euler’s  Lehre  vom  Licht  Basel 

1869  in  8.,  — etc.“ 

S84.  Der  ebene  Spiegel.  Alle  Strahlen,  welche  von  einem 
leuchtenden  Puncte  auf  einen  ebenen  Spiegel  fallen,  werden  durch 
diesen  (283)  so  zurückgeworfen,  wie  wenn  sie  direct  aus  dem 
symmetrischen  Puncte  (88)  kommen  würden,  und  dieser  letztere 
Pnnct  heisst  darum  Bllti  des  erstem,  — ist  aber  nur  ein  fingirtes, 
nicht  ein  reelles  Bild,  da  die  Strahlen  nicht  wirklich  durch  ihn 
gehen.  — Ein  Punct  wird  bei  einer  bestimmten  Stellung  des  Auges 
in  einem  solchen  Spiegel  gesehen,  wenn  die  Oesichtslinie  nach 
seinem  Bilde  den  Spiegel  trifft  Ferner  haben  Gegenstand  und  Bild 
dieselbe  Grösse.  — Trifft  ein  Strahl  auf  die  Kante  zweier  'zu  ein- 
ander senkrechter  Spiegel  ein,  so  bilden  die  beiden  reflectirtcn 
Strahlen  eine  Gerade,  — eine  Eigenschaft,  auf  welcher  der  sog. 
llcllolrop  von  Gauss  beruht.  — Bildet  der  Winkel  a zweier 
Spiegel  einen  aliquoten,  z.  B.  den  n“°  Theil  von  360®,  so  glaubt 
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man  jeden  zwischen  ihnen  befindlichen  leuchtenden  Ponct  n-facli 
zu  sehen , und  zw'ar  erscheint  er  mit  seinen  Bildern  symmetrisch 
in  einem  Kreise  geordnet,  dessen  Centrum  in  der  Kante  der  Spiegel- 
ebenen liegt,  — man  hat  ein  sog.  Kaleidoskop» 

Da«  bciUuflg  bemerkte  Glitzern  der  Fenster  eines  fernen  Kirchthurmc« 
soll  Ganst  auf  den  Gedanken  gebracht  haben,  einen  echwer  sichtbaren  RichU 
punct  dadurch  scharf  anvisirbar  zu  machen,  dass  man  mit  einer  Hülfsvor- 
richiung,  für  welche  der  Text  und  222  zu  vergleichen,  von  diesem  Puncto 
aus  i:^(«nncnlicht  gegen  den  Beobachter  hin  reflcctire.  15tatt  seines  Heliotropen 
(vergl.  für  denselben  Oött  gel.  Anz.  1821,  sowie  Aatr.  Nachr.  Bd.  1 und  5)  wird 
jetzt  meistens  folgender  Einfachere  benutzt,  den  Baeycr  in  seinem  Werke 

„Die  KQstcnvermessung.  Berim  1849  in  4.^ 
vorgeschlagcn  hat:  Ein  über  dom  Visir- 
puncte  aufgcstclltcs  Brett  trägt  einen  um 
zwei  Axen  drehbaren,  io  der  Mitte  bei  a 
durchbrochenen  Spiegel  S,  und  ein  durch 
einen  Deckel  d verschlicssbarcs  Rohr  F 
mit  Fadenkreuz  b;  man  stellt  zuerst  ab 
nach  dem  Stationspuncte  ein,  — dann  wird 
d geschlossen,  S gedreht,  bis  das  Sonnen- 
licht  das  Fadenkreuz  erhellt,  und  der  von  a herrfihrende  dunkle  Fleck  durch 
dasselbe  glcichmässlg  gethcilt  wird,  — schliesslich  d wieder  geöffnet.  Für 
einen  verwandten  Heliotropen  von  Stelohcll  vcrgl.  Schumachcr^s  astron. 
Jahrb.  auf  1844.  — Für  das  Kaleidoskop,  auf  das  sein  Erfinder  Brewster 
1817  ein  Patent  nahm,  vergl.  dessen  Schrift  „On  the  Kalcidoscopc,  ita  history, 
theory  and  construction.  Edinburgh  1858  In  8 ^ 


SSS.  Hohlspiegel  nnd  CoDTeispiegel.  Von  einem  Rphürisclien 
Hohlspiegel  des  Mittelpunetes  C wird  jeder  von  einem  leuchtenden 
Puncte  D einfallende  Strahl  DM  (s.  Fig.  1)  so  nach  MB  zurück- 
geworfen, dass  (110) 


BC:CD  = BM:MD 

oder  angenfihert 

BC:CD  = BA:AD 

also  nahe  (116)  A,  B,  C,  D harmonische  Puncte  sind.  Der  Punct 
B,  in  welchem  somit  nahe  alle  reflectirten  Strahlen  den  in  sich 
selbst  zurUckgeworfenen  sog.  Hauptslrahl  DA  schneiden,  ist  das 
reelle  Bild  von  D,  und  kann  aus  A,  C,  D nach  116  durch  Con- 
struction gefunden  werden.  Bezeichnen  a,  2p,  a die  Bildwelle 
AB,  den  Radius  AC  und  die  Gegenstandswelte  AD,  so  folgt 
aus  obiger  Proportion 

ap  , 111 

a = — oder  = — 1 

a — p a a p 

Ist  a sehr  gross,  wie  z.  B.  für  die  Sonne,  so  wird  «==J),  und  es 
heisst  daher  p als  Sonnenbildweite  Brennweiten  Für  acp  wird 
a negativ,  oder  es  entsteht  ein  hinter  dem  Spiegel  liegendes  dngir- 

86* 
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tes  Bild.  Gegenstand  und  Bild  haben,  wie  die  Hauptstrahlen  der 
äussersten  Puncte  des  Gegenstandes  lehren,  gteiche  oder  entgegen- 
gesetzte Lage,  je  nachdem  sie  auf  gleicher  oder  entgegengesetzter 
Seite  des  Mittelpunctcs  liegen,  — ihr  Grössenverhfiltniss  aber  stimmt 
mit  dem  Verhältniss  ihrer  Abstände  vom  Mittelpuncte  überein.  — 
Wird  der  Radius  eines  sphärischen  Hohlspiegels  negativ,  so  geht 
er  in  den  sphärischen  Convexspiegel  (Malerspiegcl)  über,  so  dass 
für  diesen 

£,  =r oder  = 3 

a -f  p a a p 

d.  h.  jedes  Bild  hinter  dem  Spiegel,  aufrecht  und  verkleinert  ist. 
— Zylindrische  imd  conische  Spiegel  wirken  in  der  Richtung  der 
Kanten  als  ebene,  senkrecht  zur  Axe  als  sphärische  Spiegel  und 
geben  darum  Zerrbilder.  Bei  jedem  nach  einer  Linie  zweiten  Grades 
gescliliffencn  Hohlspiegel  endlich  werden  alle  aus  dem  einen  Brenn- 
puncte  einfallenden  Strahlen  in  den  andern  Brennpunct  zurück- 
geworfen, — so  z.  B.  bei  einem  parabolischen  Spiegel  alle  parallel 
zur  Axe  einfallenden  Strahlen  in  den  Brennpunct  concentrirt. 


Den  Satz:  ^Bein  Bphärischen  Hohlspiegel  sind  Bild  und  Gegenstand,  in 
Beziehung  auf  Mitte  und  Mittelpunct  des  Spiegels  als  zugeordnetc  Puncte, 
einander  harmonisch  zugeordnet^^,  tbcilte  ich  1843  in  Qrunert’a  Archiv  (UI  444) 
mit  — Aus  Dreieck  BMC  folgt 


BC  — 2n  ;n  — 

tr  L ^8ln(2v— w)  * öin2v  — Cos2v.Tgw 


px  V \ 

. 'iy. 

I 


Bin  y — Cos  v [2p  Sin  v : (CD  -|-2p  Cos  v)]  ^ 

^ Sin  2v— Cos  2v  [2pBin  v : (CD+Sp  Co«  v)] 

CD.Sinv  _ p.CD  ‘ 

^CD.8in2v-|-2pBinv  p-j-CD.Cosv 
^ Boi  ganr  kleiner  Oeffnung  oder  sog.  Apertur 

des  Spiegels  darf  Cosvsl  gesetzt  werden,  so  dass  in  diesem  Falle  nach  3 


BC:CD  = 2p:2(p  l-CD)  oder  BC:CD  = BA:AD 


und,  wenn  Qberdiess  CD  = oc  ist,  BC  = p,  ~ wie  dieses  Beides  im  Text« 
als  NSheruDg  gefunden  wurde.  FQr  jeden  andern  Werth  von  v wird  dagegen 
BC  grösser  als  für  v =;0,  und  zwar  hat  man,  wenn  B'C  dem  grössten- Werthe 
v'  entspricht,  den  v bei  der  gegebenen  Apertur  des  Spiegels  annebmen  kann, 
BC  aber  mit  vzrO  correspondirt, 

B'C_BC  — p.CD  _ p.CD».(l  — CostQ 

~p  + CD.Cosv‘  p I-Cl)  ~ (p-f  CD)(p-f-CD.Cogv') 
so  dass  die  ang.  L<Hng;«nabwelchniig  mit  der  Oeffnung  des  Bpiegela  lu- 
nimmt,  — für  CD  = 0 oder  v'  = 0 aber  verschwindet.  Kann,  wie  fUr 
parallel  zur  Axe  einfallende  Strahlen,  p gegen  CD  vernachllaaigt  werden, 
so  wird  die  Längonabweiehung,  wenn  Uberdiesa  a = 2pSlnv'  als  Maass  für 
die  Apertur  eingefOhrt  wird,  sehr  nahe 

, _ P _ P — b'  — (’‘^2p)«  ) _ a«  ^ 

Cos  V'  Kl  — (a  : 2 pj»  **  P 

and  dieser  Langcnsbwcichung  entspricht  als  Bild  des  Pnnctes,  anstatt  einos 
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PuDCtes,  ein  Kreis  des  Radius 

a> 

8 = 1 . Tg  v' = nahe 6 

oder  auch  eine  SeUeBabweichang . welche  der  Deutlichkeit  des  Bildes 
Eintrag  thut  — Aus  3 geht  hervor,  dass  alle  von  D ausgehenden  Strahlen 
DM,  welche  in  derselben  Distanz  AM  vom  Pole  A des  Spiegels  auf  diesen 
Letztem  fallen,  nach  der  Reilexion  in  demselben  Puncte  B Zusammenkommen. 
Es  sind  diese  letztem,  in  3 — 5 enthaltenen  Sätze  bereits  von  Roger  Baeo 
(Ilchegter  ln  Sommerset  1216  — Oxford  1294 ; Franziskaner) , dem  sog. 

Doctor  mirabilis  des  Mittelalters,  in  sei- 
nem /fractatus  de  spcculis  (Ed.  Joh.  Com- 
bach,  Francof.  1014  in  4.)“  ausgesprochen 
wurden.  — Sind  PM  und  QN  zwei  parallel 
zur  Axe  eines  sphärischen  Hohlspiegels  ein- 
fallcnde  Strahlen,  und  macht  man  Dp  = 
D P oder  M p = M P , und  entsprechend 
Nq  = NQ,  so  sind  Mp  undNq  die  reflec- 
tirten  Strahlen,  welche  sich  in  E schneiden. 
Nun  hat  man  nach  Construction  Are  Mp  — 
Are  N q = Are  M P — Are  N Q = 2 . M N, 
und  Are  p q = Are  .Np  — Are  . N q =: 
MN  + Mp  — Nq  = 3MN,  — und,  wenn 

MN  sehr  klein  ist,  sehr  nahe 

ME  = Eq.^=V,.Eq=y,Ep='/4.Mp 

Da  endlich  Are . Mp  rr  Are  . MP  = 2 MO,  so  hat  man,  um  den  Punct  E zu 
finden , wo  ein  Strahl  P M nach  seiner  Reflexion  durch  den  benachbarten 
reflectirten  Strahl  getroffen  wird,  nur  Arc.Hp=:2.MQ  aufzutragen,  und 
*|^  der  Verbindungslinie  Mp  zu  nehmen.  Der  Ort  des,  schon  von  Barrow 
(vergl.  seine  Lectioncs)  in  einzelnen  einfachen  Fällen  aufgesuchten  Punctes  E, 
welcher  in  dem  vorliegenden  Falle  mit  der  von  H beim  Wälzen  des  Kreises 
• HI  auf  IF  beschriebenen  Epicycloide  OberelnkOmmt,  und  z.  B.  in  einem  mit 
Wasser  gefällten  Glase  sichtbar  wird,  heisst  BrennKnie  oder  Catacaaatfea, 
und  wurde  zuerst  durch  Hn|(ens  in  seinem  schon  1678  verfassten  „Traitd 
de  la  Inmiäre“,  — dann  auch,  aber  wenigstens  anfänglioh  fehierhaft,  von 
Graf  Ehrenfried  Walter  von  TaebirDbauaen  (Kieslingswaldc  bei  Görlitz 
1651  — Dresden  1708;  auswärtiges  Mitglied  der  Pariser-Academio,  viel  auf 
Reisen)  in  mehreren  Vorlagen  au  die  Pariser-Academio  behandelt,  — endlich 
von  Jakob  und  Johannes  Bernouilt  (vergl.  ihre  Opera  und  die  Analyse  des 
inftnimens  petits)  nebst  der  Diacanstica  (s.  290)  allgemein  untersucht.  Als 
betreffende  Arbeiten  aus  der  neuern  Zeit  mSgen  zum  Schlüsse  noch  „Auguste 
De  la  Rtae  (Genf  1801;  ProfcBBor  der  Physik  In  Genf  und  auswärtiges 
Mitglied  der  Psrtscr-Academie) , Dissertation  sur  la  partie  de  ropUque  qui 
traite  des  courbes  dites  caustiques.  Qcn6ve  1823  ln  8.^  und  ^Strauch*  Das 
umgekehrte  Problem  der  Brennlinicn.  Wien  1862  ln  4.  (Auch  Wiener  Dcnk- 
schr.  20)^  aogefOhrt  werden. 

S86.  Die  totale  Reflezioo.  Bezeichnet  a den  Einfallswinkel, 
ß den  Brechungswinkel  und  n den  Brechungsexponenten,  so  ist  (283) 
Sin  o : Sin  = n : I 
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und  C8  entspreclien  sich  somit 

a ß und  n 1 a = ß und  n = 1 o < ß und  n < 1 
oder  ea  wird  ein  Strahl  im  Allgemeinen  in  Beziehung  auf  das  Ein- 
fallsloth  zugebrochen,  nicht  gebrochen  oder  weggebrochen,  je  nach- 
dem n grösser , gleich  oder  kleiner  Eins.  Ist  jedoch  n -==:  1 und 
a > Are  Sin  n , so  wird  ß unmöglich ; es  kann  also  der  Strahl 
nicht  passiren,  sondern  kehrt  durch  sog.  totale  Reflexion  in  das 
alte  Mittel  zurück,  so  dass  in  diesem  Falle  die  brechende  Fläche 
wie  ein  Spiegel  wirkt. 

Die  im  Texte  erhiltcne  Bcdlngnng  für  die  totaie  Reflexioo  stimmt  offenbar 
genau  mit  der  in  283  aus  der  ünduiationstheorie  Abgeleiteten  überein.  — 
Der  Name  totale  Keflexion  ist  um  so  berechtigter,  als  nach  den  Versuchen 
von  Arago  (vergl.  dessen  Oeuvres  Vol.  10}  und  Paul-Auguste-Ernest  Laiigicr 
(Paris  1812;  früher  Adjunct  der  Pariser-Sternwarte,  jetit  Mitglied  der  Aca- 
demie)  bei  Benutzung  eines  Reflexionsprisma's  (vergl.  das  gebrochene  Fern- 
rohr in  221)  wirklich  fast  kein  Licht,  jedenfalls  entschieden  viel  weniger  als 
bei  einem  gewöhnlichen  Spiegel,  verloren  geht. 


9S7,  Die  Refractioo.  Denken  wir  uns  die  Atmosphäre  als  eine 
Folge  conccntrischer  und  homogener  Schichten  der  Brechungsexpo- 
nenten  /i,  so  verhält  sich  nach  283 

Sin  Cn  : Sin  b,  = + 

während  trigonometrisch 

Sin  bn  t Sin  Cb  i ■ a,,  ^.  | ■ an 

und  es  ist  daher 

a, . . Sine«  = a„  + i . /*n  + i . Sinc.  + , = y 1 

wo  y eine  Constante.  Bezeichnen  daher  z und  z'  den  ersten  und 

letzten  Einfallswinkel  (die  wahre  und  scheinbare  Zenithdistanz), 
r = z — z'  die  Ablenkung  des  Lichtes  durch  die  Atmosphäre  oder 
die  sog.  Reflractiony  und  setzt  man  = = n,  während 

man  die  Höhe  der  Atmosphäre  gegen  den  Erdradius  vernachlässigt, 
so  ist  nahe 

Sin  z = n Sin  z'  r = Tg  z'  = — - Tg  z 2 

Sm  1"  6 n . Sin  1"  ® 

also  die  Refraction  nahe  der  Tangente  der  Zenithdistanz  proportional. 


Aua  1 folgt  unmittelbar  in  der  im  Texte  angegebenen  Weise 

Sin  z =:  n Sin  z ' 

und  hieraus,  je  nachdem  man  z oder  s‘  eliminirt 
Sin  (r  z')  = n Sin  z' 

Sin  z = n Sin  (z  — r) 

oder  nahe 

r Sin  1"  . Cos  z'  -j-  Sin  z'  = n Sin  z‘ 

Sin  z r=  n Sin  z — n r Sin  1 " . Cos  z 
woraus  dann  sofort  die  übrigen  Gleichungen  2 folgen. 
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Für  die  weitere  Entwicklung  der  Ref^action,  die  Qcschichtc  dieser  DiscipUn, 
und  die  betreffenden  Tafeln  vorgl.  390. 

S88.  Das  Prisma.  Die  Ablenkung  a eines  Licht.stralils  in  Folge 
seines  Durchganges  durch  ein  sog.  Prisma  des  brechenden  Winkels 
b und  des  Brechungsexponenten  n wird  durch  die  Beziehungen 

Sin  «I  = n Sin  ßx  Sin  ß^  = n Sin  a.  1. 

b = — |-  <*2  a = Q!|  -j-  ß^  — b a 

bestimmt.  Für  a|  = ß^  oder  ßx  = a.  wird  a ein  Minimum,  und 
wenn  man  daher  das  Prisma  so  lange  dreht,  bis  der  Winkel  des 
dirccten  und  doppelt  gebrochenen  Strahles  am  Auge  ein  Minimum 
Sg  annimmt,  so  hat  man 

+ o a„-Hb  „.  b _ 

= A = Y n = bin-‘  2--  :Sin-^  S 

und  kann  somit  n bestimmen. 


Aas  1 folgt 


aus  2 eucccssive 
do,  = — d/J, 


Sin  o,  ■ Sin  n,  = Sin  /Si,  . Sin  j?,  4 

oder 

Cos  (o,  — B,)  — Cos  (o,  + o,)  =: 

= Cos  — ^i)  — Cos  (ß,  -f-  ft)  S 
Ferner  folgen  aus  1 

Cos  u,  . d B,  = n . Cos  ft  . d ft 
Cos  ft  . d ft  =:  n . Cos  a,  . d o, 
und,  zum  Theil  mit  Hülfe  hievon  und  von  4, 


, Cos  ft 

d a,  E=  n 

* COB  a« 


iS 

Cos  ft 


d a _ d g,  d ft  Cos  (ft  — ft  ) — Cos  (g,  — g,) 

d ft,  d ft,  ' d ft,  ° Cos  g,  . Cos  ft, 

Soll  a ein  Minimum  annehmen,  so  muss  somit 

ft  — fti  = «1  — 0|  also  noch  5 ft  + fti  = «i  + «» 


und  ft,  = g, 

sein,  w.  z.  b.  w.  Für  einen  etwas  andern  Beweis 
vergl.  K.  L.  Bauer  in  Bd.  3 von  Carl's  Reper- 
torium der  technischen  Physik.  — Jeder  auf  eine 
Kathetenil&che  eines  Prisma’s  A senkrecht  cin- 
fallende  Strahl  tritt  nach  doppelter  Reflexion 
normal  zu  der  andern  Kathetenflftche  aus,  und 
man  sieht  daher  auf  einem  unter  dem  Prisma 
liegenden  Papier  gleichzeitig  einen  seitlichen 
Gegenstand  und  einen  Zeichnungsstift ; hierauf 
basirt  die  von  Wollaston  erfundene  Camera 


iueida  zum  Nacbzeichnen. 


989.  Die  Linien.  Ein  von  zwei  Kugelsegmenten  der  Radien  R 
und  r begrenzter  durchsichtiger  Körper  heisst  biconvexe  Llnsey 
die  mit  der  Centraldiatanz  zusammenfallende  Gerade  Axe  derselben, 
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der  in  die  Linse  fallende  Theil  d der  Axe  DlekCy  und  die  Mitte 
der  Dicke  nilltelpiiiicl  der  Linse.  Bezciclinet  n den  Brechungs- 
cxponenten , so  erliiilt  man  unter  Annalune , dass  der  einfallende 
Strahl  einen  kleinen  Winkel  mit  der  Axe  bilde  oder  ein  Central- 
strahl sei,  und  d vernachlässigt  werden  dürfe  (103;  283;  Fig.  1) 


Es  gilt  also  für  die  biconvexe  Linse  da.sselbe  Gesetz  wie  für  den 
Hohlspiegel  (285),  folglich  bietet  sie  auch  ganz  analoge  Erschei- 
nungen dar.  — Schlägt  11  durch  das  Unendliche  (planconvexe  Linse) 
in  einen  negativen  Werth  (concav-convexe  Linse)  über,  so  ändert 
sich  das  Gesetz,  so  lange  R:=-r  bleibt,  nicht,  indem  dadurch  nur 
die  Brennweite  p etwas  grösser  wird.  Es  haben  also  die  bi-,  plan- 
und  concav-convexen  Linsen  gleiche  Eigenschaften,  namentlich  das 
Bestreben,  die  Convergenz  der  Strahlen  zu  befördern,  — sie  bilden 
die  Classe  der  Sammelltnsen  oder  Brenngläser.  — Wird  r>R 
(convex-concave  Linsel,  oder  schlägt  auch  noch  r durch  das  Un- 
endliche (planconcave  Linse)  in  einen  negativen  Werth  (biconcave 
Linse)  über,  so  wird  p negativ,  so  dass  diese  drei  Linsenarten 
nunmehr  mit  dem  sphärischen  Convexspiegcl  (285)  gleiches  Gesetz 
und  somit  gleiclie  Eigenschaften  haben;  namentlich  befördern  sie 
die  Divergenz  der  Strahlen,  und  bilden  somit  die  Classe  der  Zer- 
streuungslinsen« 

Nach  tlom  Werke  „Discoverlea  in  Ihe  rulns  of  Nlniveh  and  Babylon. 
London  1833^^  ^vurdc  Brewster  eine  zu  Ninive  gefundene  planconvexc  Berg- 
kristall-Linfie  zur  Untersuchung  übergeben;  er  fand  bei  ihr  auf  1",G  Durch- 
messer eine  Brennweite  von  und  sprach  des  Bcstimmteateji  aus,  dass 

man  sie  nicht  als  eine  Zicrath,  sondern  als  eine  Probe  eines  assyrischen  Yer- 
grüseeningsglaacB  zu  betrachten  habe.  Es  scheinen  also  die  Linsen  schon  den 
Alten  bekannt  gewesen  zu  sein,  und  die  von  1317  datirende  Qrabschrift  in 
Florenz  ,sQni  giacc  Nalvino  dogli  Armati,  Inventore  degli  occhialL  Dio  gll 
perdoni  le  peccata^  würde  uns  somit  nicht  den  eigentlichen  Erfinder  der 
Brillen,  sondern  nur  etwa  denjenigen  bezeichnen,  der  sie  förmlich  fabricirto 

und  in  Handel  brachte.  — Die  zur  Ablei- 


tung der  von  Barrow  in  seinen  „Lectio- 
nes  (s.  283)"'  zuerst  gegebenen  Beziehung 
2 im  Texte  aufgcstellten  Olcichbeiten  1 
ergeben  sich  aus  den  Dreiecken  A B G, 
BOD  und  FCD,  PCE  nach  103  und  283 
ohne  Schwierigkeit : Bezeichnen  nkmlicb 
b^  die  Einfalls-  und  Brechungswinkel  an  den  beiden  LinsenflSchen, 
und  aber  die  Winkel,  welche  r und  R mit  der  Axe  bilden,  so 
}iat  man 


c,  ö, 
— <p 
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Sin  f : Sin  c = A B ; A Q 
Sinb  : Sinfi  = (]  D : B D 
Sin  c : Sin  b = n : 1 
n^Ä¥ Tu  D = A G Tb  D ^ 


und  Sin  e' : Sin9'-=  F D : C D 
6iuy':Sinb‘  = CE:FE 
Sin  b' : .Sin  e'  = n : 1 


n.FD.CE  = üD.FE 
und,  wenn  der  Strahl  die  Ldnee  in  der  Distanz  h = a . f von  der  Axe  passirt, 


sehr  nahe 

AB  = |/h»4-(.-f-^)‘ 

, AG  = a-|-r 

BD  = |/h«4-(x  + d-jy  = a| 

fx-|-d  x-f-d  — r 

a?’^,  QDcrx-|-d  — r 

[ a 2 r (,x  -|-  d) 

CE  = ]/h«  + („  + ^)’  =a( 

f “ “+R 

, FD  = R-t  X 

1 a ^ 2«K  * / 

CD  = |/h.  + (x+i’;)’=.( 

folglich 

-fa  + r)/'— +--- 

, FE=R+« 
JL+_^-La„A 

2r(x+d)  «)  ^ 

n(R  + x)(f + a,.)  = (R  + „)(i 

woraus  bei  Vemachlissigung  von  ^ und  d 


x + R 


2xR 


»f 


•) 


nnr  xR  arR 

* a (n  — 1)  — r **  x (n  — 1)  -|-  n R a (u  — 1}  (r  -|-  R)  — r R 

oder  die  1 folgen,  aus  denen  hervorgebt,  dass  wenn  die  Ge|{eiiatandaweite  a 
von  oo  bis  auf  die  Brennweite  p abnimmt,  die  Bildwelte  von  p bis  oo  zu- 
nimmt — Vom  Brennpuncte  kommende  Strahlen  treten  aus  einer  Linse  parallel 
aus,  und  wenn  sie  somit  auf  eine  zweite  Linse  derselben  Axe  fallen,  so  ver- 
einigen sie  eich  in  ihrem  Brennpuncte  neuerdings.  Diese  Eigenschaft,  die  be- 
wirkt, dass  man  mit  einem  Fernrohr  in  ein  anderes  Fernrohr  hincinsehen 

kann , benutzte  Gausa  (vergl.  Astron. 
Nachr.  1824,  Nr.  43)  in  folgender  Welse, 
um  Fadcjtdistanzen  (vergl.  340)  direct  zu 
messen:  Er  beleuchtete  die  zu  messen- 
den Faden,  indem  er  das  Ocular  des 
sie  enthaltenden  Fernrohrs  gegen  den  hellen  Himmel  richtete,  stellte  dann 
dem  betreffenden  Objective  I das  Objectiv  II  eines  Theodoliten  gegenüber, 
sah  BO  die  Faden  a und  b in  a'  und  b',  und  mass  nun  den  wegen  1 ||  2 der 
Fadendistanz  « gleichen  Winkel  a'  in  gewöhnlicher  Weise.  Aut  entsprechende 
Art  kann  man  die  Durchmesser  von  Kreisrolkrometcrn  (s.  347),  etc.,  be- 
stimmen, — ferner,  wie  schon  170»  Lambert  in  einem  Briefe  an  Brander 
hervorhob,  und  dann  wieder  David  Rittenhoase  (Germantown  bei  Phila- 
delphia 1732  — Philadel|>hia  1706;  Uhrmacher  und  Mechaniker  in  Philadelphia, 
später  MOnzmeister  der  Vereinigten  Staaten)  betont  haben' soll,  ein  künstliches 
Signal  in  der  N&he  erhalten,  das  sich  wie  ein  unendlich  Fernes  verhllt  (vergl. 
200  , 330),  — etc.  — Wihrend  bei  Aofstellung  der  Formeln  1 die  Dicke  d 
der  Linse  vemachlüssigt  wurde  , so  kann  man  , ohne  diess  nSthIg  zu  haben, 
für  eine  Linse,  ja  für  ein  ganzes  System  brechender  Flüchen,  ganz  ebenso 
einfache  Oosetze  erhalten,  wenn  man  folgenden,  von  Gaiiss  in  seiner  Ab- 
handlung „Dioptrische  Untersuchungen.  Göttingen  1341  in  4.“  vorgeaeiobnaten 
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N,  r B M 


Weg  cuischlitgt : Stellt  mau  den  auf  eine  breeheude  FUebo  des  Radius  r 

iu  P cinfallendon  Strahl  durch 

y = i.(x_N)  + b S 

den  gebrochenen  Strahl  aber  dareb 

y = ^^‘,  (x-N)  + b‘  4 

dar,  wo  n und  n'  die  Brechuugs- 
" \ j exponenten  der  beiden  Mittel , ß 

\ ' und  ß'  aber,  da  nur  Ccntralstrahlen 

in  Betracht  fallen,  kleine  Grössen 
erster  Ordnung  sein  mögen,  und  N den  Abstand  des  Punctes  N von  irgend 
einem  in  der  Axe  gewkhlten  Anfangspuncte  bexcichnen  soll.  Für  P ist 
X = N + r (1  — Cos  e) 

wo  0 ebenfalls  als  eine  kleine  Grösse  der  ersten  Ordnung  zu  betrachten, 
also  bat  man  nach  3 und  4 


r.-^(l  — Cose)  + b.  = r.-^(l  — Cos9)  + b* 


oder 


b = b' 


bis  auf  Grössen  dritter  Ordnung  genau.  Nun  hat  man  aber  einerseits 
MQ' _ MQ':r  _ 8inMPQ‘:Cosi' _ nCosZ 
MQ'~  MQ:r  ~ SinMPQiCosJ  ~n'Coei‘ 
und  anderseits  nach  8 und  4,  da  M — N = r 
MQ'  (j*‘r:nO  + b‘ 


M Q (ßT  : n)  -|-  b 
oder,  da  X und  4'  kleine  Grössen  sind,  ebenfalls  bis  auf  Grössen  dritter 
Ordnung  genau 

Sind  mehrere,  z.  B.  vier,  brechende  Flächen,  und  bezeichnen  N®,  N‘,  N“,  N* 
ihre  Durchscbnittspuncte  mit  der  Axe,  — M“,  M',  M“,  M*  ihre  Mittelpuncte, 
— n°,  n',  n",  n"',  n*  aber  die  Brechungsexponenten,  so  kann  man  ent- 
sprechend 3 und  4 den  einfallcnden  Strahl  und  die  successlvcn  gebrochenen 
Strahlen  durch 

y=  (x-N»)  + b“ 


y = -|l(x-N»)+b»  = ^(x-N')  + b' 

y = f,:-(x_N')+b'=|;i 


-(X  — N")-f  b“ 


ft***  ft*** 

y =r  ^ (X  - N'O -f  b"  = (X  _ N*)  + b» 
y = -f*-(x-N*)  + b* 


darstellen,  wo,  wenn  zur  AbkQrzung 


Tf*  — N» 
n' 


N»-M» 


= t' 

n‘* 

N' 


N"  — N' 


N*  — N" 


n' 


= t» 


■M' 


n'"  — n" 
N"  — M" 


n»  — n"' 
N*  — M« 
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gesctit  werden,  mit  HOKo  von  b die  Beziehungen 

j»'  = /?»  + u»b»  = u'b'  ß"i  = ß“  /9*  zr/ä"' -f- u»  b* 

b'  = b«  + |J't‘  b"  = b'-f-/9"t"  b»  = b''4-/»"‘t* 

statt  haben,  aus  denen  durch  succcssive  Elimination 

b*  = g.b«+h.,»«  j»*  = k.b»  + l.^  8 

folgen,  und 

g = 1 + u»  (t'  -f  t"  + t*)  + u'  (t"  + t«)  + u"  t*  -)-  u"  u'  (t‘  t“  + t'  t»)  + 

+ u«  u»  (t'  t*  -j- 1"  l*)  + u'  u"  t”  t*  + u»  u'  u"  t'  t"  t* 
h = f + 1"  + 1*  + u'  (t<  t"  + t ' t«)  + u"  (t'  t*  -f  t"  t*)  + u'  u"  t'  t“  t* 
k = u“-t-  u'  + u"  u*  -|-  n“  u't'  -|-  u°u"  (t*  -|- 1“)  u“u»  (t'  + t''  + t*)-(- 
+ u'  u"  t"  + u'  u*  (t"  -f- 1«)  -f  u"  u«  t*  4-  u» u'  u"  t'  t“  + 9 

4-  n»  u'  u«  (t‘  t"  4- 1'  t»)  4-  u»  u“  u*  (t‘  t"  4- 1"  t»)  4-  u‘  u“  u*  t“  t*  4- 
4- u»  u‘ u“  u«  t' t"  t* 

1 = 1 4-  u'  t*  4-  u"  (t‘  4- 1")  4-  «*  (t'  + 1"  4- 1»)  4-  u'  n“  t‘  t"  4- 

+ u‘  U*  (t‘  t"  4-  t'  t»)  4-  U"  U»  (f  t»  4-  t"  t*)  4-  u'  U»  U*  t'  t“  t* 
ist,  so  dass 

gl— hk=l  lO 

wird,  und  somit  die  8 durch 

b»  = l.b«  — h.;J*  j3®  = — k.b*4-g.|9*  II 

ersetzbar  sind.  Es  ist  dabei  zu  bemerken,  dass  8,  10  und  11  nicht  nur  für 
vier,  sondern  fOr  jede  beliebige  Anzahl  von  brechenden  Fliehen  bestehen, 
und  von  Gauaa  in  der  erwlhnten  Abhandlung  unter  Anwendung  einiger  durch 
Euler  in  Bd.  9 der  Comm.  nov.  Petrop.  erwiesenen  Relationen,  welche  ich 
aber  hier  nicht  voraussetzen  wollte,  auch  allgemein  erwiesen  wurden.  — 
Sind  { und  rj  die  Coordinaten  eines  gegebenen  Punctes  P im  einfallenden 
Strahle,  so  hat  man  nach  6*  und  11 


fffl*— kb* 

, = (I  -N“)  4-  Ib*  - hjJ» 

wofDr,  wenn  man 


oder  = 

0 _ n»l-k(f  — N»)  ** 


nM-kCf-N»)  ‘ 


n“i, 


n»l  — k(J  - N") 


= i|' 


IS 


setzt,  die  letzte  6 in 

y = .^(x-{*)4.,*  I« 

fibergeht,  womit  bewiesen  ist,  dass  ein  Punct  P*  der  Coordinaten  f*  und  ij* 
in  dem  letztaustretenden  Lichtstrahle  liegt.  Da  ferner  und  nur  von  { und 
1),  nicht  auch  von  ß°,  abhlngig  sind,  so  bleiben  sie  Ifir  alle  durch  P einfallenden 
Strahlen  dieselben,  oder  es  gehen  alle  von  P kommenden  Strahlen  nach  der 
letzten  Brechung  durch  P*,  so  dass  man  P*  als  das  Bild  von  P betrachten 
kann.  — Ersetzt  man  die  erste  und  letzte  6 durch 

y=fo(»-Q)  + B und  y = .^(x-Q*)4-B*  18 

so  ist 

b»  = B4-e.^  B*  = b*4-9*^  wo  9=  9*= 

also  mit  Hülfe  von  8 


B*  = O.B4-H.^  ^ = K.B4-L.a«  lY 

wo 

0 = g + k.9»  H = h4-g9  4-k90»4-le*  K = k L = 14-k9  IS 
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Nimmt  mau  z.  B.  etatt  Q uml  Q*  zwei  Punctu  E und  E*  ao  an,  dass 

e =— 7—  oder  B =Q  =N»  — 

k k 


B =Q  =N« 


n*(i-e) 


0*  = \ ^ oder  E«  =:  Q*  = N»  + ■”*  ^ 

k k 

also  nach  18,  mit  HQlfc  von  10, 

0=1  H=0  K=k  L=1 

ao  entsprechen  sich  nach  15 

y = .J(x-E)  + B und  y = (x  - E*)  + B 

Nimmt  man  dagegen  statt  Q und  Q*  zwei  Punctc  F und  F*  so  an,  dass 

1 1 nO  n ® 

9 - oder  F =Q  = N » -f -i?— ==  E + 

k k k 


y = i-®^^(x-E*)  + B 


0*  = — ® oder 

k 

also  nach  18,  mit  Hülfe  von  10, 


F*  = Q*  = N»  — =E»  — 

k k 


BO  entsprechen  eich  nach  15 
y = ^(x-T)  + B‘ 


k B'  , S» 

y = —(x-F»)-^^ 


Legt  man  durch  E eine  brechende  Fläche  des  Halbmessers  (n*  — n*)  : k, 
und  denkt  sich  die  n°  und  n*  entsprechenden  Mittel  direct  an  sie  grenzend, 
so  entsprechen  sich  nach  3,  4,  6 

y=g(x-E)  + B und  y = M+ii  (,_£)  + B «5 

als  einfallender  und  gebrochener  Strahl,  und  es  ergibt  somit  die  Vergleichung 
von  21  und  25  den  merkwürdigen  Satz,  dass  der  letzte  Weg  eines  durch 
verschiedene  brechende  Flächen  und  Medien  ans  einem  Mittel  in  ein  anderes 
Mittel  gegangenen  Strahles  in  Beziehung  auf  E*  dieselbe  Lage  hat,  wie  ihn 
ein  Strahl  in  Beziehung  auf  E hätte,  wenn  er  direct  so  dem  ersten  in  das 
letzte  Mittel  durch  die  Eine  brechende  Fläche  in  E gegangen  wäre.  — In 
dem  spcclellen,  aber  besonders  wichtigen  Falle,  wo  n“  = n*  und  daher  Vor- 
stehendes unzulässig,  wollen  wir  in  E eine  unendlich  dünne  Linse  der  Brenn- 
weite — n^ik  annebmen.  Sollen  sich  an  derselben 

y=g-(x-E)-fB  und  y = (x  _E)  + B'  *6 

als  einfallender  und  ausfallender  Strahl  entsprechen,  so  muss  einerseits  B = B' 
sein,  da  die  für  x = E aus  den  beiden  Gleichungen  hervorgehenden  Werthe 
Ubereinstimmen  müssen;  anderseits  geben  die  beiden  Uleichungen,  wenn  a 
und  a entsprechend  wie  Im  Texte  Gegenstandsweite  und  Bildweitc  bezeichnen, 
ihr  y = 0 

_ Bn»  „ B'n*  B n» 

a = E-x  = -^  « = x-E  = --^,-=--^„- 

Bo  dass  nach  1 

= »d«'-  /9“  = k.B  + ,J<>  « 


Substituirt  man  diesen  Werth  in  26*  und  vergleicht  mit  21*,  so  ergibt  sich, 
dass  der  nach  einer  gewissen  Anzahl  von  Brechungen  in  das  erste  Mittel 
zurückkehrende  Strahl  gegen  £*  genau  so  liegt,  wie  ein  nur  durch  die  an- 
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gegebene  Linae  gegangener  Strahl  gegen  E.  Dieee  beiden  merkwürdigen  Pnncte 
E and  E*  bat  Oauss  Hauptpuncte  genannt,  — und  da  für  { = E mit  Bo- 
Dutaung  von  10  und  10  aus  13  aich  = E*  und  •;*  =:  t|  ergibt,  ao  iat  einer- 
aeits  der  aweite  Hauptpunct  daa  Bild  dea  eraten,  und  anderaelts,  wenn  man 
durch  E und  E*  aenkrccht  zur  Axe  Ebenen  legt,  ao  bat  Jeder  Puact  der 
eraten  Ebene  acin  Bild  in  dem  entsprechenden  Puncte  der  aweiten.  — Für 
alle  aua  dem  Puncte  F cinfallenden  Strahlen  mOsaen  aich  x = F und  y = 0 
entaprechen;  folglich  iat  für  aie  nach  24  immer  B‘  = 0,  wlhrend  die  aua- 
tretenden  Strahlen  die  Gleichung  y=:  — /9*’;k  haben,  also  parallel  aur  Axe 
aind.  Umgekehrt  iat  für  alle  parallel  einfallenden  Strahlen  ^ = 0,  alao  haben 
die  austretenden  Strahlen  die  Oleiohung  y=:kB'(x — F*)':n*,  oder  gehen 
durch  F*.  Man  kann  daher  F und  F*  mit  Gauas  passend  Brennpnncle 
des  Systemes  heiaaen;  ferner  haben  die  In  diesen  Puncten  aur  Axe  senk- 
rechten Ebenen  nach  24  die  Eigenschaft,  dass  alle  von  Irgend  einem  Puncte 
der  ersten  Ebene  ausgehenden  Strahlen  parallel  unter  sieh  (aber  nur  fUr  F 
mit  der  Axe)  auatreten,  — und  alle  parallel  unter  sich  einfallenden  Strahlen 
sich  nach  der  Brechung  in  einem  bestimmten  Puncte  der  zweiten  Ebene  ver- 
einigen. — Ist  n”  = n*  und  setzt  man  mit  Hülfe  von  22,  13,  10,  10 

p = E — F = F*  — E»  = — ^ a = E — { 

I * 

a = J*  — E*  = — N»  + N*  — E*  = 

— _ + ® — „o_  -0— 

~ n».l  — k(J  — E + E — N«)  k u — p 

ao  besteht  somit  die  2 analoge  Beziehung 


i + — = i 

a ' a p 


•8 


d.  h.  noch  bei  einem  Systeme  von  Linsen  und  ohne  Vernachlässigung  ihrer 


Dicke  besteht  die  einfache  Beziehung,  dass  die  Summe  der  Rcciproken  von 
Gegenatandsweite  und  Bildweite  gleich  der  Rcciproken  der  Brennweite  ist, 
wenn  man  nur  diese  drei  Grössen  von  den  Ilauptpunctcn  aus  rechnet.  — 
Schliesslich  mag  noch  angeführt  werden,  dass  man  zuweilen  nach  dem  Vor- 
schläge von  Joh.  Benedict  Liating  (Frankfurt  1808;  Professor  der  Physik 
ln  Güttingen)  in  dem  Falle,  wo  n”  und  n*  ungleich  sind,  noch  zwei  sog. 
KnoteDpuncte 


K = E 


K*  = E»  + 


t9 


benutzt;  für  n°  = n*  fallen  sic  offenbar  mit  den  Ilauptpuneten  znaammen. 


S90.  Weitere  Gesetxe.  Um  die  Brennweite  P einer  Sammellinse 
zu  finden,  misst  man  die  Bildweite  eines  sehr  entfernten  öegen- 
standes,  z.  B.  der  Sonne.  Ist  dieselbe  sehr  gross,  oder  handelt  es 
sich  um  die  Brennweite  einer  Zerstreuungslinse,  so  verbindet  man 
sic  mit  einer  Sammellinse  von  kleiner  Brennweite  p,  und  misst  die 
Brennweite  n der  Verbindung;  denn,  da  in  diesem  Falle  für  die 
HUlfslinse  der  Gegensatz  von  P als  Gegenstandsweite  zu  betrachten 
ist,  S0  hat  man  (289 : 1) 


oder  n = -,3^^  - oder  P — — 1 

P + p p — « 
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Erzeugen  die  verbundenen  Linsen 
Distanz  a ein  Bild  in  der  Distanz  a 

p^P 


i-i-- 

a a 


oder 


von  einem  Gegenstände  der 
so  bat  man  somit 

»“P a 


« p 1'  ap4-«p  — aa 

und  hieraus  folgt,  dass  für  P = a auch  p = a wird,  oder  dass  für 
P = a der  Gegenstand  mit  der  Hülfslinse  wie  ein  unendlich  ferner 
Gegenstand  gesehen  wird. 

Das  durch  ciuo  Linse  von  einer  Ebene  erzeugte  Bild  iat  strenge  genommen 
eine  krumme  Fläche;  Haben  wir  nämlich  eine  biennvexe  Llnse^  so  ist  nach  2^9;  1, 

wenn  O die  Gegenstands' 
m'  weite,  B die  BUdweite 

und  P die  Brennweite  be- 
zeichnet, 

-L+-L=J^ 

U ^ B F 
oder,  wenn  0 > F ist, 
FG 

ß = » 

Ist  0'>  0,  so  findet  man  somit  die  entsprechende  Bildweite 

^ - O^F  ) = B - F»  - FKU  ^ ^ 

d.  b.  wenn  sich  der  Gegenstand  von  der  Linse  entfernt,  so  nlhert  sich  das 
Bild  derselben.  In  dem  speciellcn  Falle,  wo  G' = G . Sec  9 dem  Pnncte  M 
entspricht,  ist  somit  ebenfalls  für  sein  Bild  m nothwendig  B'<CB,  w&hrend 
fDr  ein  gerades  Bild  B'  = B . Sec  9 > B sein  mOsste.  Sollte  das  Bild  gerade 
werden,  so  mOeste  der  Gegenstand  umgekehrt  gegen  die  Linse  zu  concav 
sein.  Wird  die  Gegenstandsweitc  g<F,  so  wird  b negativ,  und  man  bat 
entsprechend  3 und  4,  wenn  wieder  g'^g 


_ Fg 


b = 


>g 


und 


b'  = b + F»- 


e‘  — g 


>b 


'*  (F-g)CF-g') 

d.  h.  das  fingirtc  Bild  entfernt  sich  mit  dem  Gegenstände.  In  dem  speclellen 
Falle,  wo  g'=rScc9'  dem  Puncte  M'  entspricht,  ist  somit  für  sein  Bild  m* 
ebenfalls  nothwendig  b'>b,  und  zwar  ist  nach  6 sogar,  sobald  noch  g'<F, 

Fg  Sec  9* 


b' = b Sec  9*  + 

^ ' F — gÖcc9‘ 

= b Sec  9'  4~  ^6*  9*  - 


F-g 
Scc  9'  — 1 


• > b Sec  9' 


(F  — g)  (F  — g Sec  9') 

80  ilazB  das  Bild  sogar  hinter  die  Gerade  zurückgebogen  wird.  Sollte  das 
Bild  gerade  werden,  so  mÜ98te  der  Gegenstand  wieder  gegen  die  Linse  hin 
concav  sein.  Wird  somit  das  durch  eine  Sammellinse  construirte  Bild  durch 
eine  Loupe  betrachtet,  so  bäufen  sich  die  Deformationen,  und  sie  können 
namentlich  bei  nahen  Gegenständen  störend  werden,  wofür  z.  B. , ausser  auf 
die  schon  in  2&6  angeführte  Schrift  von  Place#  auf  „Pieter  Uarting  (Rotter- 
dam 1812;  Professor  der  Chemie,  Botanik,  etc.  ln  Franeker  nnd  Utrecht), 
Het  Mikroskoop,  deszclfs  gebniik,  geechiedenis  cn  tegenwoordige  toestand. 
Utrecht  1848 — 1850,  3 Th.  in  8.  (Deutsch  von  F.  W.  Theilo,  Braunschwoig 
1850),  — Carl  Kellner  (Hirzenhayncr  Eisenhütte  in  Hessen  1826  — Wetzlar 
1855;  Opticus  in  Wetzlar),  Das  ortboskopischc  Ocular,  eine  neu  erfundene 
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nchromatiacbc  Linsencombinntion,  welche  dem  Fernrohr  und  Mikroekop  bei 
einem  sehr  gro.seen  Oeeichtefeld  ein  volikommen  nngekrilmmtes,  perspectiviech 
richtiges,  seiner  ganeen  Ausdehnung  nach  scharfes  Biid  ertheilt,  sowie  auch 
den  blauen  Rand  des  Gesichtsfeldes  aufhebt  Brannschweig  1840  in  8.,  — 
ctc.“  *u  verweisen  ist  — Vemachlässigt  man  in  289:2  die  Dicke  d,  und 
beseichnet  durch 

X - • 

° a(n — 1)  — r Xj,  (n  — 1) -f- n R 

iHc  Werthe,  welche  x und  a fQr  ^ = 0 oder  fOr  Centraletrahlen  annebmen, 
und  netzt  in  280 : 2 

^ — XoH”A^  K^aoH-A*  ® 

dabei  jedoch  die  zweiten  und  bdhern  Potenzen  von  und  sowie  ihre 

Product«  unter  sieb  und  mit  vemacbl&saigeod  ^ so  ergeben  sich  unter  Be> 
nutzung  von  7 

n*  (a  + f)  (»0  — 0 + n » (^o  — 0 (a  + r) 

2 r (n  a — a — r) 

(a  + Xa)»  (a  4-  n x,)  , 

2 a Xo  (n  — 1)»  ^ 

* _"“o*  , tt’n(x„  — n„)‘(c<o-nx„) 

A A X + p _ 

_ h«  Ko«n  r (a  + x„)*  (a  + n x„)  (x,  — o„)«  (a,  — n x,)  _ 


Ax; 


t'  = 


0 


r 


»0 


] = 


2 X * (n  — 1)* 

oder  endiieh,  wenn  man  in  der  Klammer 

“ “0  P 

absondert,  und  schliesslich  nach  280 
b»ao»n 


1 


n — 1 
n r 


1 

n a 


setzt, 

A«  = 


o’n  F“  " r “ i2  + n,l  + 2n/l  1\1 


2p(n 

__  »«W  Fa- 

~ 2npl  a^a«J 


B 


A = 
3n« 


n»  — 2n*+2  , 2n»  — 2n« 
r«  r R 


■ 3n  — 4 . 3n’+n 

- I ß 


- n , n* 

C = 3n  + 2 


11 


1« 


Ist  h gleich  der  halben  Oeffnung  der  Linse , so  stellt  A « sog  aphii- 
rlache  Langenabwelchung  vor,  welche  somit  dem  Quadrate  der  OcOnung 
und  dem  Quadrate  der  Bildweitc  direct,  der  Brennweite  umgekehrt  propor- 
tional ist  Ihr  entspricht  (analog  285),  wenn  y>  den  Winkel  des  austretenden 
Strahles  mit  der  Axe  beseichnet,  eine  Seitenabwelehung 

A^=A«-Tgv>  oder  nahe  Aß  — ^ 


13 


FQr  parallel  ciurallcndes  Licht  ist  a = oo  und  og  = p,  also  wird 


A«  = - 


h « p A 
2n 


Aß  = -- 


h»  A 
2 o 


14 
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Berechnet  man  für  eine  Folge  von  Werthen  von  b je  die  ^ a,  so  bcBlimmen 
diene  die  Folge  der  austretenden  Strahlen,  und  dlcae  etellen  ln  Ihren  Durch- 
schnitten  die  sog.  DIacaustIca  dar,  fOr  welche  aber  auf  die  in  286  ciUrten 
Specialschriften  verwiesen  werden  muss. 


991.  Camera  obaenra  und  Aoge.  Entwirft  man  in  einem  dunkeln 
llanme  mit  Hülfe  einer  Saramcllinac  ein  Bild  eines  äussem  Gegen- 
standes, und  fängt  dieses  auf  einer  Tafel  auf,  so  hat  man  eine  sog. 
Camera  obscura  eingerichtet.  Besteht  die  Tafel  aus  einer  mit  Jod- 
dänipfen  beschlagenen  Silberplattc,  so  raoditicirt  das  Licht  in  wenig 
Secunden  die  Jodschichte  so,  dass  die  von  Uim  getroffenen  Stellen 
Quecksilberdämpfc  um  so  leichter  condensiren,  je  stärker  es  war, 
wodurch  sich  ein  Bild,  ein  sog.  Daguerreolyp,  erzeugt,  das  durch 
Abwaschen  des  Jods  mit  einer  Lösung  von  unterschwefligsaurem 
Natron  Dauer  erhält  oder  flxirt  wird,  — besteht  sie  dagegen  aus 
einer  erst  mit  Jodkalium  oder  jodkalihaltigem  Collodium  überzogenen, 
dann  in  einer  Losung  von  salpetersaurem  Silberoxyd  oder  Gallus- 
säure gebadeten  Glastafcl,  so  wird  diese  durch  das  Licht  so  modifl- 
cirt,  dass  beim  Begiessen  mit  einer  Lösung  von  Eisenvitriol  jede 
Stelle  um  so  dunkler  wird,  je  kräftigeres  Licht  auf  sie  einwirkte, 
oder  ein  sog.  IVeKativ  entsteht,  das  in  ähnlicher  Weise  flxirt  wird, 
und  nun,  wenn  das  Tageslicht  durch  dasselbe  auf  mit  Chlorsilber 
impregnirtes  Papier  fällt,  auf  letzterm  mit  Hülfe  einiger  unter- 
geordneter Manipulationen  eine  sog.  Photographie  erzeugt.  — 
Der  Camera  obscura  entspricht  das  Auge,  in  welchem  das  durch 
die  Krystall-Linse  erzeugte  Bild  von  der  Netzhaut  aufgefangen 
werden  soll.  Das  Auge  kann  sich  nun  zwar,  indem  es  mit  Hülfe 
der  innem  Muskulatur  die  Form  der  Linse  abändert,  der  Gegen- 
standsweite a etwas  acconiodiren ; aber  wenn  diese , um  den  Seh- 
winkel hinlänglich  gross  zu  machen,  kleiner  als  die  sog.  Sehweite 
h werden  muss,  so  erfordert  es  zur  Hülfe  eine  Sammellinse  der 
Brennweite  p < h , um  die  Bildw’eite  wieder  auf  ( — h)  zu  redu- 
ciren.  Da  somit  (289) 


oder  — = 1 H = m 

a p 


— h a p 

und  sich  kleine  Winkel  wie  ihre  Tangenten  verhalten , so  ist  der 
Sehwinkel  mit  Hülfe  der  Linse  m-mal  vergrössert  worden,  und 
diese  heisst  darum  VcrgrOsscrungsglas  oder  Loupe. 


Die  Camera  obscura  wird  gewöhnlich  nis  eine  Erfindung  von  Oiam- 
battista  dclln  Porta  (Neapel  1538  — Neapel  1015;  wohlhabender,  meist  auf 
Reisen  lebender  Edelmann)  betmehtet,  der  sic  in  seiner  „Magia  naturalls  sive 
de  mirnculis  reriim  naturalium  librl  IV.  Neapolis  1558  in  fol.  (Nene  Aufl. 
1589;  deutsch,  NOrnberg  1713)“  beschrieb,  — jedoch  soll  sie  schon  spütestens 
Leonardo  da  Vinci  (Vinci  bei  Florenz  1452  — Cloux  bei  Amboise  1519; 
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Meier,  BUdheaer  und  Physiker)  gekannt  haben.  — Ala  erster  Erfinder  der 
Daguerreotypie  ist  Joscph-Nic^pbore  IVIepce  (Ch&lons-sur-Saöne  1765  — 
Oras  bei  Cb&lons  1833^  Cavallerie-Officler)  zu  betracbten,  da  seine  Versuche 
bis  anm  Jahre  1814  blnaufreichen,  und  er  schon  1837  der  Roy.  Society  Bilder 
auf  Metall  fibergab;  Daguerre,  dessen  llauptverdienst  darin  besteht,  das 
Verfahren  vervollkonminet  und  in  eigentlichen  Gebrauch  eingefobrt  zu  babeu, 
war  schon  1836  und  dann  durch  gerichtlichen  Act  1829  mit  ihm  in  Verbindung 
gekommen.  Die  Photographie  auf  Papier  will  William  Henry  Fox  Talbot 
(Liacock  Abbey  in  WUtshire  1800;  reicher  Privatmann)  schon  1834  erfunden 
haben;  jedoch  tbeilte  er  sein  Verfahren  erst  in  der  Schrift  „Some  account  of 
the  art  of  photogenic  drawing.  London  1839  in  4.“  öffentlich  mit;  Ober  die 
seitherige  Ausbildung  der  Photographie  muss  auf  die  Specialwerke  „Adam 
Georg  .Hartla  (Wien  1812;  Bibliothekar  des  Wiener-Polytechnikums),  Reper- 
torium (später  Handbuch)  der  Photographie.  Wien  1846  ln  12.  (6  A.  1865 
ln  8.),  — D.  van  .MoncliboveD  in  Gand;  Traitö  gönöral  de  pbotographie. 
Paris  1856  in  8.  (6.  6d.  1865),  — Photographische  Mittheiiungen.  Zeitschrift 
des  Vereins  zur  Förderung  der  Photographie.  Berlin  1866  — 1870,  6 Bde.  in  8., 
— Hermann  Vogel  (Dobrllugk  in  der  Niederlausitz  1834;  Lehrer  der  Photo- 
graphie an  der  k.  Gewerbeacademie  in  Berlin),  Lehrbuch  der  Photographie. 
Abth.  1 — 2.  Berlin  1867 — 1868  in  8 , — etc.“  verwiesen  werden.  — Der  Aug- 
apfel ist  von  der  undurchsichtigen  barten  Haut  (Sclerotica)  a umschlossen, 
welche  nach  vorn  in  die  stärker  gewölbte  und  durch- 
sichtige Uornfaaiit  (Cornea)  b abergeht,  und  im 
Iimem  mit  der,  aus  zahllosen  Blutgefässcben  zwi- 
schen dunkeln  Pigmentzellen  bestehenden.  Aderbaut 
(Chorioldea)  c bekleidet  ist,  an  welche  sich  die  ein 
Diaphragma  bildende  Regenbogenbant  (Iris)  i an- 
scbliesst;  hinten  in  den  Augapfel  bei  d endlich  tritt 
der  Sehnerv  ein,  und  breitet  sich  in  die  Hetsbaut 
(Retina)  e aua.  Der  Raum  A zwischen  der,  zwiebelartig  aus  nach  Innen 
immer  dichter  werdenden  Schaalen  gebildeten  Lfoae  (Crystallinom)  B und 
der  Hornhaut  ist  mit  der  wSaacrlgen  Flüssigkeit  (Humor  aqueus)  er- 
ffillt,  — der  Raum  C hinter  der  Linse  mit  einer  schleimigen  Gallerte,  der 
Glasfeaebtigkelt  (Humor  vitreus).  Die  Empfindlichkeit  der  Netzhaut  ist 
beim  sog., gelben  Fleck  (Macula  lutea)  k am  stärksten,  — an  der  Ein- 
trittsstelle des  Nervs,  dem  Mariotte’schen  Fleck  f,  verschwindend  klein.  — 
Mit  der  gleichzeitigen  Benutzung  beider  Augen  bängt  das  Körperlich-Behen 
zusammen,  wie  man  sich  Oberzeugen  kann,  wenn  man  jedem  derselben  eine 
ihm  entsprechende  (also  bei  Pupillendistanz  60*°"  und  Gegenstandsweite  250°" 
um  3 . Are  Sin  (30  : 250)  = circa  15**  von  der  andern  abweichende)  ebene  Dar- 
stellung eines  Gegenstandes  unterbreitet.  Das  zu  letzterm  Zwecke  dienende 
Stereoskop  wurde  1838  von  Charles  Wbeatstonc  (Oloucester  1802;  frOher 
musikal.  Instrumentenmacher,  später  Professor  der  Physik,  jetzt  Privatmann 
ln  London)  erfunden;  vergl.  darOber  „Brewster,  On  the  Stcrcoscope,  its 
history,  theory  and  constructlon.  London  1856  in  8.,  — A.  Steiabausert 
Professor  der  Mathematik  in  Wiener-Neustadt : Ueber  die  geometrische  Con- 
strnction  der  Stereoscopbilder.  Graz  1870  in  8.,  — etc.“ 


90S.  Das  libeskop.  Jedes  Instrnment,  das,  wie  die  Loupe, 
dazu  dient,  einen  kleinen  nahen  Gegenstand  unter  einem  grösseren 
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Gesichtswinkel  zu  zeigen,  heisst  IHlkroskop«  Beim  gewöhnlichen 
Jlikroskope  wird  mit  einer  Sammellinse,  dem  sog.  Objeclivey  von 
dem  Gegenstände  g ein  reelles  Bild  b erzeugt,  und  dieses  mit  einer 
Loupe,  dem  sog.  Ooularey  betrachtet;  seine  Vergrösserung  wird 
gewöhnlich  bestimmt,  indem  man  ein  Mikrometer  als  Object  unter- 
legt, und  mit  einem  in  der  Sehweite  angebrachten  Maassstabe  ver- 
gleicht. Da  man  das  (tbjectiv  g bis  auf  die  Brennweite  nähern, 
und  dadurch  b,  wegen  b:g  = o:a  und  (289:1),  bis  in’s  Unendliche 
entfernen  und  vergrössern  kann , so  ist  es  möglich , durch  einen 
blossen  gleichzeitigen  Auszug  der  Ocularröhre  entweder  nur  irgend 
eine  stärkere  Vergrösserung  zu  erhalten,  oder  den  Werth  eines  Um- 
ganges einer,  mit  dem  im  Brennpuncte  stehenden  Fadennetze  ver- 
bundenen Mikrometerschraubc  mit  einer  als  Object  unterlegten  Thei- 
lung  (s.  327)  in  Einklang  zu  bringen.  — Beim  Sonneiimlkroakope 
wird  der  mit  einer  Sammellinse  beleuchtete  Gegenstand  vor  den 
Brennpunet  einer  zweiten  Sammellinse  gebracht,  und  das  sehr  ver- 
grösserte  Bild  an  einer  weissen  Wand  aufgefangen. 

Vcrgl.  fOr  dns  Mikroskop  ausser  den  200  anf;cfahrten  Schriften  „CarlNägeli 
(Kilchberg  bei  Zürich  1817;  Professor  der  Botanik  in  Freiburg,  Zürich  und 
München)  und  Simon  üchweDdroer  (Buchs  im  Rhcinthal  1829;  erst  Assistent 
von  Nägeli  in  München,  dann  Professor  der  Botanik  in  Basel),  Das  Mikroskop. 
Leipzig  18t)7  in  8.“,  — für  seine  mit  derjenigen  des  Teleskop’s  verwobene  Oe- 
Bchicbtc,  sowie  für  anderweitige  Bestimmung  der  Vergrösserung  283.  — Das 
Honneninikroakop  soll  1710  durch  den  damals  als  Professor  der  Mathe- 
matik und  Physik  an  der  Rittcracademie  zu  Erlangen  tbltigen  Arzt  Theodor 
Balthasar  erfunden  worden  sein.  Als  eine  Abart  desselben  ist  die  sog. 
Zauberlaterne  (laterna  magica)  zu  betrachten , deren  Erfindung  man  ge- 
wöhnlich dem  Jesuiten  Athanasius  Klreher  (Geysa  bei  Fulda  1601  — Rom 
1680;  Professor  der  Mathematik  und  der  orientalischen  Sprachen  in  WOrz- 
burg  und  Rom)  zuschreibt. 

393.  Das  Teleskop.  Ein  Instrument,  das  dazu  dient,  einen  ent- 
fernten Gegenstand  unter  einem  grössern  Gesichtswinkel  zu  zeigen, 
heisst  Teleskop  oder  Fernrohr  (Tubus).  Bei  demselben  wird 
mittelst  einer  Convexlinse  (Refractor)  oder  einem  Hohlspiegel  (Spiegel- 
teleskop) der  Brennweite  P von  dem  Gegenstände  ein  Bild  entworfen, 
und  dieses  durch  eine  Loupe  der  Brennweite  p betrachtet  (astro- 
nomisches Fernrohr),  so  dass  für  sehr  ferne  Gegenstände  die  Länge 
des  Fernrohrs  gleich  P -f  p i.st.  Um  die  Gegenstände  aufrecht  zu 
sehen,  wird  entweder  nicht  das  Bild  selbst,  sondern  ein  durch  eine 
neue  Convexlinse  gebildetes  verkehrtes  Bild  des  Bildes  betrachtet 
(Erdfernrohr),  oder  cs  werden  die  vom  Objectiv  kommenden  Strah- 
len schon  in  der  Distanz  P — p,  eho  sic  sich  zum  Bilde  vereinigt 
haben,  mit  einer  concaveu  Linse  der  Brennweite  p aufgefangen 
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(holländisches  Fernrohr).  — Bei  dem  astronomischen  tind  holländi- 
schen Fernrohr  kann  man  sehr  nahe  mit  Hugens  die  sog.  Ver- 
grüsaerang  q> : durch  das  Verhältniss  P ; p ersetzen,  und  dieses 

letztere  beim  astronomischen  Fernrohr  praktisch  bestimmen,  indem 
man  das  für  ferne  Gegenstände  ajüstirte  Fernrohr  gegen  den  Himmel 
richtet,  und  die  Durchmesser  des  ein-  und  austretenden  Lichtzylin- 
ders vergleicht  (v.  297).  — Das  Gesichtsfeld  ist  der  Fläche  des 
Oculars  proportional,  — die  Helligkeit  des  Bildes,  bei  gleicher  Ver- 
grösserung,  der  Fläche  des  Übjectives.  Zur  Vergleichung  von  Re- 
fractoren  und  Reflectoren  ist  zu  beachten,  dass  nach  Arago  eine 
Linse  nahe  alles  Licht  durchlässt,  während  ein  Spiegel  nur  etwa 
die  Hälfte  reflectirt. 


Oniur 


Gewöhnlich  wird  angenommen,  es  habe  am  1590  der  Brillenmacher  Zacharias 
Jansen  in  Middelburg  das  erste  Mikroskop  zusammengescUt,  und  von  Einigen 

wird  die  erste  Erstellung  des  Fernrohrs 
ebenfalls  ihm,  von  Andern  dagegen  seinem 
Handwerksgenossen  Hans  Llpperabey, 
oder  auch  Jacob  Adriaansoon  genannt 
IHetius  (Alkmaar  15..  — Alkmaar  1630?; 
Sohn  und  Bruder  der  beiden  Adriaen  in  122;  Glasschleifer  ln  Alkmaar},  etc., 
zugeaebrieben , vcrgl.  ausser  -Wilde  (283)  z.  B.  „Pierre  Borei  (Castres  ln 
Languedoc  1020?  — Paris  1680;  königl.  Leibarzt  und  Mitglied  der  Academie 
io  Paris),  De  vero  telescopii  inventore.  Hagss  1655  in  4.“.  Gewiss  ist,  seit 
dem  von  Gerhard  Moll  (Amsterdam  1785  — Amsterdam  1838;  Professor 
der  Mathematik  und  Physik  zu  Utrecht)  publicirten  „Geschiekundig  Onderzoek 
naar  de  eerste  Uitfinders  der  Verrekijkers  (Verh.  v.  Nederl.  Inst.  1831)“,  dass 
Llpperabey  1608  X 2 bei  den  Oeneralstaaten  um  ein  Privilegium  für  ein 
aus  Bergkrystall-Linsen  zusammengesetztes  Fernrohr  einkam,  — dass  die 
ersten  Femröhren  allgemein  bollKndlsebe  hicssen,  und  die  im  Texte  unter 
diesem  Namen  aufgefOhrte,  jetzt  fast  nur  noch  in  den  Opernguckern  reprksen- 
tirte  Construction  hatten,  — dass  das  von  Galilei  verfertigte  Fernrohr, 
welches  man  noch  gegenw&rtig  mit  seinem  zwei  Zoll  Durchmesser  und  vier 
Fiiss  Lknge  besitzenden  Kartonrohr  im  Museum  zu  Florenz  mit  der  Aufschrift 
„1'ubum  optlcum  vides,  Galilei  inventum,  et  opus  quo  solis  maculas  ct  extimos 
Innn  montes,  et  Jovis  satellites,  et  novam  quasi  rerum  universitatem  primns 
dispexit  A.  D.  1609“  aufbewahren  soll,  eine  Nachbildung  des  HoUtndischen 
war,  — dass,  wlhrend  dieses  Letztere  (vergl.  meinen  Vortrag;  „Die  Erfindung 
des  Fernrohrs  und  ihre  Folgen  fOr  die  Astronomie.  Zürich  1870  io  8.“}  mehr 
als  ein  glücklicher,  vielleicht  sogar  durch  Spielen  von  Kindern  mit  Linsen 
veranlasster  Fund  zu  betrachten , die  Grundidee  zu  unserm  jetzigen  astro- 
nomischen und  terrestrischen,  für  alle  ernstlichen  Anwendungen  ausschliesslich 
brauchbaren  Fernrohr  erst  von  Keppler  ln  seiner  Schrift  „Dioptrice.  Aug. 
Vlnd.  1611  In  4.“  gegeben  wurde,  und  somit  er  eigentlich  als  wahrer  Er- 
flnder  dieses  wichtigen  Hülfsapparates  zu  bezeichnen  sein  dürfte,  — dass 
Hugens,  um  die  Vergröasemng  trotz  der  keine  starkem  Loupen  erlaubenden 
sphlrischen  und  chromatischen  Abweichung  (290  , 295)  zu  steigern,  die  An- 
wendung von  Objcctlvcn  grosser  Brennweite  einführte , ja  unter  dem  Namen 
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Luftfern röhren  (Tilescopes  aSrieni)  einzelne  Instrumente  constmirte,  bei 
denen  Objective  von  hundert  und  mehr  Fuss  Focaldistanz  verwendet,  und  so- 
dann Objectiv  und  Ocular  getrennt  aufgestellt  waren,  — dass  endlich  Newton, 
im  Glauben , es  sei  die  Farbenzerstreuung  bei  jedem  Körper  seiner  Brechung 
proportional,  an  der  Möglichkeit  verzweifelte,  durch  Combination  von  Linsen 
die  chromatische  Abweichung  heben  zu  können,  darum  zu  dem  echon  1616 
von  Zncehiuo  gemachten  Vorschläge  griff,  der  Objectlvllnse  einen  Objectiv- 
spiegel  zu  Bubstituiren,  und  so  ein  erstes  brauchbares  Spiegelteleskop  erhielt, 
das  die  Roy.  Society  noch  jetzt  unter  der  Aufschrift  „Invented  by  Sir  lasse 
Newton  and  made  with  bis  own  hands  in  the  Year  1671“  besitzen  soll.  Für 
die  weitern  Fortschritte  in  der  Constniction  des  Teleskopes,  an  denen  natflr- 
lich  je  auch  das  Mikroskop  participirte,  vergl.  39Ö.  — Berechnet  man  x aus 


1 


oder 


x = p-f- 


P* 


P-f  p X p 

80  treifeD  sich  ofTenbar  nach  289  ; 1 sämmtliche  von  der  Mitte  des  Objectives 
kommende  Hauptatrablcn  in  der  Diatans  z hinter  dem  Oculare,  und  man  wird 
daher  von  dem  dadurch  bestimmten,  sog.  Auf^oPmicte  das  ganse  OesichtS' 
feld  am  Besten  übersehen.  — Ist  ferner  d die  Distanz  des  Oculares  vom 
Objectivbilde , welche  ein  Auge  der  Sehweite  h ndthlg  hat,  um  vom  Aug* 
puncte  aus  deutlich  zu  sehen,  so  ist  nach  289 : 1 

1 j .1  P*P 

— oder  d = D • 

P 


d ^ — (h  — x) 


Ph  — p‘ 

so  dass  der  Weitsichtigere  eines  grössem  Auszuges  bedarf.  — Ist  bei  einem 
auf  ferne  Gegenstände  aJQstirten  Fernrohr  ^ P der  nöthigo  Auszug  um  einen 
Gegenstand  der  Distanz  a deutlich  zu  sehen,  so  ist  nach  289 : 1 

P*  P* 

AP=jr:rp  oder  * = P + ^ » 

SO  dass  man  a angenähert  aus  ^P  berechnen  kann,  und  sich  s.  B.  für 
P = 96"dd  die  Werthe  2",  ...  und  a = 4616',  392',  ...  ent- 

sprechen. — Von  den  verschiedenen  Versuchen,  durch  Zugabe  weiterer  Linsen 
das  Fernrohr  zu  verkOrzen,  das  Gesichtsfeld  zu  erweitern,  die  sphärische 
Abweichung  und  die  Krümmung  des  Bildes  (290)  zu  heben,  etc.,  mag  bei- 
spielsweise angefObrt  werden,  dass  Hu^eos  vorschlug,  einer  planconvezen 
Augenlinse  eine  ebensolche,  etwas  innerhalb  der  Brennweite  des  Objectives 
stehende,  sog.  Collectivllase  beizugeben,  so  dass  beide  Linsen  ihre  convexe 
Seite  dem  Objective  zukehren,  — während  Ramsden  die  HOlfsllnse  ausser- 
halb der  Brennweite  anbrachte,  und  die  convexen  Seiten  einander  zuwandte; 
erateres  Ocular,  bei  dem  offenbar  die  Bildebene  zwischen  die  beiden  Linsen, 
oder  Id  das  Ocular  fällt,  heisst  neg^atlT«  — Letzteres,  das  bei  mikrometri- 
schen Vorrichtungen  vorgeschraubt,  und  somit  unabhängig  von  denselben  ge- 
wechselt werden  kann,  wird  dagegen  als  positiv  bezeichnet.  — Zur  leichtern 
Messung  des  austretenden  Lichtzylinders,  behufs  dar  im  Texte  erwShnten 
Methode,  die  Vergrösserung  zu  bestimmen,  bat  Adams  unter  dem  Namen 
Auzometer  eine  Art  Loupe  mit  Tbeilung  construirt,  für  welche  auf 
^cllao«  De  PAuzom^tre  inventö  par  Mr.  Adams  (Journ.  de  phys.  par  Rozier 
1783)“  verwiesen  werden  kann,  und  die  mit  dem  von  Ramsden  zu  gleichem 
Zwecke  empfohlenen  Dynamometer  ziemlich  identisch  ist 

S94.  Das  Spectrom.  Lässt  man  durch  eine  enge  Spalte  Sonnen- 
liclit  auf  ein  Prisma  fallen,  und  fängt  sodann  den  gebrochenen  Licht- 


Digitized  by  Google 


— Die  Optik.  — 


405 


büBchcl  mit  einem  weissen  Schirme  anf,  so  erhält  man  ein  breites 
farbiges  Bild  oder  Spectrum  $ das  einerseits  die  sog.  Regen» 
bogenfarbent  „Roth,  orange,  gelb,  grün,  blau  (hellblau),  indigo 
(dunkelblau),  violet“  zeigt,  so  dass  das  Sonnenlicht  aus  farbigen 
Strahlen  besteht,  deren  Brechbarkeit  von  roth  bis  violet  beständig 
zunimmt,  — und  anderseits  eine  Menge  dunkler  Querstreifen,  die 
sog.  Fraunbofer’sctaen  Linien,  deren  hauptsächlichste  (s.  Fig.  1) 
mit  den  Buchstaben  A bis  H bezeichnet  wurden.  — Ferner  ist  durch 
die  Untersuchungen  von  Brewster,  Kirchhoff,  etc.  bekannt  geworden, 
dass,  wenn  man  in  einer  Flamme  auch  nur  ganz  kleine  Mengen 
gewisser  Salze  (z.  B.  in  einer  Weingeistflamme  etwas  Kochsalz)  ver- 
brennt, das  entstehende  Spectrum  aus  einzelnen  farbigen  Linien  (bei 
Kochsalz  aus  einer  gelben  Linie)  besteht,  — und  dass,  wenn  man 
hinter  diese  Flamme  eine  Lichtquelle  von  höherer  Temperatur  und 
Intensität  bringt,  welche  für  sich  ein  continuirliches  Spectrum  gibt 
(z.  B.  ein  durch  ein  Knallgasgebläse  bis  zur  Weissgluth  erhitztes 
Stückchen  gebrannten  Kalkes)  das  Spectrum  der  Flamme  dadurch 
umgekehrt  wird,  d.  h.  die  hellen  Linien  in  dunkle  verwandelt  er- 
scheinen. Man  muss  somit  einerseits  schliessen,  dass  die  dunkeln 
Linien  im  Sonnenspeetrum  durch  Umkehrung  des  Spectrums  der 
Sonnenatmosphäre  entstehen,  und  dass  diese  z.  B.  Kalium,  Natrium 
und  Hydrogen  enthält,  weil  genau  an  der  Stelle  der  diesen  Stoffen 
entsprechenden  Linien  A,  D und  F dunkle  Querstreifen  gesehen 
werden,  dagegen  kein  Lithium,  Barium,  Ceesium,  Rubidium,  etc., 
weil  die  diesen  Stoffen  entspreehenden  Linien  keine  Repräsentanten 
unter  den  Fraunhofer’schen  Linien  besitzen,  — und  anderseits,  dass 
drei  Arten  von  Spectren  zu  unterscheiden  sind:  Das  von  undurch- 
siehtigen,  muthroasslich  nur  von  festen  oder  flüssigen  Körpern  ge- 
lieferte eontlnairliche  Spectrum,  — das  von  gasförmigen  Kör- 
pern gebildete  diseonflnulrllebe  Spectrum,  — und  das  sog. 
AbsorptionS'Spectrum,  welches  entsteht,  wenn  das  an  und  für 
sich  ein  continuirliches  Spectrum  erzeugende  Licht  vor  dem  Ein- 
tritte in’s  Prisma  durch  Dämpfe  einzelner  Strahlen  beraubt  wird.  — 
Endlich  bleibt  zu  erwähnen,  dass  sich  im  Spectrum  noch  ausser- 
halb roth  WSrmestrahlen,  sowie  ausserhalb  violet  ciiemisch 
wirksame  Strahlen  finden,  und  dass  es  wahrscheinlich  zunächst 
letztere  Strahlen  sind,  unter  deren  Einwirkung  bei  einzelnen  Kör- 
pern (Fluorcalcium,  schwefelsaures  Chinin,  etc.)  momentan  eine  als 
Fiuorescenz  bezeichnete  Lichtersebeinung  entsteht,  während  andere 
Körper  (Diamant,  Kalkspath,  etc.)  erst  nach  Entziehen  des  Lichtes 
yeuchten  oder  Phosphorescenz  zeigen. 
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Die  Farbenzerstreoung  durch  Brechung  oder  die  eog,  Dleperetan  des 
Lichtes,  wie  sie  s.  B.  in  den  Regenbogen  und  Höfen  (s.  801)  su  Tage  tritt, 
war  als  Thatsacbe  gewiss  schon  In  den  Utesten  Zelten  bekannt;  dagegen 
wurde  sie  erst  von  1666  hinweg  durch  Newton  (vergl.  dessen  Schrift  in 
283)  grOndlich  untersucht,  — das  Licht  gewissermassen  mit  Ufilfe  des  Pris- 
ma’s  analyslrt,  und  namentlich  auch,  indem  der  Schirm  durchbrochen  und 
hinter  demselben  ein  zweites  Prisma  aufgestellt  wurde,  der  Nachweis  ge- 
leistet, dass  jeder  der  durch  das  Prisma  erhaltenen  farbigen  Strahlen  sich 
nicht  weiter  aullöst  oder  einfach  (homogen),  der  ursprüngliche  Lichtstrahl 
aber  aus  Lieht  von  verschiedener  Brechbarkeit  Eusanimen- 
KCBFlzt  (heterogen)  ist.  — Die  funkeln  Linien  im  Sonnen- 
spectrum  entdeckte  eigentlich  Wollastou  zuerst,  und  be- 
schrieb eie  in  seiner  Abhandlung  „A  method  of  examinlng 
refractive  and  dispersive  powers  by  prismatic  reflection 
(Phil.  Trans  1802)“;  aber  auch  Fraunhofer  entdeckte 
sie  unabhlngig,  hestimmte  sie  zuerst  genau  nach  ihrer 
Lage,  zeigte  ihre  Verwendung,  und  seine  Abhandlung  Ober 
„Bestimmung  des  Breebungs-  und  des  Farbenzerstreuungs- 
Vermögens  verschiedener  Glasarten,  in  Bezug  auf  die  Ver- 
vollkommnung acbromaüscbcr  Fernrohren  (MOnchn.  Denk- 
schr.  V für  1814 — 1815;  franz.  ln  Schumacheris  astr.  Abh., 
Heft  U)“  bildet  die  eigentliche  Orundlsge  aller  spütem 
Arbeiten.  Auch  scheint  Fraunhofer  der  Erste  gewesen  zu 
sein,  der  im  Stemlichte  und  bei  verschiedenen  Flammen 
eine  andere  Vertbeilung  der  dunkeln  Linien  nachwiea, 

— im  elektrischen  Lichte  helle  Linien  bemerkte,  — etc. 
Während  aber  Fraunhofer  ausser  den  in  der  Figur  dar- 
gestellten  acht  Hauptlinien  nur  etwa  580  feinere  Linien  sah , unterschieden 
Brewster  und  Karl  Kuhn  (Cunreuth  in  Oberfranken  1816;  Professor  der 
Mathematik  und  Physik  In  München)  mehr  als  3(XI0  solcher  Linien,  und 
bahnten  Oberhaupt  den  Weg  in  dieses  Gebiet  der  Optik,  auf  dem  sodann 
Bunsen  und  ganz  besonders  Kirchhoff  die  Obersicbtllch  im  Texte  mit- 
gethellten,  wichtigen  Resultate  erhielten.  Vergl.  für  weiteren  Detail  206  und 
448,  sowie  „Monaaon«  Rösumö  de  nos  connaissances  sur  le  spectre  (Bihl. 
univ.  Arch.  1861],  — KircfaholT,  Untersuchungen  Ober  das  Sonnenspcctrum 
und  die  Spectren  der  cbcmischen  Elemente.  Berlin  1862 — 1863,  2 Abb.  io  4., 

— Andreas  Liclrgg.  Lehrer  der  Chemie  zu  ät.  Pölten ; Die  Spectralanalyse. 
Weimar  1867  in  8.,  — Anders  Jöns  Angatröni  (Medelpad  1814;  Professor 
der  Physik  in  Upsala),  Rccherches  sur  le  spectre  solalre.  Berlin  1869  io  4„ 
Atl.  in  fol.,  — Henry  Enfield  Roacoc  (London  1833;  Professor  der  Chemie 
in  Manchester),  Bpcctrum  Analysis.  London  1869  in  8.,  — Thomas  Joseph 
Heinrich  Schellen  (Kevelaer  bei  DOsseldorf  1818;  Dircetnr  der  Realschulen 
zu  Monster  und  Cöln),  Die  Spectralanalyse  ln  ihrer  Anwendung  auf  die  Stoffe 
der  Erde  und  die  Natur  der  Himmelskörper.  Braunschwelg  1870  In  8.,  — 
etc.“.  — Während  Fraunhofer  bei  seinen  ersten  Versuchen  einfach  ein 
Fernrohr  auf  die  Spalte  ajOstlrte,  und  dann  ein  Prisma  vor  das  Objectiv 
setzte,  wendet  man  jetzt  eigens  construirtc  Spertroacope  an,  von  welchen 
z.  B das  von  Mechaniker  Uofinann  in  Paria  ver- 
fertigte, sehr  beliebte  lascbrn-Spectroscop  folgende 
Einrichtung  hat ; Das  Prisma  ist  nach  dem  Vorgänge  * 
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von  Giovanni  Battista  Amiei  (Modena  1786;  Professor  der  Mathematik  zu 
Modena  und  Florenz),  dessen  Namen  es  auch  trägt,  entsprechend  bciatchender 
Figur,  aus  fllnf  Prismen  zusammengesetzt,  von  denen  das  zweite  und  vierte 
aus  Flintglas,  die  übrigen  aus  Crownglas  bestehen,  und  deren  'Winkel  so  ge- 
wählt sind,  dass  die  austretenden  farbigen  die  Richtung  der  einfallcnden 
Strahlen  haben ; cs  sitzt  mitten  in  einem  Rohr,  — hat  vor  sich  eine  Sammel- 
linse, und,  um  die  Brennweite  Letzterer  weiter  entfernt,  die  Spalte,  so  dass 
die  divergirend  einfallenden  Strahlen  parallel  werden,  — hinter  sich  ein  ge- 
wöhnliches kleines,  auf  unendlich  gestelltes  Fernrohr.  Für  grössere  Spectros- 
copo,  wie.  sie  in  den  Laboratorien  gebräuchlich  sind,  vergi  z.  B.  das  erwähnte 
Werk  von  Schellen,  — für  .Sternspectroscopc  448. 

S9S.  Der  Achromatitmns.  Nach  dem  Durchgänge  durch  eine 
Linse  treffen  sich  die  rothen  Sfralilen  später  als  die  violetten,  — 
es  zeigt  sich  die  der  Schärte  des  Bildes  schädliche  sog.  Cliruma- 
Usche  oder  Farbenabwelchuntra  die  jedoch  zum  Glücke  ge- 
hoben *werden  kann : Während  nämlich  bei  Anwendung  zweier 
gleicher  Prismen , deren  brechende  Winkel  eine  verkehrte  Lage 
haben,  mit  der  Farbenzerstreuung  gleichzeitig  auch  die  Brechung 
gehoben  wird,  so  gibt  es  dagegen  auch  Körper,  welche  bei  nahe 
gleicher  Brechung  sehr  verschieden  zerstreuen.  Lässt  man  z.  B. 
einem  Crownglasprisma  von  25®  ein  verkehrt  liegendes  Flintglas- 
prisma von  12®  folgen,  so  wird  die  Zerstreuung,  nicht  aber  die 
Brechung  gehoben,  und  man  hat  ein  actiromatisohes  Prisma 
construirt.  Analog  kann  man  aus  einer  Convexlinse  von  Crownglas 
und  einer  Concavlinse  von  Flintglas  eine  achromatische  Linse  zu- 
sammensetzen. 

- Schon  um  1733  gelang  es  einem  Engländer  Chester,  Esqulre  of  More- 
Hall  ln  Essex,  von  dem  schon  durch  David  Gregory  betonten  Achromatis- 
mus des  Auges  ausgehend,  einen  kleinen  Achroma'en  darzustcllen  (s.  Monthly 
Notices  28);  aber  es  scheint  sein  Versuch  vereinzelt  und  unbekannt  geblieben 
zu  sein.  Erst  als  Enler  neuerdings  und  wiederholt  auf  das  Auge  hinge- 
wiesen, und  Samuel  Kltngenstjerna  (Tollefors  1698  — Stockholm  1765; 
Professor  dar  Mathematik  zu  Upsala  und  später  Informator  des  schwedischen 
Kronprinzen;  vergi.  seine  Vita  in  Nova  Acta  Upsal.  3)  ezperimentel  die  Un- 
richtigkeit von  Ncwton’s  Annahme  (s.  293)  naebge wiesen  batte,  gelang  cs 
etwa  1757  John  Dollond  (Spitalficids  bei  London  1706  — London  1761; 
erst  Scidenweber,  dann  Optiker)  die  eigentliche  Fabriration  von  farbenfreien 
Fernröhren  in’s  Leben  zu  rufen,  welche  sodann  Euler  in  seiner  Schrift 
„Constructio  lentium  objectivarum  ex  duplici  vitro.  Pctropoli  1762  in  4.“ 
wissenschaftlich  behandelte.  Ais  es  sodann  Pierre-Louis  Guinand  (Corbatii-re 
bei  Chaux-de-Fonds  1748  — Corbatiöre  1824;  von  1805 — 1814  im  optischen 
Institute  von  Benedictbencm  mit  der  Olasfabrication  betraut,  und  ln  dieser 
Richtung  der  Lehrer  von  Fraunhofer;  vergi.  Bd.  2 meiner  Piographieen), 
später  Frannhofer  seihst,  'Iheodcr  Dagiict  (Vnippens  Im  Csnton  Freiburg 
1705  — Freiburg  1870;  erst  Apotheker,  dann  Flintgiasfabrioant  in  SoliJhiirn 
und  Freiborg),  etc.,  nach  und  nach  gelang,  die  aufänglicl)  noch  ziemlich  im 
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Argen  gelegene  FlintglBefabrieation  rn  vervollkommnen,  begann  entsprechend 
durch  Fraunhofer  und  seinen,  jetat  noch  in  einem  Sohne  Sigmnnd  fort- 
lebenden Nachfolger  Geor|{  IHcra  (Bichl  bei  Benedietbeuern  1703  — München 
1867),  welche  die  meisten  der  grossen  Refractoren  nnserer  Sternwarten  er- 
stellten, — durch  Robert-Aglad  Caueboix  (Cormeilles-en-Parlsis  1776  — 
Deuil  bei  Montmorency  1845;  Optiker  in  Paris),  der  das  Crownglas  hlufig 
durch  Bergkristall  ersetate,  — Simon  Plhaal  (Wien  1794  — Wien  1868; 
Optiker  in  Wien),  der  sich  besondere  durch  seine  Dialyten  und  Feldstecher 
ausaeiebnete , — etc.,  die  immer  voraOglichere  Cnnetruction  der  Femröhren, 
welcher  wir  uns  gegenwlrtig  erfreuen.  Wahrend  a.  B.  Hugens  für  seine 
Zeit  etwaa  Ausgeaeichnetes  leistete,  als  er  bei  einem  12füssigen  Fernrohr 
die  Vergrösserung  50  erreichte,  entsprechen  sieh  jetat  etwa 
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Spiegelteleskope  werden  jetzt  fast  nur  noch  von  Liebhabern,  oder  in  Füllen 
construirt,  wo  kolossale  Dimensionen  verlangt  werden:  Das  grosse  Spiegel- 
teleskop, welches  sich  Wilhelm  Herschel  (Hannover  1738  — Slough  1822; 
erst  Musiklebrer,  dann  Privatastronom  Georg  III.  von  England)  um  1789 
baute,  hatte  auf  49>/i"  Oelfnung  40‘,  — dasjenige  von  William  Parsone  Earl 
of  Rosae  (Parsonstown  In  Irland  1800—1867)  auf  72"  OefTnnng  54'  Foeal- 
distana.  Die  in  neuerer  Zeit  von  SteiDheil  und  Faucuuit  beliebte  Ver- 
wendung versilberter  Olasspiegel  empfiehlt  sich  allerdings  gegenüber  den  kost- 
baren und  schweren  Meiallspiegeln,  — aber  blind  werden  eie  eben  auch  in 
verhUtnissm&ssIg  kurzer  Zeit,  wlhrend  eine  Linse  bei  sorgfUtiger  Behandlung 
sich  so  au  sagen  immer  gleich  bleibt. 

S96.  Interfereni  nnd  Bengnog.  Gewisse  farbige  Erscheinungen, 
die  beim  Zusammentreffen  paralleler  oder  nahezu  paralleler,  durch 
stumpfwinklige  Prismen,  dünne  Oelschichten,  etc.  erhaltenen  Licht- 
strahlen, oder  beim  Vorbeigehen  derselben  an  Gitterwerken,  an  den 
Rändern  undurchsichtiger  Körper,  etc.  entstehen,  nnd  unter  dem 
Namen  der  Interferenz«  und  BeagangsphSnomene  bekannt 
sind,  haben  zunäehst  der  Undulationstheorie  (283)  zum  Siege  ver- 
helfen. Unter  der  Annahme,  dass  den  verschiedenen  Farben  Licht- 
wellen von  verschiedener  Länge  entsprechen,  nnd  zwar  roth  Wellen 
von  etwa  62,  orange  58,  gelb  55,  grün  51,  blau  48,  indigo  45 
und  violet  42  Hundcrttausendstel  eines  Millimeters,  — lassen  sich 
in  der  That  jene  Erscheinungen  theoretisch  reconstruiren : Beträgt 
nämlich  die  Wegdifferenz  zweier  Lichtwellen  ein  Vielfaches  der 
Wellenlänge,  so  verstärken  sich  dieselben,  — beträgt  sie  dagegen 
ein  ungerades  Vielfaches  einer  halben  Wellenlänge,  so  schwächen 
oder  vernichten  sie  sich,  — und  wie  ein  Theil  eines  Strahles  auf- 
gehoben wird,  so  tritt  nothwendig  die  complementäre  Farbe  hervor. 

Steht  zwei,  einen  kleinen  Winkel  y>  mit  einander  bildenden  Spiegeln  ca 
und  ca,  ein  leuchtender  Pnnct  L gegenüber,  eo  werden  die  von  ihm  aue- 
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gehenden  Strehlen  von  den  Spiegeln  nach  384  eo  reflectlrt,  wie  wenn  eie  von 

den  lu  L in  Bcziehnng  auf  dieeelben  symme- 
trischen Pnncten  b und  b,  kommen  würden, 
und  da  c von  L,  b und  b,  nothwendig  die 
gleiche  Distana  r hat,  so  ergibt  sich  die 
Gleichheit  der  in  der  Figur  mit  ^ beeeiob- 
neten  Winkel  nach  124  und  89.  Wird  bb, 
von  c o = q unter  rechtem  Winkel  in  d 
halbirt,  und  ist  ein  Schirm  AB  ||  bb,,  so  hat 
o von  b und  b, 
bat  auch  das 

Spiegel  nach  o kommende  Licht  gleich  langen 
Weg  surückxulegeo , wkbrend  dagegen  das 
nach  jedem  andern,  auf  a,  y,  liegenden,  von 
o einen  Abstand  p besitzenden  Puncte  m 
kommende  Licht  für  die  beiden  Spiegel  eine 

Wegdilferena 


, gleichen  Abstand,  — also 
von  L mit  Hülfe  der  beiden 


,^b  = mb,  — mb  = ^o  d* (b,  d + o m)*  — |/o  d*  + (b  d — o m^* 

= ^^Cos  if  + q)’  + |r  Sin  p p)*  — J/(r  Cos  9 -j-  q)*  + (r  Sin  ^ — p)* 
bat,  welche  man  somit  für  kleine  Werthe  von  f und  p sehr  angenlbert 

1/^  2prfSinl"~] 3prpSinl*' 

V ““(r-f“qJ‘“J-' 


Ab  = (r+q)  1/1 


[lA 


2pr^  Sin 


(r  + q)*  V ■ (f+qj*  J r+q 

setzen  kann.  Ist  das  Licht  homogen,  so  muss,  wenn  die  Undnlationstheerie 
richtig,  sobald  die  Wegdifferenz  ein  Vielfaches  der  entsprechenden  Wellen- 
länge 1 ist,  der  Punct  m doppeltes  Licht,  — sobald  sie  dagegen  ein  un- 
gerades Vielfaches  der  halben  Wellenlänge  ist,  kein  Licht  erhalten;  es 
müssen  also  o nnd  alle  von  o um 


P = - 


SrqiSini”  *ip 

abstehenden  Puncte  hell>  — alle  von  0 um 


P = - 


JL+q 


-.(2n  + l).^  = (2n  + l)  — 


sSIF'O  + 'f) 


Sr^Sln  1< 

abstehenden  Puncte  dagegen  dankel  erscheinen,  — nnd  zwar  werden  zwei 
anf  einander  folgende  helle  oder  dunkle  Puncto  nach  3 und  3 den  Abstand 
I /.  , q\  ■ . , . Sdr^Sinl" 


haben,  so  dass 


1 = - 


2^81nl"V^r/  — - 

ans  Messung  desselben  berechnet  werden  kann,  und  jener  Abstand  zur  Wellen- 
länge proportional,  zum  Winkel  der  Spiegel  reciprok  ist,  beim  Nähern  der 
Lichtquelle  und  beim  Entfernen  des  Schirmes  zunimmL  Der  wirkliche  Ver- 
such, welchen  Fresnel  Anfangs  der  Z wanziger- Jahre , vergl.  seine  Abhand- 
lung nSur  la  lumi^re  (Snppl.  zu  einer  Paris  1822  durch  RilTault  veröffentlich- 
ten Uebersetzung  von  Thomson’s  Chemie)“,  mit  solchen  Spiegeln  nntemahm, 
zeigte  genau  die  oben  theoretisch  erhaltenen  Brsoheinungen,  und  zeugte  damit 
nicht  nur  für  die  Richtigkeit  der  Undnlationstheorie,  sondern  erlaubte  Fresnel, 
welcher  den  Schirm  durch  eine  mikrometrisebe  Vorrichtung  ersetzte,  in  oben  . 
angegebener  Weise  die  Wellenlängen  für  die  einzelnen  Farben  zu  messen,  — 
Messungen,  deren  Resultate  oben  im  Texte  mitgethellt  sind,  und  die  später 
Fraunhofer  ln  etwas  anderer  Weise  wiederholt  nnd  an  seine  Linien  ange- 
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huiidcn  hat.  Letzterer  fand  für  die  Linie 

Bin 

A ...  0,0007610 

E . . 

, . 0,0005260 

B 

6878 

F 

4848 

C 

6588 

O 

4291 

D 

6888 

H 

8928 

Den  letzten  merklichen  \\’lrmcBtrzhlrn  lusiier  rotb  (vergl.  294)  soll  etwa 
die  Wellenllngc  0,0048000,  — den  letzten  fluorcecirenden  Strahlen  auaser 
violet  etwa  0,0003090  entiprechen.  — Aus  dieser  verschiedenen  Wellenlinge 
folgt  nach  2—4  unmittelhar,  dass,  wenn  L weisses  Licht  gibt,  sich  zwar  bei 
' 0 noch  weisses  Licht  zeigt,  dann  aber  zunkchst  violet  erlöscht  und  seine 
Complementlrfarbe  auftritt,  etwas  weiter  ab  blau,  — etc.,  kurz  ein  farbiges 
Bild  entsteht,  und  in  khnlicher  Weise  vermag  die  Undulationstbeorie  die 
Farbenerscheinungen  bei  dOimen  Blkttchcn,  beim  Lichtdurebgange  durch  enge 
Spalten,  etc.  leicht  zu  erkl&ren,  und  nach  allem  Detail  vorauszuberechnen.  — 
Zuerst  wurde  auf  die  Interferenz-  und  Beugungs-Erscheinungen  Grimaldl 
aufmerksam,  beschrieb  sie  in  dem  nach  seinem  Tode  erschienenen  Werke 
„Physico-Mathesis  de  lumine,  coloribus  et  iride  libri  II,  nee  non  de  hactenus 
incognita  luminls  dtfTusione,  de  refractlone  et  diffractinne.  Bononie  168Ö  in 
4.“,  und  hob  bestimmt  hervor,  dass  Licht  zu  Licht  hinzugefOgt  unter  L'm- 
sUnden  Dunkelheit  hervorbringen  könne,  — wkhrend  sich  ungefiibr  gleich- 
zeitig Boyle  in  seinen  „Experiments  and  considerations  npon  coloura.  1663 
(Lat.  Amst.  1667  in  16.)“  und  Hooke  in  seiner  „Micrographia.  Lond.  1665 
in  foL“  speeiell  mit  den  Farben  dünner  Blittchen,  deren  Oesetze  bald  darauf 
IVesrton  in  seiner  Optik  (vergL  283)  de&nitiv  auf  experimentellem  Wege 
feststellte , beschüftigten.  Einen  neuen  Aufschwung  nahmen  sodann  diAe 
Untersuchungen  durch  „Vonng,  On  the  theory  of  light  and  coloura  (Phil. 
Trans.  1802)“  und  „FresDel,  Mömoire  sur  la  diffraction  de  Is  lumi4re  (ISIS 
dem  Institut  vorgelegt,  1819  von  demselben  gekrönt,  und  1826  in  den  Mica. 
erschienen)“,  welche  Arbeiten  der  Undulationstheorie  zum  Durchbruche  ver- 
hallen. Ans  neuerer  Zeit  mögen  noch  die  Schriften  „Airjr,  Mathematicnl 
Tracia  on  the  lunar  and  planetary  theories,  the  undulatory  theory  of  optica, 
etc.  2.  ed.  Cambridge  1831  in  8.  (3.  ed.  1842),  — Friedrich  Magnus  Schwerd 
(Osthofen  in  Rheinbayem  1792;  Professor  der  Mathematik  zu  Speyer),  Die 
Beugungserscheinnngen  aus  den  Fundamentalgesetzen  der  Undulationstheorie 
analytisch  entwickelt  Mannheim  1836  in  4.,  — Canchyt  Mömoire  nur  la 
dispersion  de  la  lumiöre.  Pragne  1836  in  4.,  — etc.“  zur  Ergänzung  der  in 
283  gegebenen  Literatur  angeführt  werden. 

991.  Die  DoppeltbrechnDg.  Manche  krystaUinische  Körper,  na- 
mentlich der  rhomboedrische  Doppelspath,  lassen  das  Licht  nach 
zwei  Richtungen  durch.  Betrachtet  man  z.  B.  durch  einen  Doppel- 
spath einen  Punct,  so  sieht  man  ihn  doppelt,  und  zwar  dreht  sich 
das  dem  ungewöhnlichen  Strahle  entsprechende  Bild  beim  Drehen 
des  Krystalles  um  das  andere  in  einem  Kreise,  dessen  Halbmesser 
einem  Winkel  von  6®  12'  = 372'  entspricht;  unn  eben  so  viel  wird 
der  Mittelpunct  eines  Kreises  versetzt,  und  wenn  somit  die  beiden 
Bilder  eines  auf  einer  fernen  Tafel  vcrzcichnctcn  Kreises,  die  man 
durch  einen  vor  das  Ocular  eines  Fernrohrs  gebrachte|i  Doppel- 
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spath  sieht , sich  tangiren , so  ist  sein  scheinbarer  Durchmesser  2 tp 
durch  das  Fernrohr  auf  372'  gebracht,  d.  h.  es  ist  die  Vergrösse- 
mng  des  Letztem  gleich  372:2  9.  Eine  Gerade  erscheint,  wenn 
sie  in  einer  durch  die  stumpfen  Ecken  des  Rhomboeders  gehenden 
Ebene,  einem  sog.  Hauptscbnitle , liegt,  einfach,  sonst  immer 
doppelt. 

Die  durch  die  beiden  stumpfen  Ecken  a und  b eines  Kalkspath-Rhom- 
boeders  gehende  Diagonale  a b heisst  Hauptaxe  und  jede  au  ihr  Parallele 
optische  Axe,  — jede  durch  eine  optische  Axe  gelegte  Ebene,  voraus 
aebd,  Hauptsebnltt.  Füllt  ein  Strahl  so  ein 
dass  er  parallel  aur  optischen  Axe  gebrochen 
wird,  so  gebt  er  einfach  durch,  und  es  ent- 
spricht ihm  das  Brechnngsverbültniss  1,664,  — 
in  jedem  andern  Falle  dagegen  theilt  sich  der 
gebrochene  Strahl  so,  dass  dem  einen  Theile,  wel- 
chen man  den  gewöhnlichen  nennt,  noch  das- 
selbe Brechnngsverbültniss,  dem  andern  ansaer- 
gewöhnlichen  aber  ein  um  so  kleineres  ent- 
spricht, je  weiter  er  von  der  optischen  Axe 
abwcicht,  — ein  kleinstes  1,483,  wenn  er  au  derselben  senkrecht  durchgeht. 
Aehnlicho  Verbültnisse  aeigen  eich  beim  Anatas,  Korund,  Smaragd,  etc.; 
dagegen  gibt  es  auch  Krystalle,  wie  Amethyst,  Bergkry stall , Zirkon,  etc., 
bei  welchen  dem  aussergewöhnlichen  Strahle  das  grössere  Brechungsverhült- 
niss  entspricht.  Die  Undulationstheorie  hat  diese  Erscheinungen  als  Folgen 
davon  nachgewiesen , dass  die  Elasticitüt  des  Aethers  in  diesen  Krystalien 
nach  verschiedenen  Richtungen  verschieden  ist,  und  dadurch  eine  Zerlegung 
der  Schwingungen  nach  der  Richtung  der  grössten  und  kleinsten  Elasticitüt 
bewirkt  wird.  — Die  Doppeltbrecbung,  deren  im  Texte  erwühnte  Anwendung 
aur  Bestimmung  der  Vergrösserung  Arago  au  verdanken  ist,  findet  eich 
auerst  in  „Barlholinnai  Experimenta  crystalli  islandici  diediaclastici  quibus 
mira  et  insolita  refractio  detegitur.  Havniie  1669  in  4.“  beschrieben,  und  wurde 
dann  bald  darauf  auch  durch  Hilgens  in  seinem  283  erwühnten  Tralti  ein- 
lüselich  behandelt.  Aus  neuerer  Zeit  sind  namentlich  noch  die  Schriften 
„Mains,  Thöorie  de  la  double  röfraction.  Paris  1810  in  4.,  — Biot,  Sur  la 
nature  des  forccs  qui  partagent  les  rayons  Inmineux  dans  les  cristaux  douös 
de  la  double  röfraction  (Möm.  de  ITnst,  1813 — 1816),  — Fresnel,  Mömoirc 
sur  la  double  röfraction  (Möm.  de  l’Acad.  1827),  — etc.“  au  erwühnen. 

SOS,  Difi  PoIariSfitioD.  Wenn  ein  Lichtstrahl  unter  einem  Winkel 
von  54*/j®  auf  einen  geschwiirzten  Glasspiegcl  einfällt,  so  erhält 
er  durch  die  Reflexion  verschiedene  Eigenschaften,  die  ihm  den 
Namen  eines  polarisirtcn  Strahles  zugezogen  haben;  Fällt  er  unter 
gleicher  Neigung  auf  einen  zweiten  Spiegel  ein,  so  wird  er,  je 
nachdem  die  neue  Einfallsebene  zu  der  ersten  parallel  oder  senk- 
recht steht,  noeb  oder  nicht  mehr  refleetirt,  — füllt  er  auf  einen 
doppeltbrechenden  Körper,  so  erleidet  er  nur  die  gewBbnliebe 
oder  nur  die  angewOhnliche  Brechung,  je  nachdem  der  durch 
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ihn  und  die  Hatiptaxe  gehende  Hauptechnitt  zur  Reflexionsebene 
parallel  oder  senkrecht  steht,  etc.  Die  Undulationstheorie  hat  unter 
der  Annahme,  dass  längs  einem  polarisirten  Strahle  einander  parallele, 
zur  Fortpflanzungsrichtung  senkrechte  Vibrationen  statt  haben,  auch 
diese  Erscheinungen  als  nothwendig  nachgevriesen. 


Gibt  man  den  zwei  Spiegeln  A nnd  B,  welche  am  Beaten  ana  achwar- 
zem  nur  oberflicblich  apiegelndem  Obaidianglaae  beateben,  eine  Neignng  von 

90  — 64%  = 86*/t®  gegen  die  Axe  ab 
der  Röhre , an  welchen  aie  angeeteckt 
aind,  atellt  B||A,  und  liaat  einen  ge- 
wöhnlichen Lichtatrahl  ao  auf  A einfallen, 
daaa  er  nach  ab  auf  B flllt,  ao  wird  er 
von  B ohne  merklichen  Lichtverluat  reflec- 
tirt;  dreht  man  aodann  die  HOlae  von  B 
um  ab,  ao  zeigt  aich  ein  immer  grOaaerer 
Liehtverluat,  nnd  wenn  die  Drehung  bis 
90<*  zugenommen  hat,  ao  wird  gar  kein 
Licht  mehr  reflectirt;  wird  die  Drehung 
noch  weiter  forlgeaetzt,  ao  nimmt  bia  180°  die  Intenaitlt  wieder  zu,  dann 
neuerdings  ab,  — etc.,  ganz  entsprechend  dem  im  Texte  Gesagten.  Der 
Spiegel  A heisst  polariairend  oder  Polarlantor  • — B analysirend  oder 
Pviaiiaeap«  — die  Lage  der  Binfallscbene  auf  B bei  vollsUndiger  Reflexion 
PolarlsatloDacbene.  — Liaat  man  einen  Lichtatrahl  unter  dem  Winkel 

von  64V|°  auf  eine  Slule  A paralleler 
Glas-  oder  Glimmerplatten  fallen,  so  wird 
ein  Theil  reflectirt,  ein  anderer  gebrachen. 
Fingt  man  die  beiden  Thelle  b c und  d o 
mit  zwei  andern,  zu  A parallelen  Siulen 
B und  C auf,  so  wird  b c reflectirt,  aber 
nicht  durcbgelassen,  — de  durcbgelaasen, 
aber  nicht  reflectirt;  dreht  man  dagegen 
B und  C um  b c nnd  d e je  um  90®,  so  wird  umgekehrt  b c durcbgelaasen 
und  de  reflectirt,  so  dass  die  Polariaationsebene  für  b c mit  der  Einfalls- 
ebene ansammenflllt,  für  de  au  ihr  senkrecht  steht,  oder  bc  nnd  de  rnt- 
gegengeaetzl  polarlairt  aind.  So  sind  auch  die  beiden  aus  einem  Doppel- 
spath  anstretenden  Lichtstrahlen  entgegengesetzt  polansirt,  — der  gewöhnliche 
im  Hanptschnitte,  der  ausaergewöhnliche  senkrecht  zu  demselben,  — und 
wenn  man  eie  durch  einen  aweiten  Doppelspath  auffingi,  so  geht  bei  paralleler 
oder  um  180®  verschiedener  Lage  der  gewöhnliche  nur  gewöhnlich  und  der 
ausaergewöhnliche  nur  aussergewöbnlicb,  bei  Drehung  um  90®  aber  der  ge- 
wöhnliche nur  aussergewöhniieh  und  der 
anssergewöhnliche  nur  gewöhnlich  durch, 
wlhrend  in  allen  Zwischenlagen  beide  in 
beider  Weise , aber  geschwicht  durch- 
passiren.  Bezeichnen  g nnd  a die  durch 
den  ersten  Doppelspath  gesehenen  Bilder 
eines  Punctes,  so  erhilt  man  für  die  ver- 
schiedenen Stellungen  des  zweiten  die  in 
beistchender  Figur  angedcuteten  Varietiten.  — Gerade  durch  diese  Ersehet- 
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nungen  am  Doppelspathe  wurde  schon  lla|[ens  auf  die  Polarisation  des 
Lichtes  auftnerksam;  aber  ihre  Gesetze  traten  erst  zu  Tage,  als  Maina  in 
der  297  erwähnten  Abhandlung  die  Polarisation  durch  Spiegel  lehrte , und 
Brewster  bald  darauf  io  seiner  Abhandlung  „Laws  wbich  regnlate  the 
Polarisation  of  light  by  reflection  (Phil.  Trans.  181B)“  unter  Anderm  nach- 
wies, dass  die  Tangente  des  Polarisationswinkels  dem  Brechungsexponenten 
des  Mittels  gleich  sei,  oder  also,  da  aus 

Tg  p = n und  ^ = n sofort  b = 90  “ — p 

® Sin  b 

folgt,  der  unter  dem  Polarisationswinket  reflectirte  Strahl  (b  c in  Fig.  2}  tu 
dem  gebrochenen  Strahle  (b  d)  senkrecht  stehe.  Seither  ist  die  Polarisation 
des  Lichtes  sehr  eingehend  studirt  worden,  so  t.  B.  von  Arago  ln  seinen 
Abhandlungen  modifleation  remarquable  qu’äprouvent  les  rayons 

lumineux  dans  leurs  passages  k travers  certains  corps  diaphanca  et  sur  quel- 
ques autres  nouv.  ph^nomines  d’optique  (Mim  de  Tlnst.  1811}“  und  „Sur 
l'action  que  les  rayons  de  Inmiire  polarisis  exercent  les  uns  sur  les  autres 
(Ann.  de  phys.  1819)“,  — von  Blot  in  zahlreichen  Abhandlungen,  von  denen 
besonders  diejenige  rotations  que  certaines  substances  impriment 

anx  axes  de  Polarisation  des  rayons  lumineux  (Mim.  de  l’Acad.  1819)“  her- 
vorzuheben sein  dürfte,  — von  Frcanel«  dessen  wiebtigste  Abhandlungen 
schon  ln  296  und  297  angeführt  wurden,  — von  Heraebel.  neben  dessen  in 
283  citirter  Theorie  des  Lichtes  beispielsweise  noch  die  Abhandlung  „Oü  the 
action  of  crystallized  bodies  on  homogeneoua  light  (Phil.  Trans.  1820)“  an- 
geführt, und  sugleich  bemerkt  werden  mag,  dass  ihm  (s.  Gehler  VII  786}  die 
Einlührung  der  aus  zwei  parallel  zur  Axe  geschnittenen  Turmalinplatten  be- 
stehenden TurmallDsange  zur  Untersuchung  von  Krystallplatten  zuge- 
sohrieben  wird,  — von  Karl  Michael  Marx  (Carlsruhe  1794;  erst  Lehrer  bei 
Pestalozzi  in  Yverdon,  dann  Professor  der  Physik  und  Chemie  zu  Braun- 
schweig), dem  ebenfails  Manche  die  Erfindung  des  letzt-erwähnten  Polari- 
sationsapparates zusebreiben,  — von  William  Nicol  (1768?  — Edinburgh 
1861;  Lehrer  der  Physik  in  Edinburgh),  in  dessen  Abhandlung  „A  metbod 
of  increasing  the  divergence  of  the  two  rays  in  calcareous  spar,  so  as  to 
produce  a single  Image  (Jamcson’s  Journ.  1828)“  das  nach  ihm  benannte,  aus 
einem  nach  da,  ||cb,  (vergl.  297  Fig.)  abgescbliffcnen,  senkrecht  zum  Haupt- 
schnitte und  zu  d a,  zerschnittenen , und  mit  einer  Schichte  von  dem  stark 
brechenden  Canada-Baleam  wieder  gekitteten  Kalkspathe  bestehende,  den 
gewöhnlichen  Strahl  an  der  Schnittfläche  ablenkende  Prisma  beschrieben  ist, 
das  Jetzt  bei  keinem  Polarisationsapparate  fehlen  darf,  — von  Ludwig  Fried- 
rich Wilhelm  August  Heebeek  (Jena  1806  — Dresden  1849;  Sohn  von 
Thomas  Johann  in  317;  Lehrer  der  Physik  zu  Berlin,  dann  Director  der 
technischen  Bildungsanstalt  zu  Dresden),  vergl.  dessen  „Observationes  circa 
nexam  intercedentem  Inter  corporum  lucem  simpliciter  refringentium  vim 
refringentem  et  angulos  incidentim  sub  quibus  luminis  ab  illorum  superficiebus 
reflexi  polarisatio  fit  perfeclissima.  Berol.  1830  ln  4.,  — von  Franz  Ernst 
Neuniann  (Ukermark  1798;  Professor  der  Physik  und  Mineralogie  in  Königs- 
berg), der  unter  Anderm  eine  „Theorie  der  elliptischen  Polarisation  durch 
Metaiie  (Pogg.  Annal.  1832)  schrieb,  — von  Joh  Gottlieb  Christian  Ikörrem- 
ber|g  (Putzenbach  in  Rheinpreusaen  1787  — Stuttgart  1862;  Professor  der 
Mathematik  und  Physik  zu  Darmstadt  und  Tübingen),  der  namentlich  den 
Polarisationsapparat  vervoUkommnete,  — etc. 
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XXX.  Die  Wärmelehre. 

299.  Das  Wesen  der  Wärme.  Die  sog.  Wärme  ist  mit  dem 
Lichte  verwandt  und  häufig  verbunden,  strahlt  wie  dasselbe,  wird 
nach  denselben  Gesetzen  rcficctirt  und  gebrochen,  — ja  in  neuerer 
Zeit  ebenfalls  nicht  mehr  als  Stoff,  sondeni  als  eine  Bewegungs- 
form betrachtet.  Das  Ausstrahlungsvermögen  warmer  Körper  hängt 
von  ihrer  Beschaffenheit  ab,  und  nimmt  namentlich  mit  der  Rauhig- 
keit ihrer  Oberfläche  zu. 

FQr  dlo  Wärmelehre  vergleiche:  ,. Lambert,  Pyrometrie.  Berlin  1779  in 
4.,  — Benjamin  Thompson,  Graf  von  Runiford  (Rumford  in  Massachnsetta 
1763  — Autcuil  bei  Paris  1814;  erat  Bchulmeisier,  dann  Militär,  znletxt 
PrivatgclehrU'r  und  Mitglied  der  Academie  in  Paris;  vergl.  Cuvier,  Elogcs  II), 
Mämoires  sur  la  chaleur.  Paris  I8U4  in  8.,  — John  Lcsiie  (Largo  in  Schott- 
land 17ÜG  — Coates  bei  Largo  1832;  Professor  der  Mathematik  und  Physik 
KU  Edinburgh),  Experimental  inquiry  into  the  nature  and  propertles  of  heat. 
London  1804  in  8.,  — Pierre  Preroat  (Genf  1751  — Genf  1839;  Professor 
der  Philosophie  und  Physik  in  Berlin  und  Genf),  Du  caloriqne  rayonnant. 
Oenäve  1809  in  8.  (Suppl.  1832),  und;  Deux  traitäs  de  physique  mdcanique, 
comrne  simple  dditeur  du  premier  (par  0.  L.  Leaage)  et  comme  autenr  du 
second.  Oenäve  1818  in  8.,  — Fourier,  Thäorie  analytique  de  la  cbalcnr. 
Paris  1822  in  4.,  — Sadi  Carnot  (Paris  1790  — Paris  1832;  Sohn  des  ältem 
Camot  in  4.,  etc.;  Ingenlenrhauptmann),  Reflexions  sur  la  puissance  motrice 
du  feu  et  sur  les  machines  propres  k d^relopper  eette  pnissance.  Paris  1824 
in  8.,  — Jean- Claude-Eugene  Peeiet  (Besanqon  1793  — Paria  1857;  Professor 
der  Physik  zu  Marseille  und  Paris),  Traitd  de  la  ebaleur  oonsidär^  dans  ses 
applications  anx  arts  et  mannfactures.  Paris  1828,  2 Vol.  in  8.  (3  M.  1860), 

— Polaaon,  Thdorie  mathämatiqne  de  la  chaleur.  Paris  1885  in  4.  (Suppl. 
1837),  — J.  R.  Mayer  (s.  4),  Bemerkungen  Ober  das  meehaniache  Aeqni- 
valcnt  der  Wärme.  Heilbronn  1861  in  8.,  und:  Die  Mechanik  der  Wärme. 
Stuttgart  1867  In  8.,  — Zeuner,  GrundzOge  der  mechanischen  Wärmetheorie. 
Freiberg  1860  in  8.  (2.  A.  1886;  franz.  durch  Amthal  und  Cazin,  Paris  1809), 

— Gustav  Adolf  Hirn  (Logelbach  bei  Colmar  1815;  Civllingenienr  zu  Logel- 
bach), Exposition  analytique  et  experimentale  de  la  theoric  mäcaniqne  de  la 
chaleur.  Paris  1862  in  8.  (2  5d.  in  2 Vol.  1865—1808),  — Tyndall,  Heat 
considered  as  a mode  of  mntion.  London  1863  in  8.  (2.  ed.  1865;  franz.  von 
Moigno,  Paris  1864;  deutsch  von  Helmholtz  und  Wiedemann,  Braunschweig 
1807),  — Clausius,  Abhandlungen  Ober  die  mechanische  Wärmetheorie. 
Braunschweig  1864 — 1867,  2 Abth.  In  8^  — Charles-Pierre-Mathien  Combrs 
(Cahors  1802;  Professor  an  der  £cole  des  mines  nnd  Mitglied  der  Academie 
zu  Paris),  Exposä  des  principes  de  lä  thäorie  mäcanique  de  la  chaleur  et 
de  ses  applications  prlncipales.  Paris  1867  in  8.,  — Briot,  Thäorie  mäca- 
nlqne  de  la  chaleur.  Paris  1809  in  8.,  — etc.“  — FOr  die  Geschichte  und  die 
ersten  Principien  der  mechanischen  Wärmetheoric  vergleiche  die  folgenden 
Sätze  und  namentlich  806. 

800.  Oie  Wärmeleitnog.  Das  Verhalten  der  Körper  gegen  das 
Durchlässen  der  Wärmestrahlen  weicht  von  dem  gegen  die  Licht- 
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strahlen  bedeutend  ab.  Ein  sehr  dlathermaner  Körper  ist  z.  B. 
das  Steinsalz , während  der  fast  gleich  durchsichtige  Alaun  schon 
bei  sehr  geringer  Dicke  alle  Wärme  absorbirt,  d.  h.  sehr  atherman 
ist.  — In  Beziehung  auf  das  dureh  innere  Strahlung  bewirkte  Ver- 
breiten der  absorbirten  Wärme  in  einem  Körper,  theilen  sich  die 
Körper  in  gute  und  schlechte  Wärmeleiter.  Zu  den  erstem  gehören 
Metalle  und  Steine,  zu  den  letztem  Glas,  Kohle,  Wolle,  Erden, 
etc.  Von  unten  erwärmte  Flüssigkeiten  und  Gase  scheinen  bessere 
Wärmeleiter  zu  sein,  als  sie  wirklich  sind,  — es  entstehen  nämlich 
Strömungen,  auf  denen  z.  B.  die  Luft-  und  Wasserheizungen  be- 
mhen. 

Die  liUftheiKUng  soll  zuerst  in  der  jetzt  gebräuchlichen  Weise  1792  der 
englische  Industrielle  Strnit  zu  Belper  ln  seiner  mechanischen  Spinnerei  ein- 
gefnhrt  haben , — in  gewisser  Art  scheint  sie  aber  schon  bei  den  ROmern 
gebräuchlich  gewesen  zu  sein;  sehr  empfohlen  wurde  sie  durch  „Paul  Trau- 
gott Meismier  (Medias  in  Siebenbürgen  1778^  Professor  der  Chemie  in  Wien), 
Die  Heizung  mit  erwärmter  Luft  Wien  1821  in  8.  (3.  A.  1827)“.  Die  Ein- 
führung der  Wasserheiznng  wird  Jakob  Perkins  (1766?  — London  1840; 
erst  Kupfersteeber  in  Philadelphia,  dann  Civilingenieur  in  London)  luge- 
Bchrieben. 

SOI.  Die  Angdehonog.  Da  für  ein  kleines  d sehr  nahe  (l-f-d)° 
= l+nd,  so  kann  die  Volumenausdehnung  eines  Körpers  durch 
die  Wärme  gleich  dem  Dreifachen,  die  Flächenausdehnurig  gleich 
dem  Doppelten  der  Längenausdehnung  gesetzt  werden.  Um  Letztere 
zu  messen,  katui  man  z.  B.  nach  dem  Vorschläge  von  Lavoisier 
und  Laplace  das  freie  Ende  des  zu  untersuchenden,  in  einem  Oel- 
badc  erwärmten  Stabes  auf  einen  Hebel  wirken  lassen,  mit  dem 
zugleich  ein  Fernrohr  verbunden  ist,  dessen  Stellung  an  einer  ent- 
fernten Scale  abgelescn  werden  kann,  — Hat  ein  Originalmaass 
seine  gesetzliche  Länge  1 bei  t"  C.,  so  ist,  wenn  a die  Ausdehnung 
der  Längeneinheit  für  1®  C.  bezeichnet,  seine  Länge  bei  T® . C. 

L = l[l-}-a(T  — t)]  1 

Wenn  man  somit  diess  ^Maass,  anstatt  bei  t®,  bei  T®  an  wendet,  so 
findet  man  die  Entfernung  X statt  x,  so  dass 

x.l  = X.L  oder  x =i=  X [1  + a (T  — t)]  9 

Um  eine  Uhr  gegen  die  (nach  355)  schädliche  Einwirkung  der 
Wärme  auf  die  Pendellänge  zu  compensiren,  ersetzt  man  entweder 
nach  Graham  die  Linse  durch  ein  Gefäss  mit  Quecksilber,  oder 
unterbricht  nach  Harrison  die  Pendelstange  durch  einen  Rost  (s. 
Fig.),  bei  dem  die  nach  oben  wirkenden  Stäbe  z aus  einem  Metalle 
(z.  B.  Zink)  bestehen,  das  sich  bedeutend  stärker  als  das  Metall 
der  Pendelstange  (meist  Eisen)  ausdehnt  — Bezeichnen  v und  v' 
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die  Volnmina  eines  Gases  bei  b und  b'  Zollen  Barometerstand,  t 
und  t'  Centcsimalgraden  Erwärmung,  so  ist  sein  Volumen  bei  28" 
und  0® 

bv  b'v'  j bv  l-f-at_ 

28(l-fat)  “ 28(l  + at')  , b'v'  “ 1 + «^  * 

das  auf  verschiedene  Temperaturen  erweiterte  Mariotte’sche  Gesetz 
ist.  Da  €t  = 0,003665  oder  nahe  = 1 ; 273 , so  muss  nach  3 für 
t = — 273®  C.  nothwendig  v = 0 werden,  und  man  kann  daher 
den  um  273®  C.  unter  dem  Eispuncte  liegenden  Punct  unbedenklich 
als  einen  jeder  Wärme  haaren  absoluten  IVuIlpnnct  betrachten. 

Die  Rost-Compensation  eoU  George  Graham  (Horegilli  in  Cumberland 
1676  — London  1761;  Uhrmacher  und  Mechaniker  in  London)  schon  um 
1716  erfunden,  dann  aber  an  Ouneten  der  Qneckailber-Com- 
e|  pensation,  von  welcher  er  in  der  Abhandlung  „A  contrivance 

to  avoid  the  Irregularities  in  a olock’s  motion  occasioned  by 
the  action  of  heat  and  cold  on  a pendulum  rod  (Phil.  Trane, 
e n e z e 1726}“  Nachricht  gab,  wieder  verlaeeen  haben.  Sie  wurde 
eodann  von  John  Harrlson  (Foulby  1698  — London  1776; 

— Uhrmacher  in  London) , muthmasslich  ohne  von  Qraham’e 
froherer  Idee  au  wiesen,  aufgenommen,  und  ln  der  jetat  ge- 
bräuchlichen Form  etwa  1726  in  die  Pendeluhren  eingefObrt,  — von  dem 
gleichen  Manne,  dem  es  auch  zuerst  gelang,  durch  die  KrOmmung  einer  aus 
Stahl  und  Hessing  ausammengesetaten  Feder  die  Unruhe  der  tragbaren  Uhren 
. zu  compensiren,  und  sie  so  zu  wirklichen  Chronometern  an  erbeben.  — Be- 
zeichnen p und  V Expaneivkraft  und  Volumen  eines  Gases  bei  0°  Wärme  und 
soll  dasselbe  entweder  bei  gleichem  Volumen  doppelte  Expansivkraft  oder  bei 
gleicher  Expansivkraft  doppeltes  Volumen  erhalten,  so  muss  entsprechend  8 
p(l-|-ot)  = 2p  oder  v(l-|-«t)  = 2v 
werden,  also  in  beiden  Fällen  a t = 1 oder  t =:*/„  = 273*  = a sein,  wofür  3 ln 
b . V : b' . v'  = (a  + t)  ! (a  + 1‘)  4 

Obergeht,  so  dass  das  Product  aus  Druck  und  Volumen  der  absoluten  Tem- 
peratur proportional  ist  — Anhangsweise  mag  noch  der  von  Josiah  Wed- 
gwoed  (Burslem  in  Btaifordshire  1730  — Etruria  bei  Newcastle  1766;  TOpfer) 
zur  Messung  sehr  hoher  Temperaturen  erfundene  Pyrometer  erwähnt 
werden,  der  auf  der  Annahme  beruht,  dass  Thon  proportional  der  Hitze 
schwinde;  Duleng  und  Alexis-Thdrtse  Petit  (Vesoul  1791  — Paris  1820; 
Professor  der  Physik  in  Paris)  haben  ihn  durch  den  sog.  Gewiclitstherme- 
meteri  ein  a.  B.  bei  0 und  100*  mit  Quecksilber  gefolltea,  und  beide  Male, 
sowie  sodann  bei  jeder  Temperaturbestimmung  genau  abgewogenes  Geflss 
mit  engem  Halse,  — Poulllet  ober  durch  eine  Art  Lufttbermometcr 
(vergl.  dasjenige  von  Galilei  in  247)  mit  Platinkugel  tu  ersetzen  gesucht,  — 
und  Leonhard  Elsner  (Neustadt  in  Oberschlesien  1802 ; Lehrer  der  Chemie 
und  Arcanist  der  k.  Porzellanfabrik  in  Berlin)  soll  auf  ähnliche  Weise  ge- 
funden haben,  dass  während  des  zwölfstDndigen  Gutofenfeuers  schon  bei 
einer  Temperatur  von  2000  bis  2600  Graden  die  meisten  Gesteine  und  Metalle 
eich  vollständig  verilQchtigen , so  dass  man  vielleicht  (s.  294)  etwa  diese 
Temperatur  auf  der  Sonne  vermnthen  dOrfte. 
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SOS«  Speclflsche  Wärme.  Die  Wärmemenge,  welche  die  Ge- 
wichtseinheit Wasser  von  0®  (ein  Kilogramm)  erfordert,  damit  die 
Temperatur  auf  1®  steige,  nimmt  man  als  Wärmeeinheit  oder  Ca- 
lorie  an,  und  nennt  sodann  die  in  dieser  Einheit  ausgedrückte 
Wärmemenge,  welche  irgend  ein  anderer  Körper  erfordert,  damit 
die  Temperatur  einer  Gewichtseinheit  desselben  um  1®  steige,  seine 
■lieelfiacbe  Wärme  oder  Eigenwärme.  — Taucht  man  einen 
Körper  der  specifiachen  Wärme  s,  des  Gewichts  g und  der  Tem- 
peratur ti  in  ein  Kilogramm  Wasser  der  Temperatur  t.^,  so  hat  man, 
wenn  kein  Wärmeverlust  entsteht,  und  r die  durch  die  Ausgleichung 
entstandene  Temperatur  bezeichnet, 

g8(t,— T)  = r — tj  oder  s - 

Bei  Gasen , oder  eigentlich  strenge  genommen  bei  allen  Körpern, 
hat  man  die  specifische  Wärme  bei  ronslantrm  Volumen  und 
die  bei  conatantem  Drucke  zu  unterscheiden,  je  nachdem  man 
bei  der  Wärmezuführung  das  Volumen  der  Masse  constant  erhält, 
oder  indem  man  zwar  dem  Körper  eine  Ausdehnung  gestattet,  dabei 
aber  den  von  aussen  statthndenden  Druck  constant  erhält.  Für 
atmosphärische  Luft  ist  z.  B.  die  specifische  Wärme  bei  constantem 
Volumen  0,1687,  und  die  bei  constantem  Drucke  0,2377. 

Bei  BesUmmung  der  speciflechen  Winne  einer  Reihe  fester  Körper  fanden 
Dulang  und  Petit  das  merkwürdige  Gesetz,  dass  das  Product  der  speci- 
flachen  Winne  eines  Körpers  ln  eein  Atomgewicht  nahezu  eine  constante 
Grösse  ist;  vergl.  ihre  Abhandlung  „Recherches  nur  quelques  points  impor- 
tana  de  la  thdorie  de  la  chaleur  (Annab  de  phya.  1819}“. 

SOS.  Die  gebODdene  Wärme.  Während  ein  Körper  in  einen 
hohem  Aggregationszustand  übergeht,  wird  alle  ihm  znfliessende, 
gewöhnlich  in  Calorieen  ausgedrückte  Wärme  zu  dieser  Formände- 
rung verbraucht,  d.  h.,  wie  man  sagt,  gebunden  oder  latent, 
— eine  Vermehrung  des  Wärraezuflusses  hat  keine  Temperatur- 
erhöhung, sondern  eine  Beschleunigung  des  Proccsscs  zur  Folge. 
Umgekehrt  wird  bei  Erniedrigung  des  Aggregationszustandes  eine 
entsprechende  Wärmemenge  firel,  worauf  z.  B.  die  Anwendung  des 
Dampfes  zum  Heizen,  Kochen,  Waschen,  etc.  beruht.  — Wenn 
ein  Körper  während  der  Wärmezuführung  sich  ansdelmt,  und  unter 
einem  änssem  Drucke  steht,  so  wird  während  der  Ausdehnung 
Arbeit,  sog.  äussere  Arbeit,  verrichtet,  und  dieser  Arbeit  ent- 
spricht , nach  den  Grundsätzen  der  mechanischen  Wärmetheoric, 
eine  gewisse  Wärmemenge,  welche  versebwindet.  Die  einer  Ca- 
lorie  entsprechende  Arbeit,  ein  sog.  mechanisches  Wärnie^EquI* 
valeul,  beträgt  nahezu  424  Eälogrammeter. 
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Den  BegrilT  der  latenten  WKmic  scheint  Joseph  Black  (Bordeaux  1728 
bis  Edinburgh  1789;  Professor  der  Chemie  su  Oiosgow  und  Edinburgh)  etwa 
1763  zuerst  aufgestelit  zu  haben.  Um  die  Benutzung  der  beim  Niederschlagen 
des  Dampfes  frei  werdenden  Wirme  zum  Heizen,  Kochen,  etc.  mochte  sich 
neben  Rumford  (vergl.  299)  besonders  Thomas  Tredgold  (Brandon  bei 
Durbam  1788  — London  1829;  zuerst  Tischier,  zuietzt  Civilingenleur  in  Lon- 
don) verdient,  dem  man,  neben  einschiagenden  Versuchen,  auch  „Principles 
of  warming  and  ventiiating  pubiie  bnildings.  London  1824  in  8.  (3.  ed.  with 
appendix  of  T.  Bramah  1836;  deutsch  von  O.  B.  KQbn,  Leipzig  1826  und 
1837)  verdankt.  — Wenn  sieh  in  einem  Cylinder  von  1 Quadratmeter  Orund- 
fliche  ein  Kubikmeter  Luft  von  0°  unter  dem  Drucke  einer  Atmosphire  be- 
findet, so  muss  die  (nach  278)  1,293  Kilogramme  wiegende  Luft,  um  doppelte 
Expansivkraft  zu  crbalten,  nach  301  um  273°  erwirmt  werden,  und  ffir  Jeden 
Orad  und  Jedes  Kilogramm  bedarf  es  (302)  0,1687  Calorieen,  also  im  Ganzen 
die  Wirmemenge  w =:  0,1687  X 273  X 1,293  = 69,65  Calorieen.  Soll  dagegen 
die  Luft  auf  das  doppelte  Volumen  ausgedehnt  werden,  so  bedarf  es  zwar 
(301)  noch  273°,  aber  für  jeden  Orad  und  Jedes  Kilogramm  (802)  bis  auf 
0,2377  Calorieen,  also  die  Wirmemenge  w' 0,2377  x 273  X 1,293  = 88,90 
Calorieen.  Der  Unterschied  w‘  — w = 24,36  Calorieen  ist  demnach  noth- 
wendig,  um  die  Ausdehnung  ohne  Verminderung  der  Temperatur  zu  be- 
wirken, und  dabei  ist,  weil  der  Kolben  um  ein  Meter  vorwirts  geschoben 
wurde  und  der  Druck  der  Luft  auf  einen  Quadratmeter  (273)  10334  Kilo- 
gramme betrigt,  die  Arbeit  gleich  10334  Kilogrammeter  zu  setzen,  — oder 
es  ist  also  das  Arbeitsequivalent  von  einer  Calorie  gleich  10334  : 24,36  = 424 
Kilogrammeter,  wie  diess  Joule  (vergl.  Phil.  Mag.  1846,  1847)  such  durch 
directe  Versuche  dargethan  hat. 

S04»  Oie  TerdODStODg.  Die  Flüssigkeiten  gehen  schon  unter 
der  Siedehitze  in  den  expansibeln  Zustand  Uber,  jedoch  nur  an  der 
Oberfläche,  — sie  verifonsten;  dabei  wird  auf  Kosten  der  um- 
gebenden Körper  ebenfalls  Wärme  gebunden,  — es  entsteht  die  sog. 
VerdiinslungskRlte«  Auf  ähnliche  Weise  entsteht  beim  Mischen 
von  Sclinee  mit  Salz,  — beim  Auflösen  von  5 Th.  Salmiak  und 
15  Th.  Salpeter  in  16  Th.  Wasser,  — etc.,  eine  sog.  kOnatiiebe 
Kälte«  — Um  die  Spannkraft  des  Wasserdampfcs  zu  messen,  lässt 
man  in  den  eipen  zweier  Barometer  einen  Wassertropfen  steigen, 
und  beobachtet  die  verschiedenen  Temperaturen  entsprechenden  Ver- 
kürzungen seiner  Säule;  für  höhere  Temperaturen  lässt  man  den 
Dampf  auf  ein  Manometer  (274)  wirken.  [M.] 

Durch  Mizehung  von  1 Theil  Salmiak  und  2 Thellen  Wasser  erhUt  man 
nach  Wüllner  eine  Abkühlung  von  -|-  10  auf  — 10°  C.,  — bei  Mischnng; 
von  1 Kilogramm  Schnee  und  */,  Kilogramm  Kochsalz  eine  flüssige  Masse  der 
Temperatur  — 21°  C.,  — etc. 

SOS.  Angust’s  Psychrometer  and  das  Hntton'sche  Princip.  Be- 
zeichnen t|  und  tj  die  Angaben  eines  trockenen  und  eines  benetzten 
Thermometers  bei  b""'  Barometerstand,  e,  und  ej  aber  die  diesen 
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Temperaturen  entsprechenden  Spannkräfte,  so  gibt  nach  August 

J0,000804\.  - 

\0, 000748  * 

die  Spannkraft  des  in  der  Luft  enthaltenen  Wasserdampfes,  wobei 
der  untere  Factor  anzuwenden  ist,  wenn  sich  das  benetzte  Thermo- 
meter mit  einer  Eisrinde  überzieht;  £ heisst  absolute,  das  ge 
wohnlich  in  Procenten  gegebene  Verliältniss  Eiej  aber  relative 
Feocbtlgkeil«  — Wenn  zwei  mit  Feuchtigkeit  gesättigte  Luft- 
massen von  ungleicher  Temperatur  t|  und  tg,  also  auch  ungleicher 
Spannkraft  Si  und  Sg,  Zusammentreffen,  so  entspricht,  wie  Hutton 
lehrte  (vergl.  XI) , ihrer  Mischungstemperatur  T = */*  (^i  + tj)  eine 
Spannkraft  S -«=  Vs  ('>1  + findet  daher  ein  Niederschlag, 

sei  es  in  Form  einer  Wolke,  sei  es  als  Regen,  Schnee,  etc.,  statt; 
sind  sie  nicht  gesättigt,  so  werden  sie  zum  mindesten  feuchter. 
Aehnliche  Vorgänge  haben  statt,  wenn  eine  feuchte  Luftschichte 
über  einer  Nachts  durch  Strahlung  erkalteten  Stelle  der  Erde  liegt, 
und  dann  Thau  oder  Reif  absetzt,  — oder  wenn  über  warmem 
feuchtem  Boden  oder  Gewässern  aufsteigende  Dämpfe  auf  feuchte 
Luftschichten  treffen,  und  Nebel  entsteht,  — etc. 


Die  Hygrometrle  kann  man  als  durch  den  von  Lambert  gegebenen 
„Essai  d’hygromdtrie  (Mdm.  de  Berl.  1769,  1779;  deutsch,  Augsburg  1774—1775 
ln  8.)“  begründet,  und  als  durch  Sauaaure  (vergl.  280)  wesentlich  vervoll- 
kommnet, beselchnen.  — Das  von  John  Frederic  Danlell  (London  1790  — 
London  1845;  Professor  der  Chemie  in  London)  in  seiner  Abhandlung  „On  a 
new  Hygrometer  (Quart.  Joum.  of  Science  1820)“  beschriebene,  nach  ihm 
benannte,  und  splter  von  Regnaalt,  vergl.  dessen  „Etudes  sur  rhygromdtrie 
(Annal.  de  cbim.  1845)“,  verbesserte  Hygrometer  bestimmt  die  Temperatur, 
bei  welcher  sich  jewellen  Thau  niederschUgt , und  daraus  (XI)  die  Spann- 
kraft des  gleichseitig  in  der  Luft  vorhandenen  Wasserdampfes,  — ist  aber 
leider  fast  nur  in  eigentlichen  Observatorien  verwendbar,  während  der  von 
Emst  Ferdinand  August  (Prenslau  1795;  Professor  der  Mathematik  in  Berlin), 
vergl.  dessen  Schriften  „Ueber  die  Anwendung  des  Psychrometers  sur  Hygro- 
metrle. Berlin  1828  in  4„  und:  Ueber  die  Fortschritte  der  Hygrometrle.  Berlin 
1830  in  4.“,  eingeführte  und  im  Texte  beschriebene  Psychrometer,  sich  xwar 
allerdings  eher  für  meteorologische  Stationen  eignet,  dafür  aber  bei  raschen 
Temperatnrwechseln  in  der  Nftbe  des  Nullpunctes  suweUen  überschnappL 
•—  Beispielsweise  mag  angeführt  werden,  dass  sich  1861  VIII 15  zu  Interlaken 
um  ü**  bei  b = 712,8'°°'  die  Ablesungen  t,  = 30°,4  und  t,  = 2e°,5  ergaben, 
welchen  (IX)  e,  = 32,26'°"  und  e,  = 18,52'°*'  entsprechen;  also  bat  man 
nach  1 


Ü*  19  AI)  ' 

E = 18,52  — 0,000804  X 9,6  X 712,8  = 12,85“  — = -5^= 

und  dasselbe  würden  wir  erhalten  haben,  wenn  wir  1,  gestützt  auf  die 
Regnault’scben  Versuche,  die  Formel 


E = e. 


p, 000800 
10,000691 


Ic».-»!) 


.b 


27* 
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substitulrt  hätten.  — Ausser  den  vun  AiiKuet  in  seiner  bereits  citirten  Schrift 
gegebenen  Tsfeln  kann  man  aur  AbkOrzung  der  Rechnung  auch  „Hermann 
Niihic  (Potsdam  1830),  Psychrnmetertafeln , twclcbe  den  Dunstdruck  und  die 
relative  Feuchtigkeit  fQr  Zehntclgrade  beider  Thermometer  des  Psychroroeter’a 
enthalten.  CSthen  1806  in  4.,  — Ludwig  Friedrich  Kämtz  (Treptow  in  Pommern 
1801  — Petersburg  1867 ; Professor  der  Physik  in  Halle  und  Dorpat,  zuletzt 
Director  des  physikalischen  Ceniralobservatoriums  in  Petersburg),  Tafeln  zur 
Berechnung  und  Reduction  meteorologischer  Beobachtungen.  Dorpat  1868  in 
4.,  — etc.“  benutzen.  — Will  man  nur  die  relative  Feuchtigkeit  in  Procenten 
berechnen,  und  ist  der  Barometerstand  b = 760  — ^b,  so  kann  man  nach  1 
oder  2 dieselbe 

e-tno  ^-“Ct.-ti)(760-A»>)  _ . , n Ab  - 

e-100- ^ + * 

setzen,  wo  a den  8 oder  7 Zehntausendstel  betragenden  Erfahrungsfaetor  be- 
zeichnet, A die  Feuchtigkeit  bei  760'*°’  und  B den  Zuschlag,  welchen  sie  fDr 
100'°°'  Abnahme  des  Barometerstandes  crleideL  Die  Tafel  gibt  in  einer 
für  die  meisten  Fälle  hinreichenden  Ausdehnung  fDr  die  Argumente  t,  und 
t, — t,  diese  A (in  grösserer)  und  B (in  kleinerer  Schrift),  und  man  erhält 
z.  B.  nach  derselben  fDr 

t,  = l»,8  t,  = — 1»,6  b = 677,9°"°  also  t,  — 1,=-2,8  Ab  = 82 
ohne  MOha 

e = 62,0  + 4 . 0,82  = 56«/o  , 

FDr  weitere  AusfDhrung  der  zweiten  Abtbeilung  des  Textes  vergl.  391. 


i 


f 

« 


306.  Del’  Dampfdrock.  Wenn  bei  verdnnglenden  oder  siedenden 
Flüssigkeiten  die  entstehenden  Dünste  oder  Dämpfe  nicht  wegge- 
scliaift  werden,  so  entsteht  nach  kurzer  Zeit  ein  Gleichgewicht 
zwischen  der  Expansivkraft  der  Dünste  oder  Dämpfe  und  dem  auf 
der  Flüssigkeit  ruhenden  Drucke : Solche  Dämpfe  sind  gesättigt 
oder  saturirt.  Bei  vermehrtem  Wärmezufluss  nimmt  dann  einerseits 
die  Flüssigkeit  eine  höhere  Terajieratur  an,  und  anderseits  erreichen 
die  Dünste  oder  Dämpfe  eine  höhere  Expansivkraft,  — so  bei  dem 
sog.  Papinianischeu  Topfe.  — Wenn  1 Kil.  Wasser  von  0®  Tem- 
peratur unter  dem  der  Temperatur  t entsprechenden  Dampfdrücke 
erhalten  und  erwärmt  wird,  so  geht  seine  Temperatur,  ehe  die 
Dampfbildung  beginnt,  auf  t über.  Die  Wärmemenge,  welche 
hiebei  dem  Wasser  zuzuführen  ist  (Flüssigkeitswärme),  beträgt  nach 
Kegnault 

q = t -f  0,(XK)02 1*  -4-  0,0000(X)3 1’  1 

Bei  weiterer  Wärmezuführung  geht  das  Wasser  in  Dampf  über 
und  hiebei  überwindet  die  Masse  während  der  Volumenvergrösse- 
rung  einen  äussern  Druck,  verrichtet  also  Arbeit.  Ist  dieser  Druck 
constant,  so  ist  die  dieser  Arbeit  entsprechende  Wärmemenge  L 
(äussere  latente  Wärme),  die  nach  der  mechanischen  Wärmetheorie 
hiebei  verschwindet,  (nach  Zeuner)  pro  1 Kil.  verdampftes  Wasser 
L = 31,10+ 1,096.  t — q S 


I 
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Diejenige  Wärmemenge  q , welche  1 Kil.  gesättigter  Wasserdampf 
mehr  enthält  als  1 Kil.  Wasser  von  gleicher  Temperatur  t (innere 
latente  Wärme  nach  Zeuner)  ist 

p = 575,40  — 0,791  . t 8 

Die  beiden  Werthe  L nnd  p zusammen  geben  den  Werth,  den  man 
gewöhnlich  (vergl.  303)  kurzweg  latente  Wärme  (Verdampfungs- 
Wärme  nach  Clausius)  nennt.  Die  Summe  q + L + ß ist  die  sog. 
GesammtwSrme  H,  welche  man  1 Kil.  Wasser  von  O”  Zufuhren 
muss,  um  es  unter  constantem  Drucke  in  gesättigten  Dampf  von 
t“  zu  verwandeln,  nnd  für  welche  man  auch  (nach  Kegnault) 

H = 60ti,5  -f-  0,305  . t 4 

hat.  Das  Volumen  v der  Gewichtseinheit  (1  Kil.)  gesättigten  Wasser- 
dampfes findet  sich,  wenn  p den  Druck  des  Dampfes  pro  Quadrat- 
meter bedeutet, 


-f- 0,001  Cubikmeter 


8 


oder  einfacher  nach  der  Formel  von  Zeuner,  die  zugleich  für  Ober- 
bltzten  , Wasserdampf  gilt, 

pv  = BT  — « 


wo  T = 273 -f- 1 und  p in  Atmosphären  einzusetzen  ist,  die  Con- 
stanten  aber  B = 0,0049287 , C = 0,187815  sind.  Die  Dichtigkeit 
y des  Dampfes  oder  das  Gewicht  von  einem  Cubikmeter  ist  end- 
lich y = 1 : V.  [XI.] 


Die  299  vorlKafig  berührte  mechanische  Würmetheorie  beruht  auf  awei 
Uauptsltaen,  dem  iratze  von  der  Aequivalenc  von  Wärme  und  Arbeit, 
nnd  dem  Satze  von  der  Aequivalena  der  Verwandlungen  t Der  erste 
dieser  S&tze,  der  sich  schon  in  303  aegedeutet  findet,  und  den  Mayer 
(vergl.  299}  in  seinen  „Bemerkungen  über  die  Kräfte  der  unbeiebten  Natur 
(LIebigs’  Annalen  1842]“  zuerst  deutlich  anegesprochen  bat,  lässt  sich  ana- 
lytisch durch  die  Olelchung 

dQ  = dU  + A.dW  = dU-t-A.p.dv  1 

auadrOcken,  wo  Q die  einem  KSrper  während  seiner  Zustandsänderung  mlt- 
getheilte  Wärmemenge  bezeichnet,  — U die  von  Clauains  in  seiner  Abhand- 
lung „Ueber  die  bewegende  Kraft  der  Wärme  nnd  die  Gesetze,  welche  sich 
daraus  für  die  Wärmelehre  selbst  sbleiten  lassen  (Pogg.  Annal.  18fi0j“  eln- 
gefübrte  Summe  der  vom  KOrper  aufgenommenen  freien  und  der  zu  innerer 
Arbeit  in  demselben  verbrauchten  Wärme , für  welche  W.  Thomson  (Phil. 
Mag.  1855)  den  Nahien  Energie  des  Körpers  vorgeschlagen  hat,  — A das 
Wärmeequlvalent  eines  Kilogrammeters,  oder  das  (vergl.  303)  einer 

Calorie  betragende  sog.  calorlsehe  Aeqnivalent  der  Arbeit,  — und  W 
endlich  die  während  der  Zustandsänderung  gethane  äussere  Arbeit,  deren 
Element  man  bei  sog.  umkehrbarem  Processe  auch  gleich  dem  Prodnete  aus 
dem  Drucke  p auf  die  Flächeneinheit  und  dem  entsprechenden  Elemente  d v 
der  Volumenvermchtung  gleich  setzen  kann,  Der  zvreite  der  angeführten 
Sätze  findet  sich  schon  bei  Carnot  ln  der  299  citirten  Späfifi,  sowie  darauf 
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geatfltzt  in  der  Abhandlung  ,^^noit-Pierre-Emile  ClapeyrOD  (Ftrls  1799; 
Professor  an  der  £cole  des  ponts-ei-chanssdes  in  Paris),  Mdmoire  sur  la 
puissance  motrico  du  feu  (Joum.  de  l’dc.  polyt  Nr.  23,  1884)  angedeutet; 
namentlich  aber  hat  ihn  Clauaiua  in  seiner  Abhandlung  „Heber  eine  ver- 
änderte Form  des  sweiten  Hauptsatzes  der  mechanischen  Wirmetheorie  (Pogg. 
Anna].  1834)“  deutlich  ausgesprochen;  Er  beruht  auf  der  Annahme,  dass  die 
Wirme  die  kleinsten  Theile  der  KSrper  von  einander  zu  entfernen,  ihre  sog. 
Diagregaiion  zu  vermehren  suche,  und  dass  sie  dabei,  v und  p propor- 
tionale, innere  und  Inssere  Widerstlnde  zu  überwinden  habe,  also  Winne 
io  Werk  urogewandelt  werden  müsse,  — besagt,  dass  bei  einem  auch  um- 
kehrbaren Kreisprocesse  die  algebraische  Summe  oller  dieser  Verwandlungen 
gleich  Null  sei,  — und  llsst  sich  analytisch  durch  die  Gleichung 

oder  dQ  = T.dS  8 

ausdrücken,  wo  Q die  frühere  Bedeutung  hat,  — T = 273“-|-t  die  (nach  301) 
dem  Productc  p . v proportionale  absolute  Temperatur  des  Körpers  zu  der 
Zeit  bezeichnet,  wo  er  das  Wirmeeicment  dQ  aufnimmt,  — das  Integral 
jedes  Mal  Null  werden  muss,  so  oft  der  Körper,  dessen  Verlnderungen  von 
irgend  einem  Anfangszustand  beginnen,  nach  Durchlaufung  beliebiger  anderer 
Zustlnde  wieder  in  den  Anfangszuetand  zurOckgelangt,  — und  S eine  nur 
von  dem  augenblicklichen  Zustande  des  Körpers  abhängige,  Eatropte  ge- 
nannte Grösse  ist,  so  dass  /dS  ebenfalls  je  nach  Vollendung  des  Kreia- 
processes  Null  wird.  — Betrachtet  man  U,  8 und  t als  Functionen  von  v 
und  p,  und  sJtzt  zur  AbkOrzuug 

dU  . « dU  . 

-dV  + Ap  = A.Y  9 


folglich 


dp 


= A.X 


dX  _ 1 / 
dv  A \ 


-T  + a- 

dp 


d*U 


d V 


d p . d V 


)=■ 


dY 
dp 

so  erhält  man  aus  7 

d Q = - dp-)-  .dv  + Apdv=:A(Xdp-fYdv) 

während  aus  8 

folgt,  80  dass  in  Vergleichung  mit  11 
dS 

dp 

sein  muss,  und  somit  nach  10 

d*S 


lO 


11 


AX  = T. 


AY  = T 


dS 
d V ' 


— T. 


dB 
dv 

d«S 

dp. dv  dp 


_d8 
d p ■ d V/ 


\dp  dv/  A\  dv.dp^ 

V dt  dt 

= Y.t X.-—  IS 

dp  dv 

Es  können  also  7 und  8 durch  II  und  12  ersetzt  werden,  und  es  sind  auch 

diese  letztem  Gleichungen,  sowie  die  aus  ihnen  durch  Elimination  von  Y oder 
X bervorgehenden  Gleichungen 

dQ  = A[xdp-f  dv(T  + xii):ii]  = A[X.dt  + T.dv];.^  IS 
dQ  = A[dp(Yil-T):^  + Y.dv]  = A[Y.dt-T.dp]  = ii  1« 
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durch  Zeuner  an  die  Spitie  der  mechanlachen  Wkrmetheorie  geetellt,  und 
heeonderi  18  und  14  als  sehr  fruchtbar  beselchnet  worden,  wie  dless  auch 
wirklich  aus  folgender  Anwendung  auf  das  Verhalten  der  Oase  hervorgeht: 
Für  die  permanenten  Oase  hat  man  nach  801:4,  wenn  R eine  Constante 
beselchnet, 

pv  = R(1178.  + t)  also  ^ = = X „ 

und,  wenn  man  sie  bei  constantem  Druck  oder  Volumen  erwärmt,  und  mit 
Cp  und  c,  die  speciflsche  Wärme  bei  constantem  Druck  oder  constantem 
Volumen  beselchnet,  eo  wird  im  ersten  Falle  mit  Hülfe  von  14 

Cp.dt  = dQ  = AYdt:-^  = ^^^dt  oder  y=;-^.p  ig 

und  im  swelten  Falle  mit  Hülfe  von  18 

c,.dt=dQz=AXdt:-^  = ^^^^dt  oder  X = -^.v  I» 

cp  V AR 

Da  man  bei  Oasen  Cp  und  c,  als  constant  ansehen  kann,  so  ergibt  sich 


somit  nsch  10 

^g=l  oder  Cp  — c,  = AR  18 

welche  Gleichung  für  A auf  denselben  Werth  ftihrt,  welchen  die  Versuche 
ergaben  (vergl.  303).  — Setst  man 

.^  = k und  somit  nach  18  e,(k  — 1)  = AR  19 

Ct 

wo  sich  fttr  permanente  Oase  aus  verschiedenartigen  Versuchen  k = 1,410 
ergeben  hat,  so  geben  mit  Hülfe  von  15 — 17  für  solche  Oase  11,  18  und  14 
nach  leichter  Reduction  in 

dQ  = -2-^^.(v.dp-|-k.p.dv)  SO 

dQ  = c,.|^dT  + (k  — l)-^.dvj  S1 

dQ  = Cp.[dT  — J^^.j.dpJ  SS 


Ober,  in  welcher  Form  sie  Zenner  nicht  nur  für  Oase,  sondern  auch  für  Ober- 
hitxte  oder  ungesättigte  Dämpfe  gibt,  nur  dass  er  für  solche  den  Werth  von 
c,  als  Vsrlabel  ansiebt  und  als  eine  Function  des  Druckes  und  der  Temperatur 
entwickelt  — Dehnt  sich  ein  Oas  ohne  Zuführung  und  Entsiehung  von  Wärme 
aus,  so  Ist  dQ  = 0,  also  nach  30 

-^.5-  -j-  k . “ 0 oder  p . v‘  = Const.  SS 

P ▼ 

Die  graphische  Darstellung  des  durch  diese  Gleichung  ausgesprochenen  Aende- 
mngsgesetses  von  p und  v nennt  man  nach  dem  Vorgänge  von  William  John 
Macquom  Ranklne  (Edinburgh  1820;  Civilingenieur  in  Glasgow)  die  adla- 
hatiaebe  Corre.  — Hat  die  Ausdehnung  bei  constanter  Temperatur  statt, 
oder  ist  dT  = 0,  so  ergeben  sich  nach  31  und  32 

k 1 

Q = — Cp  — g — T log  p Const  = c,  (k  — 1)  T . log  v -f-  Const 

oder,  wenn  p,  und  v,  die  Anfangswerthe  von  p und  v beseicbnen, 

Q= ‘‘7-T.log^=(k-l).T.log^  S4 
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und  zugleich  ist  nach  15  • i 

P ■ V rr  R T ^ CoQst.  . "V-  , , 

»o  dass  ln  dicspiti  Falle,  die  graphische  Darstellung  des  Aenderugsgeselses 
von  P und  V nach  147  eine  gleichseitige  Hyperbel  ergibt,  welche'  Rauhtoe 
isotbermisehe  Curre  geheissen  hat  — Noch  Im  Vorbeiweg  bemerkend, 
dass  man  die  Hauptglcichung  fOr  Gase  (immer  aber  nur  unter  der  eiten  Vor- 
ausseunng  umkehrbarer  Proccsse)  nach  21,  19,  15  auch  au/  die  fonn 
^ dQzrCv.dt-j“A.p.dv  < 

weitere  DedueUonen  und  Anwendungen' auf  die 
in  299  aufgerShlten  Specialwerke  verwiesen  werden. ' Einige  der  «r  Wasser- 
dampf  erhaltenen  Resultate  sind  neben  empirischen  Ponnelu  Im  Texte  auf- 
genibrt  worden.  — Zum  Schlüsse  mag  noeh  auf  die  Schriften  .Pasta.  La 
mani^re  d'amolir  les  os.  Amsterdam  1688  in  12.,  _ Job.  Heinrich  »«»1er 
(WinUrthur  1738  - Winterthur  1818;  Arat  und  Rathsherr  in  Wlntt^L^), 
ue  digestore  Papini,  ejus  structurA,  effcctu  et  usa.  BmU.  17M  ln  4.  — 

KÄmtn.  Untersuchungen  Ober  die  Expansivkraft  der  Dämpfe.  Balle  18M  in 
• . Relation  des  experiences  entreprlses  ponrlbtomlner  les 

principales  lois  et  les  donndes  numdriques  qul  entrent  dana  le  caleal  des 
machines  ä vapeur  (Mdm.  de  Par.  Vol.  21  et  26),  Paris  1M7-188J,  3 Vel. 
ln  4.,  — etc.  hlngewiesen  werden. 

301.  Oie  OampfmaschiDe.  Die  doppelte  Eigenschaft  der  Wasser- 
datnpfe,  einerseits  einer  grossen  Espansivkraft  fähig  zu  sein,  ander- 
seits dem  Volumen  nach  durch  Erkältung  plötzlich  fast  ganz  ver- 

oSfül,  w “ T”'-  ““p'  gibt 

0,(X)0o9  Wasser)  begründet  ihre  technisch  so  wichtige  Anwendung 
au  le  amprmaachlne,  bei  welcher  die  im  Dampfkess^  (mit 
Sicherheitsventil)  erzeugten  Dämpfe  mittelst  der  Sleaemo«  ab- 
y wechselnd  über  und  unter  den  Kolben  im  Damprkylinder  und 
von  da  in  den  Condeiwalor  geführt  werden,  und  dadurch  eine 
va  e(  vlenl  genannte  Bewegung  des  Kolbens  hervorbringen,  die 
durch  Wall  aches  Parallelogramm  tihd  Balancier  in  eine 
TOtirende  Bewegung  verwandelt,  und  durch  Schwungrad  und 
Regulator  gleiohmässig  erhalten  wird.  Dampfmaschmen,  welche 
mit  Dampf  von  mehreren  Atmosphären  Spannkraft  arbeiten,  können 
den  Co^ensator  entbehren  und  heissen  dann  Hochdruekmaschl- 

,^nen.  Da  der  Druck  einer  Atmosphäre  auf  1*“  nahe  1,033  Kil 

_ beträgt,  so  stellt  (264)  ' ' ^»wo  aii. 

■ ■ . b A = 1^^3  . n . V . f Kilogrammeter 

• für  Druckfläche  von  und  eine  Geschwindigkeit  von  ^ die 

* mechanische  Arbeit  von  n Atmosphären  in  l-  vor. 

von  AreUned.  die  Dcmpfkogeln  von  H«ro 

. WawIlTrehT  *.  ««gehörende  Idee 

*"  näher  elnxntret«,  _ oder  Z 

Haue  fl6'76”'’“lB28  Ansprache  de.  Fr.o.oeen  S Jemen  2 ! 

Caue  (1676-1626;  Ingenlenr  Friedrich  V.  von  der  PfJ,)  npd  i„  Epgtfwler,  ' 
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Edward  Somerset  Marquis  of  Worceatcr  (16..  — 16S7;  reicher  Edelmann) 
lu  besprechen,  welche  man  früher  aus  des  Erstem  Schrift  „Ijes  raisons  des 
forces  mouvantes.  Francfort  1615“  und  des  Leistern  „A  Century  of  Inven- 
tions.  London  1663“  begründen  wollte,  — Ist  facrvorsuheben,  dass  man  wohl 
mit  Recht  die  erste  Idee  einer  wirklichen  Dampfmaschine  Papin  (s.  4)  su- 
schreibt.  Nachdem  dieser  ausgeecichnetc  Mann  1681,  wo  er  sich  bei  Boyle  in 
London  anfhielt,  den  nach  ihm  benannten  Topf  (s.  306)  erfunden  hatte,  ent- 
deckte er  1600  die  capitale  Eigenschaft  des  Dampfes,  sich  durch  Abkühlung 
niederscblagen  su  lassen  (e.  Acta  Erudit.  1690),  und  damit  die  sog.  atmo- 
spbkrische  Dampfmaschine,  die  nun  allerdings  nachtr&glich  durch  den  eng- 
lischen Capitkn  Thomas  SaTery.  den  Schmid  Thomas  IVeweameii  in  Dar- 
month,  etc.,  und  den  Knaben  H.  Potler#  welcher,  um  der  Ihm  langweiligen 
Handhabung  der  Hähne  zu  entgehen , dieselben  durch  Schnüre  mit  bewegten 
Theilen  verband,  und  so  eine  erste  selbsttbatige  Steuerung  erstellte,  •-  noch 
viele  Verbesserungen  erhielt,  um  dann  freilich  später  durch  die  von  Watt 
(s.  4)  im  Jahre  1766  durch  Beigabe  eines  eigenen  Condensators  ermöglichte, 
1784  mit  dem  nach  ihm  benannten  Parallelogramme,  und  1799  durch  den  von 
Leeds  gebürtigen  IHurray  mit  der  sog.  Schiebersteucrung  versehenen  Maschine 
von  doppelter  Wirkung  verdrängt  su  werden.  Auch  die  Anwendung  der 
Dampfmaschine  auf  die  ScbifTfabrt  wurde  schon  1707  durch  Papiui  1736 
durch  den  Engländer  Jonathan  Hüll  und  1775  durch  den  Franzosen  Marquis 
de  Jauffroy  versucht,  doch  mit  durchschlagendem  Erfolge  erst  1807  durch 
Fnllon  (s.  4),  — ebenso  diejenige  auf  Wagen  1770  durch  Nicolas-Joseph 
Cugnot  (Void  im  Döp.  Messe  1725  — Paris  1804;  Oenic-OfUcier)  und  1803 
durch  Oliver  Evans  (Philadelphia?  1755  — New-York  1819;  Mechaniker  ln 
New-York),  doch  eigentlich  aber  mit  vollem  Erfolge  und  zum  Betriebe  der 
Eisenbahnen  erst  von  1814  an  durch  StepliensOD  (s.  4),  als  er  die,  aller- 
dings schon  1724  durch  Jakob  Lenpold  (Planitz  bei  Zwickau  1674  — Leiptig 
1727  ; Mechaniker  in  Leipzig)  in  seinem  „Theatrum  machinarum  generale. 
Leipzig  1723 — 1739,  9 Vol.  in  fol.“  vorgeschlagene,  aber  bald  wieder  ver- 
gessene Hochdruckmaschine  dafür  anwenden,  und  später  (1829)  noch  die  für 
hinlängliche  Dampflieferung  nothwendige  Er&ndung  der  Heizröhren  von  S^guln 
(s.  4 und  Arago  Oeuvres  V)  benutzen  konnte.  — Vergleiche  für  weitem  Detail 
„AragO.  Notice  historique  sur  les  machines  k vapeur  (Annuaire  1829,  1880, 
1837;  Oeuvres  V),  — Jean-Nicolas-Pierre  Haehette  (Möziöres  1768  — Paris 
1834;  Professor  der  darstellenden  Geometrie  in  Paris),  Bistoire  des  machines 
k vapeur.  Paris  1830  in  8.,  — Stuart.  History  of  the  Steam-Engine.  London 
1831  in  8.,  — Christ.  Bernoulll,  Dampfmaschinenlebrc.  Basel  1833  in  8. 
(5.  A.  von  Böttcher,  Stuttgart  1865),  — Fran(ois-Marie  Onyonnean  Comte  de 
Pamboar  (Noyen  1795;  Artillerie-Oföcier),  Traitö  thöorique  et  pratique  des 
machines  locomotives.  Paris  1835  in  8.  (2.  öd.  1840;  deutsch  von  Schnuse, 
Braunschweig  1840),  undi  Thöorie  analytlque  des  machines  k vapeur.  2 öd. 
Paris  1844  in  4.,  — Tredgold,  On  the  Steam-Engine  and  on  Steam-Navi- 
gation.  London  1839,  2 Vol.  in  4.,  — Bataille  et  alullien,  Traltö  des 
machines  k vapeur.  Paris  1847  — 1849  in  4.,  — Zeuoer,  Vortrag  über  die 
Dampfmaschine,  das  Dampfschiff  und  die  Locomotive,  nebst  deren  Oeechichte 
(Zürefa.  Blätter  für  Kunst  und  Literatur  1857),  und;  Die  Behiebersteumngen. 
Freiberg  1858  in  8.  (3.  A.  Leipzig  1868 ; frans,  durch  A.  Debize  et  E.  Mör(}ot, 
Paris  1869;  engl,  durch  M.  Müller,  London  1860),  — Rankine,  A Manual 
of  the  Steam-Engine  and  other  Prime-Movers.  London  1859  in  8.,  — 
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ReuIeanXa  Knngefasste  Ocschichte  der  Dampfmaschine  (Anhang  zur  5.  Aufl. 
von  ScboU's  Führer  des  Maschinisten,  Braunschweig  1860),  — F.  JaeqinlOt 
Professor  an  der  £oolo  des  ponts-et-chaussdes  ln  Paris : Des  machines  k 
Vapeur.  Paris  1870,  2 Vol.  in  8.,  — etc.“ 

SOS.  Die  WlrmeerzengnDg.  Ausser  dem  Erzeugen  der  Wärme 
durch  mechanische  Arbeit  (pneumatisches  Feuerzeug,  Feuermachen 
der  Indianer),  und  ihrem  Freiwerden  bei  Erniedrigung  des  Aggre- 
gationsznstandes  (303)  wird  bei  Concentration  und  Absorption  der 
Sonnenstrahlen  (Brennpunct,  schwarze  Tücher,  etc.),  bei  chemischen 
Processen  (ZUndlampe,  etc.),  etc.,  Wärme  erhalten.  Besonders  wich- 
tig ist  jedoch  die  Erzeugung  der  Wärme  beim  Verbrennen;  damit 
dasselbe  aber  fortdauern  kann,  müssen  nicht  nur  Brennstoff  und 
Zündstoff  hinlänglich  vorlianden  sein , sondern  auch  der  Erstere 
durch  das  Verbrennen  hinlänglich  erwärmt  werden. 

Die  Beleuchtung  und  Beheizung  mit  Oas  soll  Philippe  Lebon  (Brachay 
en  Haute-Marne  1768  — Paris  1804)  erfunden,  und  darauf  1798  ein  Patent 
erhalten  haben,  nachdem  er  zuerst  als  Narr  behandelt  worden  war.  — Die 
nach  Job.  Wolfgang  Döbereioer  (Bug  bei  Hof  1780  — Jena  1849;  Professor 
der  Chemie  in  Jena)  benannte  ZSndlampe  beruht  auf  der  Eigenschaft  des 
Platinschwammes,  von  einem  durch  Luft  auffallenden  Strom  von  Wasseratoff- 
gas  bis  zum  Glühen  erhitzt  zu  werden,  und  dann  diesen  zu  entzünden,  — 
die  von  Datry  zu  Gunsten  der  Grubenarbeiter  erfundene  Bicberbeitslampe 
dagegen  auf  dem  Umstande,  dass  eine  Flamme  durch  umgebendes  Draht- 
geflecht verhindert  wird,  dem  äussem  Raume  hinlängliche  Wärme  zu  geben, 
um  durchschlagen  zu  können.  — Zum  Schlüsse  mag  auch  noch  der  Lampen 
mit  doppeltem  Luftzuge  gedacht  werden,  welche  den  Namen  ihres  Erfinders 
Argand  tragen ; vergl.  dessen  Schrift  „Däcouverte  des  lampes  k courant  d’air 
et  k eyllndre.  Genäve  1785.“ 

XXXI.  Der  Magnetismns. 

S09.  Die  magoetischeB  Körper.  Manche  Körper,  besonders  der 
sog.  Magneteisenstein,  besitzen  die  Eigenschaft,  kleine  Stücke  Eisen, 
Stahl,  Kobalt,  etc.  anzuzichen,  und  bei  freier  Beweglichkeit  eine 
bestimmte  Richtung  gegen  die  Weltgegenden  anzunehmen,  — sie 
heissen  magnetisch.  An  jedem  Magnete  sind  Paare  von  Stellen 
vorhanden,  in  denen  sich  diese  Anziehungskraft  concentrirt,  die  sog. 
PolCy  von  denen  der  Eine,  entsprechend  den  sofort  zu  entwickeln- 
den Eigenschaften,  IVordpol,  der  andere  SOdpol  heisst,  — und 
wenn  man  einen  Magnet  zerbricht,  so  zeigt  jedes  Bruchstück  wieder 
beide  Pole. 

Den  Namen  Magnet-Eiecnstein  leitet  man  von  der  Stadt  Magnesia  in 
Lydien,  unweit  dem  heutigen  Smyrna,  ab,  bei  der  dieses  Mineral  zuerst  ge- 
funden worden  sein  soll.  Schon  Cajus  Secundue  Plinius  (Como  oder  Verona 
23  — 79  VIII  25  bei  Untersuchung  des  furchtbaren  Vesuv- Auebmebee,  der 
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Heronluiom  nnd  Pompeji  verschOttete ; römischer  Rechtsgelehrter,  Frlfekt 
iiod  Admiral)  spricht  in  seinem  berühmten  Bammelwerke  „Hlstoria  naturalis  e. 
hUtorU  mnndi  libri  XXXVII  (Parma  1481  in  fol.,  und  sphter  wiederholt  lat 
und  Obers.,  so  z.  B.  franz.  von  Poinsinet  de  Slvry,  Paris  1771 — 1782,  12  Vol. 
in  4.)‘‘  ausdrücklich  davon,  dass  dieses  Mineral  ans  Distanz  Eisen  anztehe  und 
festhalte,  — die  polaren  Eigenschaften  scheinen  dagegen  erst  wesentlich  splter, 
und  vielleicht  (vergl.  314)  zuerst  in  China  entdeckt  worden  zu  sein.  — Vergl. 
für  die  Lehre  vom  Magnetismus  ausser  der  in  24ß  gegebenen  allgemeinen 
Literatur  und  den  in  813  auf^ezlhlten  Specialscbriften : „'William  Gilbert 
(Colchester  1540  — London  1603;  Leibarzt  von  Elisabeth  nnd  Jakob  I.),  De 
magnete,  magneticisqne  corporibus  et  de  magno  magnete  tellnre,  physiologia 
nova.  Londini  1600  in  4.  (Auch  Stettin  1628  und  1633),  — Kirefaeri  Magnes 
sive  de  arte  magnetica  opus  tripertitum.  Roms  1664  in  fol.,  — IHuucbea- 
broeki  Dissertatio  pbysica  de  magnete.  'Viennte  1754  in  4.,  — Antolne-Cöear 
Becquerel  (Chütillon-sur-Loing  im  D^p.  Loiret  1788;  Professor  und  Mitglied 
der  Academie  in  Paris),  Traitö  de  l'^lcctricitö  et  du  magnötisme.  Paria  1884 
bis  1840  , 7 'Vol.  in  8.,  — Afouseon,  Bemerkungen  über  die  richtende  Kraft 
der  Magnete.  Zürich  1846  in  4.,  — Matteucel.  Cours  spöcial  snr  rinduction, 
le  magnötiame  de  rotation , le  diamagnötisme , et  snr  lea  relationa  entre  la 
force  magnötiqne  et  les  actlons  molöculaires.  Paris  1854  in  8.,  — Beer> 
Einleitung  in  die  Electrostatik,  die  Lehre  vom  Magnetismus  und  die  Eleotro- 
dynamik.  (Herausg.  von  PlOcker).  Braunschwelg  1865  in  8.,  — etc.“ 

SlO.  Die  OnilldeigeilSChaneD.  Nähert  man  dem  einen  Pole  eines 
Magneten  den  einen  Pol  eines  andern  Magneten,  so  findet  Anziehung 
oder  Abstossung  statt,  je  nachdem  die  beiden  Pole  ungleichnamig 
oder  gleichnamig  sind;  nähert  man  ihm  dagegen  das  eine  Ende 
eines  des  Magnetismus  fähigen  Stabes,  so  findet  nicht  nur  immer 
Anziehung  statt,  sondern  das  andere  Ende  zeigt  sofort  gleichnamigen 
Magnetismus  mit  dem  diese  sog.  Verfhellang  bewirkenden  Pole, 

— wenn  man  aber  den  Stab  zurückzieht,  so  behält  oder  verliert 
er  seine  magnetischen  Eigenschaften,  je  nachdem  er  aus  Stahl  oder 
weichem  Elisen  besteht.  Man  ist  hiedurch  auf  die  Idee  gekommen, 
dass  jeder  des  Magnetismus  fähige  Körper  aus  kleinen  Magneten 
bestehe,  bei  denen  aber  ursprünglich  die  Pole  nach  den  verschieden- 
sten Richtungen  hin  liegen  und  sich  nentralisiren , — dass  ein  sol- 
cher Körper  sodann  zum  Magnete  werde,  wenn  man  durch  äussern 
Einfluss  die  Theilchen  so  drehen  könne,  dass  die  gleichnamigen 
Pole  wenigstens  annähernd  nach  derselben  Richtung  liin  liegen,  — 
dass  dicss  (aber  sodann  auch  das  Rückdrehen  nach  Entfernung  der 
Ursache)  um  so  leichter  gehe,  je  weniger  Widerstand  gegen  solche 
Drehungen  vorhanden  oder  je  kleiner  die  sog.  Ceercilivkrart  sei, 

— etc. 

Weiches  Eisen  wird  beim  Annühem  an  einen  Magneten  angenblicklloh 
magnetisch,  w&hrend  Stahl  eine  geraume  Zelt  braucht,  um  eine  Spur,  eine 
noch  grössere,  um  ein  Maximum  von  Magnetizmns  zu  erhalten. 
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Sil»  Die  kfinstliclien  Magnete.  Künstliche  Magnete  werden  aus 
Stalilstäben  durch  Streichen  mit  einem  Magnete  erzeugt:  Beim  sog. 
einfachen  Mtriche  wird  der  Magnet  wiederholt  mit  dem  einen 
Pole  auf  die  Mitte  des  zu  magnetisirendeii  Stabes  aufgesetzt,  und 
dann  bis  an ’s  Ende  fortgeführt,  wodurch  diese  Endo  den  ungleich- 
namigen Pol  erhält.  Reim  sog.  Doppcistricbe  setzt  man  dagegen 
die  beiden  Pole  eines  Hufeisenmagneten  in  der  Mitte  des  zu  magneti- 
sirenden  Stabes  auf,  bewegt  beide  Pole  bis  an  das  eine  Ende  des 
Stabes,  führt  sie  dann,  ohne  die  Lage  zu  verändern,  über  den 
ganzen  Stab  bis  an  das  andere  Ende,  und  dann  wieder  bis  zur 
Mitte  zurück,  wodurch  jedes  Ende  in  Vergleich  mit  dem  ilrai  zu- 
nächst gekommenen  Pol  einen  ungleichnamigen  Pol  erhält.  Ver- 
bindet man  die  beiden  Pole  durch  ein  Stück  weiches  Eisen,  einen 
sog.  Anker»  und  belastet  letztem  von  Zeit  zu  Zeit  etwas  mehr 
(oder  speist  den  Magneten),  so  steigert  sich  die  magnetische  Kraft, 
während  das  Abreissen  des  Ankers  sie  schwächt. 

Das  Eneugen  künstlicher  Magnete  durch  Streichen  kannte  Georg  Hart* 
manu  schon  um  1543.  Die  Hufeisen-Magnete  und  deren  Annirung  führte 
spktestens  um  die  Mitte  des  vorigen  Jahrhunderts  Johannes  Dietrich  (Basel 
,17..  — • Basel  17ü8;  Mechaniker  in  Basel)  ein;  inwieweit  ihn  dasu  Daniel 
Bernoulll  veranlasste,  weiss  man  nicht,  dagegen  ist  es  gewiss,  dass  Letsterer 
durch  Versuche  mit  solchen  Dietrich’schen  Magneten  das  Gesets  fand:  Die 
I ragkrafl  der  Hufeisen-Magnete  ist  proportional  ihren  Oberflächen  oder  den 
dritten  Wufscln  aus  den  Quadraten  ihrer  Gewichte. 

S19.  Der  Diamagnetismos.  Während  sich  ein  zwischen  die 
Pole  eines  Hufeisen-Magneten  gebrachter  magnetischer  Körper  axial 
stellt,  so  nehmen  dagegen  manche  andere  Körper  (Wismuth,  Holz, 
etc.),  wie  wenn  der  Magnet  sie  ebenfalls  polar  erregen,  aber  dabei 
jeder  seiner  Pole  sich  in  ihnen  gleichnamige  Pole  gegenüberstellen 
würde,  eine  dazu  senkrechte  equatoriale  Lage  an,  und  heissen 
diamaKnetlsch. 

Faradcy  wies  in  einer  vom  November  1846  datirenden  Abhandlung  „On 
new  magnetic  actions  and  on  the  magnetic  condition  of  all  matter  (Phil.  Trans. 
1849)“  zuerst  nach,  dass  es  wohl  keinen  gegen  den  Magnet  ganz  indilTercnten 
KSrper  gehe,  und  theilte  die  Kürper  in  paramogneUsche  (voraus  Eisen)  und 
diamagnetische  (voraus  Wismuth)  ein.  Das  Weitere  siehe  im  Texte. 

SIS.  Der  ErdmagnetiinilU.  Hängt  man  eine  Stahlnadel  in  ihrem 
Schwcrpuncte  an  einem  un,gedreliten  Coconfaden  auf,  und  macht 
sic  sodann  magnetisch,  so  nimmt  sie  nach  einer  Reihe  von  Schwin- 
gungen nicht  nur  eine  Ruhelage  an , welche  eine  bestimmte  Ab- 
weichung vom  Meridiane  oder  eine  sog.  Declinalion,  und  eine 
bestimmte  Abweichung  von  der  Horizontalen  oder  eine  sog.  Incli» 
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Ballon  zeigt,  sondern  setzt  aucli  einen  von  bestimmter  InlensIlSt 
zeugenden  Widerstand  entgegen,  wenn  man  sie  aus  dieser  Lage 
entfernen  will.  — Bezeichnet  I die  Intensität  des  Erdmagnetismus, 
H ihre  horizontale,  V ihre  verticale  Componente,  K das  Trägheits- 
moment , m die  Mai^se  und  d die  Entfernung  eines  Poles  der 
Magnetnadel  von  ihrer  Drehaxc,'  also  d.m  = M das  sog.  magne- 
llscbe  IWomenl  der  Nadel,  so  hat  man,  da  eine  Magnetnadel 
offenbar  wie  ein  Pendel  schwingt, 

wo  t|  .die  Schwungzeit  einer  horizontal,  tj  die  einer  im  magnetischen 
Meridiane,  und  ts  die  einer  senkrecht  zu  demselben  schwingenden 
Nadel  ist.  Für  die  Inclination  i hat  man  sodann 


Sini  = V:I  = t2*:tj*  ' S 

und  wenn  ein  Magnetstäbchen  von  a““  Länge,  b“"  Breite  und-p^ 
Gewicht  zu  einer  einfachen  Schwingung  t‘  braucht,  und  in  einer 
zum  magnetischen  Meridiane  senkrechten  Lage  eine  in  der  Entfer- 
nung r befindliche  Nadel  um  den  Winkel  v ablcnkt,  so  setzt  man 
nach  Gauss 

H=  V = H.Tgi  1 = 7^  » 

Declination,  Inclination  und  Intensität  sind  aber  verschiedenen,  an 
längere  und  kürzere  Perioden  gebundenen  Variationen  unterworfen 
(s.  392) , und  um  diese  zu  bestimmen , hat  Gauss  eigene  Magneto- 
meter construirt;  Das  zur  Bestimmung  der  Declinationsvariationen 
bestimmte  Unlfllar-llfagnetometer  besteht  aus  einem,  an  einem 
ungedrehten  Coconfaden  aufgehängten  Magnetstabe,  an  dessen  einem 
Ende  ein  verticaler  Spiegel  sitzt;  an  einem  6 — 8'  vom  Spiegel  ent- 
fernten Pfeiler  ist  ein  Fernrohr,  und  unter  demselben  eine  Scale 
festgemacht ; die  Beobachtung  besteht  darin,  dass  man  die  im  Spiegel 
sichtbare  Scale  mit  einem  fixen  Striche  vergleicht,  den  man  an 
einer  doppelt  so  fernen  Wand  hinter  dem  Magnetometer  gemacht 
hat.  Das  zur  Bestimmung  der  Variationen  der  Horizontalintensität 
bestimmte  Blfilar^Magneiometer  besteht  dagegen  aus  einem 
Magnetstabe,  der  an  zwei  von  seinem  Schwerpuncte  gleich  weit 
entfernten  und  gleich  langen  Drähten  aufgehängt  ist,  die  hinwieder 
an  einer  drehbaren  Scheibe  befestigt  sind;  Letztere  wird  sodann 
gedreht,  bis  der  Magnetstab  senkrecht  zum  magnetischen  Meridiane 
steht;  die  von  Länge  und  Abstand  der  Drähte  und  dem  Gewichte 


des  Stabes  abhängige  und  also  constante  Torsion  steht  nun  augen- 
blicklich nut  der  horizontalen  Intensität  im  Gleichgewichte;  wie 
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sich  aber  Letztere  verändert,  so  verändert  sich  auch  die  Lage  des 
Stabes,  und  diese  wird  analog  wie  beim  Unifilar  beobachtet. 

Die  Declioation  der  Ma^ctnadel  war  schon  vor  Christoph  Columbns 
(Genua  1436  — Valladolid  1606),  dem  berühmten  Entdecker  von  Amerika, 
bekannt,  dagegen  scheint  ihm  die  Entdeckung  der  örtlichen  Verschiedenheit 
derselben  (s.  302)  sugeschrieben  werden  su  müssen.  Die  Inclination  erkannte 
UartniBDO  um  1644,  und  sodann  wahrscheinlich  unabb&ngig  von  ihm  etwas 
spkter  auch  der  englische  Compassmacher  Robert  IVormaoD  su  Ratcliff,  der 
mit  einem  von  ihm  conetruirten  Inclinatorium  1676  die  magnetische  Neigung 
in  London  su  71<*  50'  bestimmte.  — Schon  Daniel  Bernoulli  bemühte  sich 
mit  Erfolg,  die  Instrumente  sur  Bestimmung  der  Declinatlon  und  Inclination 
SU  verbessern,  — seine  Abhandlung  n^ur  la  meilleure  manlöre  de  constmire 
les  boussoles  d’inclinaison  (Mdm.  de  Par.  1748)“  wurde  von  der  Pariser- 
Aoademie  gekrönt,  — und  die  von  Dietrieb  nach  seinen  Ideen  construirten 
Instrumenta  fanden  vielen  Beifall;  aber  erst  Gauss  gelang  es  auf  die  im 
Texte  angegebene  Weise  in  Theorie  und  Praxis  feste  Ordnung  und,  sum 
Theil  alierdings  mit  Benutsung  schon  früher  ausgesprochener  Ideen,  wie  s.  B. 
von  „PogKendorf,  Neues  Instrument  sum  Messen  der  magnetischen  Ab- 
weichung (Pogg.  Annal.  1827)“,  gute  Uülfsmittel  einsutühren,  vergL  seine 
Schrift  „Intensitas  vis  magneticm  terrestris  ad  mensuram  absolntam  revocata. 
Gotting.  1833  in  4.  (Auch  Comm.  Ootü  VIII  und  deutsch  ln  Bd.  28  von  Pogg. 
Annal.)“  und  mehrere  Abhandlungen,  welche  er  in  die  von  ihm  und  Wilh. 
Weber  heransgegebenen  „Resultate  aus  den  Beobachtungen  des  magnetischen 
Vereines.  Göttingen  1837 — 1841,  6 Hefte  in  8.“  einrOckte.  — Zum  Schlüsse 
mag  noch  einerseits  angeführt  werden,  dass,  wenn  i die  Neigung  der  Magnet- 
nadel im  magnetischen  Meridian,  i'  diejenige  in  einer  mit  demselben  den 
Winkel  d bildenden  Ebene  beseiebnet,  nach  Daniel  Bernoalll 


Tg  1'  = Tg  1 . Sec  d 4 

also  die  Inclination  im  magnetischen  Meridian  am  kleinsten  ist,  — anderseits, 
dass  Jwan  Hicbailowltsch  BimonolT  (Astrachan  1786  — Kasan  1866;  Profbssor 
der  Astronomie  in  Kasan)  1842  in  Gmnerta  Ar- 
chiv (III  215 — 217)  xelgte,  dass,  wenn  man  am 
Südende  einer  prismatischen  Magnetnadel  ein 
Spiegelchcn,  am  Nordende  ein  den  horixontalen 
Stand  bewirkendes  Gegengewicht  anbringe,  — mit 
einem  Sextanten  die  Distans  d der  Sonne  von 
ihrem  Spiegelbilde  messe,  — endlich  iür  die  Be- 
obachtungsseit  Asimutb  a und  Zenitbdiatanz  s 
der  Sonne  berechne,  aus  der  Formel 

Sin  = Sin  i . Cos  (a  — o)  S 


oder,  wenn  man  auch  noch  nach  der  Culmination  der  Sonne  eine  correspon- 
dlrende  Beobachtung  d mache,  ohne  vollkommene  Horizontalittt  der  Nadel 
voranssetaen  su  müssen,  aus  der  Formel 

Sin o . Bin z . Sin a — Sin  ^ . Cos  8 

4 4 

das  Azimnth  a der  Nadel  gefunden  werden  könne,  — endlich,  dass  Johann 
Laiiiont  (Braemar  in  Schottland  1805 ; Conservator  der  Sternwarte  Bogen- 
hausen  bei  München)  für  Reisende  unter  dem  Namen  eines  magnetischen 
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Theodoliten  eine  Art  betrefTendee  UnlTerealinstmment  erstellt  und  in  seinem 
„Hsndbnch  des  Erdmagnetismus.  Berlin  1840  in  8.“  beschrieben  hat 

S14»  Dl6  Bonssole.  Eine  über  einem  horizontal  gestellten,  ge- 
theilten,  mit  einem  Diopterliueal  oder  Fernrohr  verbundenen  Kreise 
schwingende,  gegen  die  Inclination  equilibrirte  Magnetnadel  heisst 
Boussnie  oder  ConiiaM«  und  kann  theils  bei  Kenntniss  der  De- 
clination  dazu  dienen,  die  Weltgegenden  oder  die  Orientirung  irgend 
eines  Punctes  anfzufinden,  — theils,  unter  Annahme  einer  während 
der  Messung  unveränderlichen  Declination , und  wenn  etwa  Fehler 
von  10'  übersehen  werden  können,  zum  Winkelmessen,  indem  man 
am  Kreise  die  DifTerenz  des  Standes  der  Nadel  abliest,  welche  ent- 
steht, wenn  man  Diopter  oder  Fernrohr  successive  auf  zwei  Winkel- 
objecte einstellt 

Der  Compass  wurde  muthmasslicb  durch  den  berOhmten  venetianiseben 
Reisenden  IHarco  Palo  (1‘28U? — 1323?)  aus  China  nach  Europa  gebracht, 
nnd  jedenfalls  nicht  erst,  wie  früher  vielfach  gelehrt  wurde,  um  1302  durch 
den  neapolitanischen  Lootsen  Flavio  Gloja  erfunden.  Seinen  früher  sehr 
verbreiteten  Gebrauch  zum  Winkelmcsscn  verdankte  er  bauptsichlich  dem 
Umstande,  dass  bei  ihm  Jede  Richtung  im  Vergleiche  mit  derselben  Grund- 
richtung gegeben,  und  somit  s.  B.  beim  Polygonisiren  (vergl.  215)  je  das 
Winkelmessen  an  der  zweiten  Ecke  überflüssig  wird. 

XXXII.  Elektricit&t  and  GalTanismos. 

SlS.  Die  elektrische  ioziehnng.  Manche  Körper  erhalten  durch 
Reiben,  namentlich  Qlas  und  Harze  durch  Reiben  mit  Seide  und 
Wolle,  eine  Anziehungskraft,  welche  sich  von  der  magnetischen 
dadurch  unterscheidet,  dass  sie  auf  jeden  leichten  Körper  wirkt 
und  nicht  an  Pole  gebunden  ist,  — man  heisst  sie  elektrische  An- 
ziehung. Andere  Körper  werden  dagegen  durch  Reiben,  wenigstens 
scheinbar,  nicht  elektrisch ; nähert  man  ihnen  aber  einen  elektrischen 
Körper,  so  theilt  sich  die  Elektricität  ihrer  ganzen  Oberfläche  mit. 
Solche  Körper,  wie  Metalle,  Kohle,  lebende  oder  feuchte  Gegen- 
stände, etc.,  heissen  Leiter  oder  Conductoreny  — Körper  der 
ersten  Art  dagegen,  wie,  ausser  Qlas  und  Harzen,  Seide,  trockene 
Luft,  etc.  Nicbllelter  oder  Isolatoren. 

Die  elektrische  Aosiehuog  wurde  schon  von  den  Alten  beim  Bernstein 
bemerkt,  und  so  s.  B.  von  PliniiM  in  seiner  Natnrgeschichta  er- 
wähnt Nach  nnd  noch  wurden  dann  auch  noch  andere  derselben  fähige 
KSrper  entdeckt,  und  schon  Will.  Gilbert  führt  in  seiner  Schrift  „De  magnete 
(vergl.  309)“  an,  dass  man  dieselbe  dnreh  Reiben  bei  Glas,  Schwefel,  Siegel- 
lack, etc.  hervorrufen  künne.  Otto  von  Guerike  conatruirte  sich  etwa  1672 
aus  einer  Schwefelkugcl  eine  erste  Elektrialrmaschine,  bemerkte  das  elektrische 
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Liebt,  den  Wechsel  too  Anziehen  und  Abstossoo,  etc.,  — Bnyle  fand  um 
dieselbe  Zelt,  dass  Trockenheit  und  Wärme  der  Elektricltät  gOnstig  seien,  — 
Newton  rieb  etwa  1676  eine,  auf  einem  messingenen  Ringe  mbende  Glas- 
platte, sah  darunter  liegende  Papierchen  hüpfen,  und  Oberzengte  sich,  dass 
der  Versuch  besser  gelang,  wenn  er  mit  seinem  Rocke  (Wolle),  als  wenn  er 
mit  einer  Serviette  rieb,  — Francis  Hawksbee  (16..  — 1713?;  Curator  of 
experiments  bei  der  Roy  Society)  bemerkte  im  Anfänge  des  18.  Jahrhunderts 
das  Geräusch  des  AusstrSmens,  das  Genihl  von  Spinnewebe,  etc.,  — Stephen 
6ray  ouebte  um  17}7  zuerst  in  deutlicher  Weise  auf  den  im  Texte  be- 
rührten Unterschied  zwischen  Condnetoren  und  Isolatoren  aufmerksam,  und 
sprach  schon  1734  aus,  dass  die  elektrische  Kraft  mit  Donner  und  Blitz  von 
gleicher  Natur  sein  müchte,  — Dufay  wiederholte  fast  gleichzeitig  Gray’s 
Versuche,  zog  Funken  aus  dem  menschlichen  Körper,  wies  den  Unterschied 
von  Glas-  und  Harz-EleklriciUtt  nach,  — etc.  So  bildete  sich  tm  Laufe  der 
Zeit  eine  neue  physikalische  Disciplin  aus,  für  deren  weitere  Geschichte  auf 
die  folgenden  Nummern  verwiesen  werden  mag,  während  hier  vorläufig  noch 
eine  kurze,  übrigens  auch  in  816  u.  f.  ergänzte  Literatur  angehängt  werden 
soll:  „Hawksbee.  Pbysico-mecbanical  experiments  on  varions  snbjects 
tonebing  light  and  electricity.  London  1709  in  4.,  — Nollet.  Essai  snr  l’ölec- 
tricitd  des  eorps.  Paris  1747  in  13.  (Auch  1760,  1764,  1771),  und;  Lettres  sur 
l’dleotrieitd  des  corps.  Paris  1768,7)  Vol.  in  12.  (Auch  1760),  — Jean  Jaliabert 
'(Gent  1712  — Nyon  1768;  Professor  der  Physik  und  später  Syndtc  ln  Genf; 
vergl.  Bd.  4 meiner  Biographleen),  Expäriences  sur  rdlectrloltd.  Genöve  1748 
In  8.  (Paria  1749;  deutsch  Basel  1750  und  1771),  — Priestley.  Hlstory  and 
present  state  of  Electricity.  London  1765,  2 Vol.  in  8.  (1767  in  4.;  deutsch 
von  Krfinitz,  Berlin  1773),  — Ami  Lnllin  (Genf  1748  — Genf  1816;  Byndic 
von  Genf)  et  Sanssare.  Dlssertatio  pbysica  de  electiieUate.  Genovas  1766 
in  8.,  — Galvaai.  De  viribus  electricitatis  in  motn  musculsvl  Commentarius 
(Comm.  Bonon.  1791  und  „cum  Jo.  Aldini  dissertatione  et  notis“,  Mntinas 
1792  in  4.),  — P.  8ue  (aind;  Professor  der  Medicln  In  Paris);  Ulstolre  du 
galvanlsmc.  Paris  1802,  3 Vol.  in  8.  (2  £d.  1805,  4 Vol.),  — Cbarles-Bernard 
Desormes  (Dijon  1777  — Verberic  in  Oise  1862;  technischer  Chemiker  in 
Verberie)  et  Haebette,  hfdmolres  pour  servir  k l’histoire  de  cette  partie  de 
l'dlectricitd  qu'on  nomme  galvanisme  (Annal.  de  Chim.  44),  — Volta  (an- 
geblich Configliachi) , L’identitä  del  fiuido  elettrieo  col  cosi’detto  fluide  gal- 
vanico  vlttoriosamente  dimostrata.  Pavla  1814  in  4.,  — Giuseppe  Zaaabonb 
(Verona  1776  — Verona  1846:  Professor  der  Physik  zu  Verona),  L’elettro- 
motore  perpetuo.  Verona  1830 — 1832,  2 Vol.  in  8.,  — Oersted.  Experiments 
circa  elfectum  confiietus  electrici  in  acnm  magncticam.  Hafnim  1820  in  4. 
(Deutsch  in  Gilbert’e  Annalen  66),  — Poggendorf.  Physisch-chemische 
Untersuchungen  zur  nähern  Kenntniss  des  Msgnetismns  der  Volta’schen  Säule 
(Oken’s  Isis  1821),  — Fdlix  Nauary  (Paris  1797  — Estogel  1841;  Professor 
der  Astronomie  zu  Paris),  Mdmolre  sur  l’spplication  du  calcul  ans  phdnomdnss 
dlectrodynsmiques.  Paris  1823  in  4.,  — Georg  Simon  Obm  (Erlangen  1787 
— München  1854;  älterer  Bruder  des  Berliner-Mathematikers  Martin  Ohm; 
Lehrer  der  Mathematik  zu  Nidau,  Neuenburg,  etc.,  zuletzt  Professor  der 
Physik  zu  München),  Die  galvanische  Kette,  mathematisch  bearbeitet.  Berlin 
1827  in  8.,  — Faradey,  Experimental  rescarches  in  Electricity.  Ser.  1—80 
(Phil.  Trans.  1831 — 1855),  — Johann  Heinrich  Jakob  IHQller  (Cassel  1809; 
Professor  der  Physik  zu  Freiburg;  vergl.  Pouillct  245),  Kurze  Darstellung 
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des  Oalvaniarons.  Dannstadt  1836  in  8.,  und : Ueber  den  Stttigungspnnct  der 
Elektxomagnetc  (Pogg.  Annalen  18S1 — 1852),  — Moritz  Hermann  Jaeobl 
(Potsdam  1801;  Uterer  Bruder  des  Mathematikers  in  4.;  erst  Baumeister  in 
KSnigsberg,  dann  Professor  der  Baukunst  zu  Dorpat,  jetzt  Academikcr  in 
Petersburg),  Die  Oalvanoplastik.  Petersburg  1840  in  8.,  — Oiovanni  Antonio 
Amedeo  Plana  (Voghera  1781  — Turin  1864;  Neffe  von  Lagrange;  Professor 
der  Astronomie  und  Director  der  Sternwarte  zu  Turin,  auswärtiges  Mitglied 
der  Pariser-Academlc),  Memoire  sur  la  distribution  de  rtilectricit5  h la  surface 
de  dcuz  spbircs  couductrices.  Turin  1845  in  4.,  — IVeumann,  Ueber  ein 
allgemeines  Prlncip  der  matbcmatiscben  Theorie  inducirtcr  elektrischer  Ströme 
(Bcrl.  Abh.  1847),  — Otto  Ernst  Julius  SeylTcr  (Stuttgart  1823;  Professor 
der  Physik  in  Stuttgart),  Oeschiohtiiche  Darstellung  des  Oalvanismns.  Stutt- 
gart 1848  in  8.,  — Sehelleaa  Der  elektromagnetische  Telegraph  in  den 
Hauptstadlcn  seiner  Entwicklung.  Braunschweig  1850  in  8.  (4.  A.  1867),  — 
Peter  Theophyl  iUeza  (Berlin  1805;  Professor  und  Academikcr  in  Berlin), 
Die  Lehre  von  der  RcibungsclcktricitSt.  Berlin  1853,  2 Bdc.  in  8.,  — und: 
Abhandlungen  zu  der  Lehre  von  der  Reibungselektricität  Berlin  1867  in  8.,  — 
De  la  Rtvei  Traitd  de  l’electricitc  thöorique  et  apidiquöe.  Paris  1854 — 1858, 
3 Vol.  in  8.  (Engl.  London  1868—1563),  — Elvin  Bruno  Chriatoffel  (Mont- 
joie  1829;  Professor  der  Mathematik  in  Zürich  und  Berlin),  De  motu  per- 
manenti  electricitatls  in  corporibus  homogenis.  Berolini  1850  in  4.,  — Emst 
Christian  Julias  Schering  (Sandbergen  bei  Lüneburg  1833;  Professor  der 
Mathematik  zu  Qdttingen),  Zur  mathematischen  Theorie  elektrischer  Ströipe. 
UiUtingen  1867  in  8.,  — J.  Gavarret«  Professor  der  Physik  in  Paris:  TraiUS 
de  i'ölectrlcitö.  Paris  1857,  2 Vol.  in  8.  (Deutsch  von  Arendt,  Leipzig  1860), 
— Briggs.  Story  of  the  Telegraph.  London  1858  in  4.,  — Taliafcrro  P. 
ShalTner  of  Kentucky:  The  Telegraph  Manual.  New-Vork  1859  in  8.,  — 
(lustav  Heinrich  ÜVlrdemann  (Beriin  1826;  Professor  der  Physik  in  Basel 
und  Karlsruhe),  Die  Lehre  vom  Qalvanismus  und  Elektromagnetismus.  Brauii- 
schweig  1881 — 1863,  3 Bdc.  in  8.,  — Christoph  Julius  Diib  (Berlin  1817; 
Lehrer  in  Berlin),  Die  Anwendung  des  Elektromagnetismus  mit  besonderer 
Berücksichtigung  der  Telegraphie.  Berlin  1863  in  8.,  — etc.“ 

S16.  GraDdelgenschäften.  Um  diese  Erscheinungen  zu  erklären, 
nimmt  man  gewöhnlich  zwei  Flüssigkeiten,  die  positive  oder  Gias> 
ElekiricilSt , und  die  negative  oder  llarz>£iektricitSt  an, 
deren  Trennung  den  elektrischen  Zustand  begründet;  dabei  stösst 
sich  gleichnamige  Elektricitiit  ab,  während  sich  ungleichnamige 
anzieht,  wie  sich  diess  z.  B.  bei  den  sog.  Eiektroskopen  aus 
Hollundcrmarkkügelchen , dem  elektrischen  Glockenspiele,  Tanze 
und  Hagel,  ctc.  zeigt.  — Nähert  man  einem  elektrischen  Köriier 
einen  isolirten  Leiter,  so  wdrd  Letzterer  durch  Vertheilung  ebenfalls 
elektrisch,  — die  ungleichnamige  Elektricität  wird  angezogen,  die 
gleichnamige  abgestossen.  Bei  grösserer  Annäherung  wächst  die 
elektrische  Spannung,  und  wird  am  Ende  stark  genug,  um  die 
schlechtleitende  Luft  zu  durchbrechen,  — es  entsteht  ein  Funke, 
und  der  Leiter  ist  nun  ganz  mit  derselben  Elektricität  bedeckt,  wie 
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der  elektrische  Körper.  Hätte  man  aber  vor  dem  Ueberschlagen 
den  Leiter  zurückgezogen,  so  hätte  er  keine  Spur  von  Elektricität 
gezeigt,  — dagegen  die  dem  elektrischen  Körper  entgegengesetzte, 
wenn  man  ihm  vor  dem  Zurtickziehen  durch  Berührung  des  abge- 
wandten Theilcs  die  abgestossene  Flüssigkeit  entzogen  hätte.  Hierauf 
beruht  das  sog.  Laden  des  einer,  z.  B.  durch  Lederkissen  mit 
Mussivgold  geriebenen  Glastafel  gegenüberstehenden  Conductors, 
oder  die  sog.  EiektrlsirmascbinCy  — einer  beidseitig  metallisch 
belegten  sog.  Frankiln’aehen  Tafel  oder  der  Lejrdnerflascbe, 
— des  auf  einen,  mit  einem  Fuchsschwanz  gepeitschten  Harzkuchen 
aufgesetzten  Metalldeckels  oder  der  sog.  Elektroiihor«  etc. 

Franklin  schlug  vor,  die  Olaselektricltät  poaltlve  ElcktriclUit  zu  nennen, 
die  HarzclcktricitSt  negative,  da  er  in  der  erHtern  einen  Ueberschuss,  in 
der  zweiten  einen  Mangel  an  Elektricität  zu  erkennen  glaubte;  Oeorg  Christoph 
lilcbtenberg  (Ober-Hamatildt  bei  Uarmstadt  1744  — Oöttingen  179U;  Pro- 
fessor der  Physik  in  GOttingen;  vergl.  sein  Elogium  durch  Kfistner  in  Comm. 
Gott.  14)  fOhrtc  dagegen  in  seinen  Abhandlungen  „Super  nova  methodo 
motum  ac  naturam  fluidi  electrici  investigandi  (Comm.  Gott.  1777 — 1778)“  den 
gegenwärtigen  Gebrauch  ein,  durch  die  Bezeichnungen  positiv  und  negativ 
•nur  schlechtweg  den  Gegensatz  anzndenten,  und  machte  zugleich  Letztem 
durch  die  nach  ihm  benannten  strahligen  oder  aus  concentrischcn  Ringen  be- 
stehenden Figuren  sichtbar,  welche  man  beim  Aufstreuen  von  Harzsiaub  auf 
einen  Harzkuchen  erhält,  je  nachdem  man  in  denselben  mittelst  eines  auf- 
gesetzten Mctallrlnges  einen  positiven  oder  negativen  Funken  überschlagen 
lässt  — Den  sog.  Condnetor  der  Elcktrisirfflascbine  soll  Georg  Matthias  Boac 
(Leipzig  1710  — Magdeburg  1761;  Professor  der  Physik  in  Wittenberg),  einer 
der  eifrigsten  und  namentlich  durch  seine  „Tentamina  electrica.  Vitebergm  1746 
in  4.“  bekannt  gewordene  Elektriker  seiner  Zeit,  um  1741  erfunden  haben. 
Die  erste  Elektrisirmascbine  in  neuerer  Gestalt  construirtc  Christian  August 
Oaiiaen  (Dresden  1683  — Leipzig  1743;  Professor  der  Mathematik  zu  Leipzig) 
um  1743,  die  erste  Scheibenmaschino  Martin  Planta  (SOs  1727  — Marschlins 
1777;  Lehrer  am  Seminar  in  Haldcnstcin  und  Marschiins ; vergl.  Bd.  2 meiner 
Biographicen)  um  1755;  in  den  letzten  Jahren  sind  aber  allerdings  diese 
Apparate  durch  die  von  A.  Tdplcr  und  W.  Holla  constmlrten,  äusserst 
kräftigen  InOuenzmaschinen  (vergl.  für  sie  Fogg.  Annal.  125—127)  so  ziemlich 
in  den  Hintergrund  gestellt  worden.  — Die  Verstärkungsflasche  wurde  im 
Herbst  1745  durch  Ewald  Georg  von  Kleist  (17.. — 1748;  Hofgeriebtspräsident 
zu  Cösslin  in  Hinterpommern),  bald  darauf  auch  von  einem  Privatmannc  ln 
Leyden,  des  Namens  Canseus,  erfunden,  und  von  IVollel,  der  sie  von  Leyden 
her  kennen  lernte,  mit  dem  Namen  der  Leydner-Flasche , von  John  Bevis 
(Old  Sarum  1695  — LK>ndon  1771;  praktischer  Arzt  in  London)  aber  zuerst 
mit  Zinnfolie  belegt.  Die  ungefähr  gleichzeitig  von  Franklin,  vergl.  dessen 
„New  experiments  and  observations  on  clectricity  made  at  Philadelphia  and 
communicated  in  sevcral  ietters  to  Mr.  Collinson  in  London.  London  1751 
ln  4.  (Suppi.  1754,  5.  cd.  1774;  deutsch  von  Wilke,  Leipzig  1758)“,  benutzte 
und  nach  ihm  benannte,  belegte  Tafel,  ist  wesentlich  mit  der  Verstärkungs- 
flasebe  ein-  und  dasselbe ; wichtiger  sind  seine  Versuche  über  die  Luft- 
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elcktrielt&t,  'welche  Ihn  zur  Erfindung  des  elektrischen  Glockenspieles  und  der 
Blitzableiter  führten,  und  durch  welche  er  den  von  Gray  (s.  315}  noch  nicht 
gegebenen  wirklichen  Nachweis  für  die  Identität  des  elektrischen  Funkens 
und  des  Blitzes  leistete,  — leider  allerdings  auch  Georg  Wilhelm  Rlehmann 
(Pernan  in  Lifland  1711  — Petersburg  1753;  Academiker  in  Petersburg)  zu 
den  Versuchen  veranlassto,  welche  ihm  bei  einem  Gewitter  am  26,  Juli  (a.  8L) 
1753  den  jShen  Tod  brachten.  — Der  im  Texte  beschriebene  Elektrophor 
wurde  1775  durch  Volta  eingefDhrt,  siehe  dessen  „Lctterc  diverse  suII’ 
elcttrofnro  perpetuo  (Scelta  di  opusculi  di  Milano  1775 — 1776;  auch  Rozier 
1776}“.  Der  ebenfalls  von  ihm  cingcfllhrtc  Eudiometer«  vergl.  seine  „Des- 
crizione  dell’  Eudiometro  ad  aria  inflammabilc  (Brugnatelli’s  Annal.  chim. 
1700}“,  beruht  darauf,  dass,  wenn  man  atmosphärischer  Luft  mehr  als  das 
Doppelte  ihres  Sauerstoffgehaltes  an  Wasserstoff  zufOgt,  und  durch  das  Ge- 
menge einen  kräftigen  elektrischen  Funken  durchschlagen  lässt,  sich  sämmt- 
licher  Sauerstoff  mit  dem  nStbigen  Wasserstoff  (vergl.  250}  zu  Wasser  ver- 
bindet 

911.  Die  galvanischen  Ströme  nnd  Batterieen.  Wie  in  demselben 
Augenblicke,  wo  entgegengesetzt  elektrische  Körper  durch  einen 
Leiter,  so  z.  B.  die  beiden  Belegungen  einer  Leydnerflasche  durch 
einen  sog.  Anslader,  verbunden  'werden,  ein  momentaner  elektrischer 
Strom  entsteht,  so  können  auch  dauernde  elektrische,  oder  nach 
ihrem  Entdecker  sog.  Galvani’sche  Ströme  durch  chemische  Wir- 
kung erregt  werden;  Taucht  man  nämlich  eine  Zinkplatte  in  ver- 
dünnte Schwefelsäure,  so  entwickelt  sich  Wasserstoff gas,  das  zunächst 
an  der  Platte  aufsteigt,  — amalgamirt  zeigt  sie  sich  fast  unempfind- 
lich gegen  die  Säure,  — setzt  man  aber  noch  eine  Kupferplatte  ( — ) 
in  die  Säure  und  verbindet  sie  metallisch  mit  der  Zinkplatte  (-H), 
so  entsteht  ein  elektrischer  Strom,  der  durch  das  nunmehrige  Auf- 
steigen des  Wasserstoffgases  am  Kupfer  sichtbar  wird.  — Einen 
kräftigem  Strom  erhält  man  durch  Vereinigung  mehrerer  Elementen- 
paarc  zu  einer  Kette:  Entweder  baut  man  eine  Säule,  bei  welcher 
in  gleicher  Folge  Zink,  Kupfer  und  eine  mit  einem  Leiter  (Salz- 
wasser oder  stark  verdünnte  Säure)  befeuchtete  Tuchscheibe  wech- 
seln, eine  sog.  Voita’acbe  SSnle»  — oder  man  taucht  in  eine 
Reihe  mit  verdünnter  Schwefelsäure  gefüllter  Zellen  je  ein  Zink- 
und  ein  Kupferelement,  nnd  verbindet  die  Zinkplatte  einer  Zelle 
metallisch  mit  der  Knpferplatte  der  folgenden  Zelle,  — oder  man 
theilt  nach  Daniell’s  Vorschläge,  um  eine  Batterie  von  etwas  con- 
stanterer  Wirkung  zu  erhalten,  jede  Zelle  durch  eine  poröse  Scheide- 
wand ab,  setzt  in  den  einen  Theil  ein  Zinkelement  in  eine  Lösung 
von  Kochsalz,  in  den  andern  ein  Kupferelement  in  eine  Lösung  von 
Kupfervitriol,  — etc.  In  allen  Fällen  entsteht  der  Strom,  sobald  die 
äussersten  Elemente  durch  den  sog.  Polardraiit  mit  einander  ver- 
bunden werden.  — Ebenso  entstehen  elektrische  Ströme,  wenn  man, 
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wie  bei  der  sog.  Erdbattcrle»  iii  die  feuchte  Erde  eine  ZLnkplatte, 
an  einer  andern  Stelle  eine  Kupferplatte  eingräbt,  und  beide  Platten 
durch  einen  Draht  verbindet,  — oder,  wenn  man,  wie  bei  der 
sog.  thermo^elektrisrhen  Säale,  aus  zwei  Streifen  verBchiedener 
Metalle  einen  Ring  zusammenlöthet,  und  den  Löthstellen  verschiedene 
Temperaturen  gibt,  — etc. 


Der  von  Joh.  Georg  Sulaer  (Winterthur  1720  — Berlin  1779;  Professor 
der  Mathematik  und  Philosophie  zu  Berlin,  auch  Mitglied  der  Acadomie;  vergl. 
Bd.  3 meiner  Blograj>hleen)  im  November  1752  an  seinen  Freund  Albrecht 
von  Haller  (Bern  1708  — Bern  1777;  Professor  der  Medicin  in  Güttingen, 
Präsident  der  dortigen  und  auswärtiges  Mitglied  der  Pariscr-Academie ; vergl. 
Bd.  2 meiner  Biographicen)  mit  den  Worten  «Fn  morceau  de  plomb  ou 
d’argent,  appliqu^  ä la  langiic  n’y  excite  aucun  goüt;  si  on  les  joint  onscmble, 
de  manit'rc  que  Ics  deux  metaux  sc  touchent,  alors  on  sent  un  goüt  appro- 
chant  k l’aigre  du  Vitriol  de  fer“  beschriebene  merkwürdige,  von  Ihm  als 
Beweis  einer  entstehenden  Vibration  angesehene  Versuch  (vergl.  Biogr.  HI  309; 
ferner  die  1754  erschienenen  Mem.  de  Berl.  1152,  etc.)  war  schon  lüngst 
wieder  vergessen,  als  Galvanl  1700  die  Entdeckung  machte,  dass  entblüsste 
Froschschenkel , welche  man  bald  nach  eingetretenem  Tode  mit  swei  ver- 
schiedenen Metallen  berührt,  jedesmal  heftig  xueken,  wenn  man  Lctitere 
xusammenbringt.  lüalvani  suchte  (s.  seine  Schrift  von  1791  in  315)  den  Grund 
dieser  Erscheinungen  in  einer  besondem  thierlschcn  ElcktricitSt,  — wlhrcnd 
alsbald  Volta  (s.  seine  „Memoria  sulV  Ellettricitn  animale;  discorso  recitato 
■il  die  5 Maggio  1792,  — deutsch,  Prag  1793“  und  die  eigentlich  schon  1800 
geschriebene  Abhandlung  von  1814  in  815)  xu  beweisen  suchte,  daas  die 
Elektricität  durch  die  Berührung  der  Metalle  hervorgerufen  werde  und  der 
Froachschcnkel  nur  die  untergeordnete  Rollo  eines  Leiters  spiele,  ja  1799  die 
Richtigkeit  seiner  Ansicht  durch  den  Bau  der  nach  ihm  benannten  Säule  be- 
legen konnte.  — Zum  Bau  einer  Batterie,  welche  Während  längerer  Zeit 
constant  wirken  soll,  sind  die  durch  beistehende  Figur 
erläuterten  sog,  Minotto -Elemente  xu  empfehlen.  Be- 
zeichnet man  die  Ausschläge  an  einer  Tangentenboussolc 
(vergl.  320)  von  1 und  32  Windungen  mit  B,  und  Bj,, 
so  ergab  mir  ein  solches  Element  unmittelbar  nach  der 
Füllung  (ohne  einige  Tropfen  Schwefelsäure  beixufOgen, 
oder  vorher  constanten  Schluss  anxuwcnden,  — durch 
welche  beide  Hülfsverfabren  der  Proccss  sehr  befördert 
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werden  kann)  Bj,  30®,  — einen  Tag  später  40®,  — 
narh  2'* : 4S»  oder  B,  = 4»,  — nach  3'':  8»,  — nach  4“ : 10»,  — nach  D''  (von 
4—5  wahrend  2l’’  consUnton  Schluss  gebend): 20®,  was  etwa  xu  erlangen  ist; 
hei  continnirlichem  Gebrauche  gibt  ein  solches  Element  sodann  bei  einem 
Monat,  — bei  nur  zeitwciRcm  Gebrauche  viele  Monate  lang  constanten  Strom. 

^ Uro  dagegen  für  kurze  Zeit  einen  kräftigen  Linlen-Strom 
zu  erhalten,  sind  in  Dutxend-Kistchen  xusammengestcUte 
xw'eizölligc  Elemente  von  Danlell  xu  empfehlen,  bei 
denen  eine  Thonxclle  als  Diaphragma  wirkt,  ein  Kupfer- 
draht zugleich  als  Element  und  Verbindungsdrath  dient 
Ein  Dutxend-Kistchen  gab  unmittelbar  nach  Füllung 
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B,,  = 65°,  — nach  zehntägigem  Gebrauche  aber  nur  noch  4°,  — bei  Speisung 
mit  pulverisirtcm  Kupfervitriol  sofort  wieder  44°;  zehn  solche  Kistcheii  gaben 
bei  kurzem  Schlüsse  70°,  bei  60  Kil.  Widerstand  (vergl.  318)  noch  60“,  bei 
500  Kil.  noch  40°.  — Für  die  von  William  Robert  Groue  (Svansea  1811 ; 
Professor  der  Physik  ln  London)  vorgeschlagene  Zink-Platin-Bnttcrie  vergl. 
dessen  Abhandlung  „On  a new  voltaic  battery  of  great  eqergy  (Phil.  Mag. 
1886)“,  — für  die  von  Bunsen  beliebte  Zink-Kohlen-Battcric  dessen  Notiz 
„Bereitung  einer  Kohle  als  Ersatz  des  Platin's  in  der  Orove’schcn  Kette 
(Pogg.  Annal.  1842)“,  — etc.  — Für  Erdbattcricen  vergl.  z.  B.  meine  „Be- 
obachtungen an  einer  Erdbatterie  (Bern.  Mitth.  1855)“.  — Die  thermoelektri- 
schen Ströme  entdeckte  1822  Thomas  Johann  Seebeek  (Reval  1770  — Berlin 
1831;  Mitglied  der  Beriincr-Aeademie),  vergl.  seine  Abhandlung  „Magnetisclie 
Polarisation  der  Metalle  und  Erze  durch  Temperaturdifferenz  (Berl.  Abh. 
1822—1828)“.  Ueber  ihre  Anwendung  zur  Messung  der  strahlenden  Wärme 
durch  den  sog.  Tfaermemaltiplieatorf  der  in  der  neuern  Zeit  das  ur- 
sprünglich von  Job.  Christoph  Sturm  (Hippoltstcin  1635  — Altdorf  1703; 
Professor  der  Mathematik  und  Physik  zu  Altdorf)  in  seinem  „Collegium  ex- 
perimentale enriosum.  Norimb.  1676—1685,  2 Vol.  in  4.“  zu  gleichem  Zwecke 
vorgeschlagene,  und  dann  wieder  von  Lealie  (s.  seine  Schrift  in  299)  neu- 
erfundene  DUFereatialthermomeler  mit  Nutzen  ersetzt  hat,  vergl.  die 
von  seinem  Er8nder  Leopoldo  IVoblll  (Trassilico  in  Modena  1784  — Florenz 
1835;  Professor  der  Physik  zu  Florenz)  gegebene  „Descriptlon  d’un  tbermo- 
multiplicateur  ou  thermoscope  ölectriqno  (Bibi,  univers.  1830)“,  und  die  von 
ihm  mit  Macedonio  Melioni  (Parma  1798  — PorticI  1854;  Professor  der 
Physik  zu  Parma,  nnd  später  Dircctor  des  meteorologischen  Observatoriums 
am  Vesuv)  angestellten  „Recherches  sur  plusieurs  pbiinnm^nes  caloriflques 
entreprisea  au  moyon  du  thcrmo-multiplicateur  (Bibi.  univ.  1831)“,  ctc. 

Daa  Ohm'sche  Gesetz.  Bezeiclmet  s die  Stärke  eine.8  elek- 
trischen Stromes,  e die  elektromotorische  Kraft  der  verwendeten 
Elemente,  die  um  so  grösser  ist,  je  weiter  die  dazu  gebrauchten 
Stoflfe  in  der  Spannungsreihe  (H-  Zink,  Blei,  Zinn,  Eisen,  Wismuth, 
Kupfer,  Platin,  Gold,  Silber,  Kohle,  Qrapliit  — ) von  einander  ab- 
stehen,  m die  Anzahl  der  Elemente,  f ihre  in  Quadratdecimetem 
gegebene  Oberfläche,  W]  den  (für  Wasser  sehr  grossen,  durch  Zu- 
satz von  Säuren,  Salzen,  etc.  zu  vermindernden)  Widerstand  eines 
Elementes  der  Oberfläche  1,  1 die  Länge  des  Schliessungsdrahtcs 
in  Metern,  d die  Dicke  desselben  in  Millimetern,  und  W2  den  (für 
Eisen  6,  Platin  7,  Quecksilber  39  mal  so  gross  als  für  Kupfer  ge- 
fundenen) Widerstand  eines  Schliessungsdrahtes  der  Dimensionen  1, 
so  ist  nach  Ohm 

m d*  e f Summe  der  clcktromot.  Kräfte 

m d*  Wi  -1-  f 1 Wj  Summe  der  Widerstände. 

Für  Elemente  bestimmter  Art  ist,  je  nachdem  1 klein  oder  gross, 
das  erste  oder  das  zweite  Glied  im  Nenner  von  überwiegender  Be- 
deutung, nnd  somit  im  erstem  Falle  s nahe  proportional  der  Grösse, 
in  letzterm  aber  der  Anzahl  der  Elemente,  so  dass  man  z.  B.  für 
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Localbatterieen  wenige  groBse,  für  Linienbatterieen  dagegen  viele 
kleine  Elemente  verwendet. 

FOr  Ohm  und  seine  elassiscbe  Schrift  vergl.  316.  — Zu  betreffenden 
Untersuchungen  dient  der  von  Wheatotone,  vergL  seinen  irdcoount  of  seve- 
rsi  new  instrumcnts  und  processes  for  determining  the  constants  of  a voltaio 
Circuit  (Phil.  ^rans.  1843)“  erfundene  Rheoatat.  von  dessen  fUr  das  schwei- 
zerische Telegraphennetz  benutzter  specieller  Ein- 
richtung das  beistehende  Schema  einen  Begriff 
gibt:  Die  grosse  Spule  hat  10,  jede  der  kleinen 
1 Ivilometcr  Draht,  und  werden  somit  die  beiden 
Zeiger  erst  auf  Null,  dann  z.  B.  auf  2 und  10 
gestellt,  so  hat  ein  durebgefUhrter  Strom  in  Ictz- 
term  Falle  12  Kilometer  mehr  Widerstand  zu 
ttberwUtigen  als  Im  ersten.  Der  von  Oustav 
Basler  (Aarau  1830;  Dlrector  der  Telegraphen- 
werkstätte In  Bern)  für  mich  construirte  Rheo- 
stat  geht  bis  auf  200  KU.,  und  seine  Wider- 
standsspulen  sind  für  Eisendraht  von  4~”  be- 
rechnet: Ich  erhielt  mit  demselben  bei  zwei  hlinotto-Elementen  für 
Kil.  0 2 5 10  25  60  100  200 

B,  = 10«  6 4 2 1 

Bji  = G2“  27  14  5 2 

Da  die  eidgenössischen  Linien  nur  3""'  Drahtdioke  haben,  so  bat  man  somit 
nach  dem  Ohm’schcn  Gesetze,  wenn  1 KUometer  des  Apparates  x KUometern 
der  eidgenössischen  Linien  entsprechen. 


m . 3* . e . f 


m .4* . e . f 


oder  x = 0,68.1 


r. 


m . 4’ . w,  -|-  f . 1 . w, 

^ ^ so  dass  obige  200  Kilometer  nur  etwa  100  KUo- 

[ I . metern  eidgenössischer  Linien  entsprechen.  — ■ Um 

V Itr.  den  Widerstand  eines  Apparates,  z.  B-  der  Spulen 

des  Tasterschreibers  (vergl.  341),  mit  dem  Rbeo- 
staten  zu  bestimmen,  steckt  man  in  dem  Ketten- 
wccbsel  erst  bei  a und  c Stifte,  und  liest  bei 
vorher  auf  Null  gesteUtem  Rheostaten  an  der  Boussolc  ab ; dann  steckt  man 
den  Stift  von  a nach  b über,  d.  h.  schaltet  den  Tasterechreiber  aus,  und  führt 
mittelst  des  Rheostaten  die  Boussole  auf  den  vorigen  Stand  zurück ; die 
nunmehrige  Ablesung  am  Rheostaten  gibt  nun  den  Widerstand  des  Apparates 
in  Kilometern. 


Khcosl. 


S19.  Weitere  Eigenscliaflen.  Der  galvanische  Strom  erhitzt 
dünne  Leitungadrähte , durchläuft  sie  mit  einer  von  Wheatstone 
zu  60000  Meilen  angeschlagenen  Geschwindigkeit,  — erregt  beim 
Schlicssen  oder  Oeffnen  in  einem  benachbarten  Leiter  einen  sog. 
indurirlen  Strom,  der  z.  B.  in  den  zur  Zeit  vielfach  medicinisch 
verwendeten  Erschütterungsapparaten  benutzt  werden  konnte,  weil 
er  fortwährend  seine  Richtimg  ändert,  nämlich  als  Oeffnungsstrom 
gleiche,  als  Schliessungsstrom  entgegengesetzte  Richtung  wie  der 
erregende  Strom  besitzt,  — etc.  Auch  ist  der  galvanisehe  Strom 
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als  chemische  Kraft  thätig,  kann  Wasser  zersetzen,  — Kupfer  aus 
Kupferritriollösung  in  Wasser,  Gold  ans  Goldchloridlösung  in  Wasser 
mit  nnreinem  Cyankalium,  ete.  metallisch  niederschlagen , und  so 
zur  sog.  Galvanoplastik  behülflich  sein,  — etc.  Zwei  parallele 
Polardrähte  ziehen  sich  nach  Amp^re’s  Entdeckung  an  oder  stossen 
sich  ab,  je  nachdem  der  Strom  sie  in  gleichem  oder  entgegen- 
gesetztem Sinne  durchläuft 

FBr  die  BesUmmnng  der  OcBChwindigkeit  der  Elektricitlt  durch  Wheat- 
■tone  Tergl.  dessen  Abhandlung  „An  account  of  some  experiments  to  measure 
the  velocity  of  electricity  and  the  duration  of  electric  light  (Phil.  Trans.  1834)^. 
Hat  der  Strom  noch  Uindcrnisae  zu  Oberwinden,  z.  B.  durch  Apparate  zu 
geben,  so  nimmt  seine  durchschnittliche  Geschwindigkeit  ab;  fOr  die  circa 
28  Meilen  lange  Linie  Neuenburg-Bern-ZOrich  brauchte  er  an  0",015,  ging 
also  nur  mit  einer  Geschwindigkeit  von  circa  1800  g.  Meilen.  — Auf  die 
inductionserscheinungen  machte  zuerst  Paradey  ln  der  1832  publicirten  zwei- 
ten Reihe  seiner  „Rcecarciies  (s.  315)“  aufmerksam;  dann  wurden  sie  auch 
durch  Jacobl.  vergl.  seine  Abhandlung  „Ueber  die  InductionsphOnomene  beim 
Oeffnen  und  Schlicssen  einer  Volta’schen  Kette  (Bull.  Pct.  1838)“,  — Elie- 
Franfols  Wartmann  (Genf  1817 ; Professor  der  Physik  zu  Lausanne  und 
Genf),  vergl.  seine  „Mdmoires  I — Vm  nur  I’induction  (Arch.  de  l’dlcctr.  und 
Arch.  des  scieno.  pbys.  1844 — 1880}“,  — etc.,  untersucht.  Die  Inducirten 
StrOme  sind  muthmasslich  Schuld,  dass  sich  ein  zwischen  den  Polen  eines 
starken  Elektromagneten  rasch  drehender  Hetallzyhnder  Ober  die  Siedehitze 
hinaus  erwirmt.  — Die  schon  in  317  sngcdcutctc  'Wasserzersetzung  durch 
den  galvanischen  Strom,  bei  der  man  beide  Gase  erhalten  kann,  wenn  man 
wenigstens  den  positiven,  den  Sanerstoif  liefernden  Pol  des  Schliessungs- 
drahtes  in  ein  edles  (nicht  oxidirbares)  Metall,  z.  B.  Platin,  auslaufen  liest, 
und  Ober  beide  Pole  mit  Wasser  gefüllte  Auffangszylinder  stellt,  entdeckte 
Anthony  Carllsle  (Stillington  1768  — London  1840;  Chirurg  in  London)  im 
Jahre  1800,  als  er  gcmeioschaftlieh  mit  Nicholson  (s.  dessen  Journal  of 
nah  phllos.  IV)  experimentirte , und  dabei  den  von  der  untersten  Platte  der 
Volta’sehen  Slule  kommenden  Draht  ln  einen  auf  der  obersten  Platte  liegenden 
Waaseriropfen  tauchte.  — Für  die  von  Jaeobl  1838  erfundene  Galvano- 
plastik vergl.  dessen  Schrift  in  318.  — Paradey  hat  ln  der  1834  erschienenen 
7.  Reihe  seiner  „Researches  (s.  318)“  folgendes  hSchst  interessante  Gesetz 
nachgewiesen:  Dieselbe  Elcktricitütsmenge , welche  aus  0 Kilogr.  Wasser 
1 KU.  Wasserstoff  ausscheidet,  scheidet  auch  aus  Kupferoxyden  32  KiL 
Kupfer,  aus  Bleioxyden  103  KU.  Blei,  etc.,  ab,  — d.  b.  die  LSsung  chemischer 
Equivalente  (vergl.  280  und  VIII)  bedarf  dieselbe  Elektricitltsmenge.  — Für  die 
Entdeckung  von  Ampere  vergl.  sein  „Mdmoire  sur  la  thdorie  mathimatique 
des  phdnomdnes  dlectrodynamlqncs  unlqnement  dddulte  de  l’oxpdrienoc.  Paris 
1828  In  4.“ 

SSO.  Der  Elektromagnetismiu  nnd  die  Telegraphie.  Der  Polardraht 
liat  auch  magnetische  Kraft:  Bringt  man  ihn  in  den  magnetischen 
Meridian,  so  wird  das  Nordende  einer  über  demselben  schwebenden 
Magnetnadel  für  einen  nach  ihr  sehenden,  Kopf  voran  im  Strome 
sich  schwimmend  denkenden  Beobachter  links  abgelenkt  Wird  ein 
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weiches  Eisen  mit  einem  isolirten,  mit  Seide  umsponnenen  Polar- 
drahte umwunden,  so  wird  es  zum  Elektroma{(D^^^«  verliert 
aber  beim  Oeffnen  der  Kette  seinen  Magnetismus  augenblicklich 
wieder,  — während  ein  Stahlstab,  den  man  (analog  311)  durch 
eine  solche  Drahtspirale  zieht,  dauernde  magnetische  Sättigung  er- 
hält Umgekehrt  entsteht,  wenn  einem  Hufeisenmagnete  gegenüber 
ein  mit  einem  isolirten  Kupferdrahte  umwundener  hufeisenförmiger 
Anker  rotirt,  eine  Magneto-Elektrislrmaaclilne.  — Die  Ab- 
lenkung der  Magnetnadel  durch  galvanische  Ströme  wird  zum 
Messen  der  Letztem  verwendet : Bei  der  sog.  Tangenten-Boassole 
wird  der  Strom  durch  einen  in  die  Ebene  des  magnetischen  Meri- 
dianes  fallenden  Kreis  geführt,  in  dessen  Mittclpunct  eine  verhält- 
nissmässig  kurze  Nadel  hängt;  bei  der  Sinns>Bou880le  ist  dieser 
Stromkreis  beweglich  und  wird  der  Nadel  nachgedreht,  bis  sie 
wieder  in  seine  Ebene  fällt  — Da  der  Strom  auch  den  längsten 
Polardraht  fast  augenblicklich  durchläuft,  und  dieser  überdiess  nach 
Steinheirs  folgenschwerer  Entdeckimg  zur  Hälfte  durch  die  Erde 
ersetzt  werden  kann,  so  wird  cs  möglich,  in  kürzester  Zeit  auf 
beliebige  Distanzen  Zeichen  zu  geben  oder  eiektriacbe  Tele- 
graitben  einzuriclitcn,  indem  man  an  der  einen  Station  den  Strom 
mit  Hülfe  eines  sog.  Taster’s  abwechselnd  herstellt  und  unter- 
bricht, dadurch  auf  der  zweiten  Station  einen  Elektromagneten 
befäliigt,  einen  Anker  abwechselnd  anzuziehen  und  loszulassen, 
folgbch  auch  jeden  mit  Letzterm  in  geeigneter  Verbindung  stehen- 
den Apparat,  sei  es  ein  Schreibapparat,  ein  Läutwerk,  eine  sym- 
pathische Uhr,  ein  Chronoskop  oder  Chronograph,  etc.,  in  Thätig- 
keit  zu  setzen. 

Nachdem  Oented  1820  (s.  seine  Schrift  in  315)  Kenntnias  von  dem  Ein- 
fluasc  des  galvanlaclicD  Stromes  auf  din  MagDcinadol  gegeben  und  damit  den 
Klcktromagnetismus  entdeckt,  eodaim  Ampere  ln  seiner  Abhandlung  „Sur 
TactioD  des  courans  voltatqucs  (Annal.  de  chim.  et  de  phys,  1820)“  die  Im 
Eingänge  des  Textes  mitgothellto  Regel  ausgesprochen,  und  Po^gendorf 
(s.  seine  315  crw&hntc  Abhandlung)  den  elektromagnetischen  Multipllcator» 
von  welchem  die  im  Texte  beschriebenen  Boiissolen  als  Abarten  anzusehen 
sind,  erfunden  hatte,  fand  Faradey  1831,  s.  seine  erste  Serie  der  „Researches 
(vcrgl.  315)“,  auch  die  Mognctoclektricität,  und  bald  entstanden  durch  den 
Pariser-Mechaniker  PizH  (vcrgl.  Annal.  de  chim.  et  de  phys.  1832),  durch 
Ettlng;ahausen  (spätestens  1837;  vergl.  Oehlcr  IX),  durch  Emil  Stdfarer 
(Deutsch  in  Sachsen  1813;  Mcchanikus  in  Leipzig  und  Dresden),  vergl.  seine 
MittheUung  „lieber  die  Construction  magncto-cloktrlscbcr  Maschinen  (Pogg. 
Annal.  1844)“,  etc.  kräftige  MagnetoelcktrisirmaschiDen  nach  dem  im  Texte 
angegebenen  Principe.  — Eine  der  wichtigsten  Anwendungen  des  Elektro- 
magnetismus bilden  entschieden  die  elektrischen  Telegraphen : Schon  lange 
ehe  die  beiden  Brüder,  der  französische  Fiuanzbeamte  Ignoce-Urbain^Joan 
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Cbappe  (1700 — 1838)  und  der  Abbd  Claude  Chappe  (1763 — 1806)  im  Jahn 
1702,  vergl.  des  Ersten  „Histoire  de  la  teliigrspbie.  Paris  1824,  2 Vol.  in  8.“, 
der  französischen  Nationalversammlung  zu  belieben  wussten,  den  seit  alten  Zeiten 
Ihr  Zeichen  in  die  Fene  gebräuchlichen  Feuersignalen  die  schon  von  Hooke 
(s.  Phil.  Trans.  1084)  empfohlenen  optischen  Telegraphen  mit  beweglichen 
Gliedern  zu  substituiren,  nämlich  schon  1774,  hatte  Lcsag^e  (vergL  das  Werk 
von  Schellen  in  315:4  A.,  pag.  294)  die  Idee,  zwei  Puncte  mit  34  isolirten, 
den  einzelnen  Buchstaben  entsprechenden  Drähten  zu  verbinden,  an  deren 
Enden  Paare  von  HoUunderkflgclchen  angehängt  waren,  welche  am  einen 
Ende  auseinander  gingen,  sobald  das  andere  Ende  mit  dem  Conductor  einer 
Elektrisirmascbine  verbunden  wurde,  — und  nach  Entdeckung  der  Wasser- 
zersetzung  durch  den  galvanischen  Strom  brachte  Samuel  Thomas  Somme* 
rtnp  (Thom  1766  — Frankfurt  1830;  erst  Professor  der  Medioin  in  Cassel 
und  Mainz,  dann  Mitglied  der  MUnohuer-Academie,  und  zuletzt  Arzt  in 
Frankfurt)  durch  seine  Abhandlung  „üeber  einen  elektrischen  Telegraphen 
(MOnebn.  Denkschr.  1809-*-1810)  in  Vorschlag,  die  Enden  der  Drähte  zu  ver- 
golden und  in  Waseergläeeben  ausmOnden  zu  lassen.  Nach  Entdeckung  des 
Elektromagnetiamns  lag  es  nahe,  die  Sömmering’schen  Gläschen  durch  Magnet- 
nadeln zu  ersetzen;  dagegen  war  es  ein  wesentlicher  Fortschritt,  als  1832 
einerseits  Pavel  Lwowitsch  SchlllinK  'Von  Canstadt  (Keval  1786  — Peters- 
burg 1837;  russischer  Staatsrath),  und  anderseits  dauna  und  Weber  zeig- 
ten, dass  man  mit  zwei  Drähten,  einem  Uttlfsapparate  zur  Umkehrung  des 
Stremes,  und  der  Combination  von  Nadelausschlägen  nach  rechts  und  links 
für  alle  Zeichen  ausreiche,  — und  als  sodann  1838  Steinbeil,  vergl., seine 
Abhandlung  „Uebor  Telegraphie , insbesondere  durch  galvanische  Kräfte. 
München  1838  in  4.“,  noch  die  brillante  Entdeckung  machte,  dass  der  zweite 
Draht  durch  die  Erde  ersetzt  werden  könne,  so  war  der  praktische  Betrieb 
auf  weiten  Strecken  ermöglicht,  und  damit  auch  die  Erfindung  aller  Arten  von 
Zeiger-,  Schreib-  und  Druck-Apparaten  der  Mühe  werth.  — Von  den  Schreib- 
apparaten ist  der  von  Samuel  Finlay  Breese  Morse  (Charlestown  in  Massa- 
chusetts 1791;  früher  Maler,  später  Professor  der  Naturgeschichte  in  New- 
Haven)  1835  Erfundene,  mit  den  ans  . (di)  und  — (doo)  combinirten  Buch- 
staben: a. — , ä.  — . — , b — ...,  c — . — .,  d — ..,  c.,  f..  — .,  g ., 

h....,  1..,  j , k— . — , l.  — m , n— .,  o , 

ö .,  p. .,  q .— , r.  — .,  B...,  t— , u..— , ü.. , 

v...— , -w. , X—..—,  y — . , , ch , und 

Ziffern:  0 , 1. , 2..  — , 8...- , 4...., — , 

5 , 6 — ....,  7 ...,  8 ..,  9 .,  immer  noch  am 

gebräuchlichsten.  — Für  den  Chronographen  vergl.  341,  — für  das  von 
Wbeatstonc  um  1840  erfundene  nnd  sodann  von  Hipp  wesentlich  ver- 
besserte Chronoscop,  sowie  überhaupt  für  weiteren  Detail  die  in  316  ver- 
zclchnete  Literatur. 
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Einige  ZusStze. 


Zu  Vergleiche  ,^idlon,  Hotlce  eur  la  vle  et  les  ouvrages  du  Odndral  J.  V. 
Poneelei.  Paris  1809  io  8^  — Bence  Jones,  The  Ufe  and  letters  of  Faradey« 
London  1870,  2 Vol.  in  8.“ 

Zu  Nach  „Frans  Woepcke  (Dessau  1828  — Paris  1864;  meist  in  Paris 
und  Rom  lebend),  Mdmoire  sur  la  propagatioD  des  chiffres  Indiens  (Joorn. 
asiat)“  sind  mnthmasslich  etwa  im  8.  Jahrhundert  mit  den  Anfangsbuch- 
staben der  Zahlwörter  des  Sanscrlt  ObereinsUmmende  Zahlseichen  durch  die 
Neu-Pythagorher  in  den  Westen  gekommen,  von  den  Römern  statt  ihrer 
unbequemen  Kerbenschrifl  bald  in  Gebrauch  genommen,  und  sodann  nach 
Bpanien,  etc.,  verbreitet  worden;  im  8.  Jahrhundert  kamen  Ober  Bagdad 
nochmals  neue  Zeichen,  von  denen  dann  aber  nur  das  bisdahin  fehlende, 
und  sur  Zeit  des  Gebrauches  der  Rcohentafel  (Abacus)  auch  noch  nicht  so 
nothwendlge  SteUenseiobcn  Null  (arabisch;  olfron,  leer,  — italienisch;  sephiro 
oder  abgekOrst  sero)  Eingang  fand. 

Zu  40.  Die  Schrift  von  Zeuner  ist  seither  unter  dem  THel  „Abhandlungen 
ans  der  mathematischen  Statistik.  Ijeipsig  1869  io  8.“  erschienen.  Ferner 
mag  noch  „Wiegand.  Die  mathematischen  Grundlagen  der  Lebensversicbe- 
rungsinstitute.  Halle  1804  in  8.“  naehgetragen  werden. 

Zu  Y«.  Hier  ist  noch  „Friedrich  Ludwig  Steguiann  (Frankfurt  1813;  Professur 
der  Mathematik  zu  Marburg),  Lehrbuch  der  Variationsrechnung.  Cassel  1854 
in  8.“  SU  erwähnen. 

Zu  116.  Seither  ist  „Geiser,  Einleitung  in  die  synthetische  Geometrie.  Leipzig 
1869  in  8.“  erschienen. 

Zu  ISl.  Hier  mögen  „Jacques-Pbilippe-Marle  Bloet  (Rennes  1786  — Paris 
1856;  Professor  der  Astronomie  und  Mitglied  der  Academie  zu  Paris),  Sur 
la  courbure  des  ligncs  consider;ies  comme  provenant  de  l’intersection  mutuelle 
de  dcux  surfaces  donnöes  (Compt.  rend.  1844,  Vol.  19)“,  und  „Lame, 
Le^ons  sur  les  coordonnöcs  curvilignes  et  letirs  diverses  applications.  Paris 
1809  in  8.“  naehgetragen  werden. 

Zu  S06.  Vergleiche  auch  „Jean-Baptiste  Brasseur  (Esch  in  Luxemburg  1802 
bis  Liögc  1868 ; Professor  der  Mathematik  zu  LQttioh ; vergL  Boncompagni 
1869  VI),  Mömoire  sur  unc  nouvelle  möthode  d'application  de  la  göomötric 
descriptive  h la  recborche  des  propriötös  de  i’ötcndue  (Möm.  de  Brux. 
XXIX,  1855)“. 

Zu  BIC.  Soeben  lat  „Tyndall,  Researches  un  Diamognetism  and  magne- 
crystallic  Action.  London  1870  in  8.“  erschienen. 
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Eluleltimg  zu  den  Tafeln. 


I.  Reductionstafel  für  Maasse,  Gewichte  und  Münzen.  Nach  ihr 
findet  man  a.  B.,  daaa 

p«r  KUonwfier 

1 fl.  CVt)  per  deutache  MeUe  . . = 0.2888  fr. 

1 thlr  ('%)  per  prensalBche  Meile  = 0,4978  „ 

1 fr.  per  Schwcizeretnnde  . . . = 0,2083  n 
1 Dollar  (•'/,)  per  MUe  . . . . = 3,3564  „ 

Die  in  kleinerer  Schrift  gedmoktcn  Zahlen  aind  bei  Iikngenmaaaa  und 
Gewicht  Logarithmen  der  BedacUonaiahlen , — bei  Fllchenmaaas  geben 
aie  die  Anzahl  Pfunde,  welche  einen  QnadratzoU  eben  ao  belaaten,  wie 
ein  Kilogramm  einen  Qaadratcentlmeter. 

II*.  Factorentafel.  Nach  ihr  lat  z.  B. 

663  = 3.221  und  221  = 13.17  alao  663  = 3.13.17. 

II'’.  Tafel  der  Potenzen,  Wurzeln,  Rrelsumflinge,  Kreisflächen,  Ra- 
dien und  Reciproken.  In  der  erweiterten  Quadrattafel  gehOren  die 
fetten  Ziffern  zu  allen  Colnmnen,  sind  jedoch  für  jeden  Punct  um  eine 
Einheit  zu  vermehren,  ao  daaa  z.  B.  838*  = 702244;  aie  iat  auch  zum 
Auazichen  der  Quadratwurzeln  auf  drei  Stellen  zu  gebrauchen. 

III.  Mortalitätstafel  und  Hülfstafel  für  Zinsrechnung.  Von  den  Mor- 
taliUltatafeln  iat  die  erate  diejenige  der  achweizeriachen  Rentenanatalt, 
die  zweite  die  von  Gyai  1867  für  die  Schweiz  conatruirte,  die  dritte  die 
in  England  accreditirte  der  aog.  17  Geaellachaften.  Vergl.  für  die  Mot^ 
talitttstafel  40,  — für  die  Tafel  zur  Erleichterung  der  Zina-  und  Rcnten- 
Rechnung  27- 

IV.  Logarithmentafel.  Die  zwei  eraten  Selten  der  Tafel  geben  die  natür- 
lichen und  gemeinen  Logarithmen  aller  Primzahlen  von  1 bia  1000  auf 
10  Stellen,  und  laaaen  mit  Hülfe  von  11  oder  einer  Interpolationaformel 
(49  oder  54)  verbiltniaamäasig  leicht  auch  andere  Logarithmen  eben  ao 
genau  berechnen,  zumal  aie  von  log.  nat.  10  und  log.  c = 1 : log.  nat  10, 
mit  welchen  man  gemeine  oder  natOrlicbe  Logarithmen  mnltipliciren  mnaa, 
um  natürliche  oder  gemeine  Logarithmen  zu  erhalten,  die  Vielfachen 
geben.  Die  zwei  folgenden  Seiten  enthalten  eine  Tafel  vierstelliger  ge- 
meiner Logarithmen,  und  geben  z.  B. 

log  237,2  = 2,3747  Num  log  5,2482  = 1771 . . , . 

18.0,2 4 2480 

2,3751  2 : 25  = ai. 
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— Einleitung  eu  den  Tafeln.  — 


V.  TrigonOmetriBche  Tafel.  Dl«  eeche  ersten  Seiten  enthalten  die  ge- 
wöhnlichen trigonometrischen  Logarithmen,  und  geben  z.  B. 

log  Bin  34“  23'  = 9,7513  31  — 13  = + 18 

+ 6 3.13 

9,7518 

Are  log  Ctg  9,6933  = 90“  - (26“  10'  -f  6')  = 63»  44' 

li 

19  . 10: + 32  = 46  - 14 

+ 9 

Bei  den  drei  ersten  Seiten  ist  die  Charakteristik  immer  zu  streichen.  Die 
siebente  Seite  gibt  die  trigonometrischen  Linien  für  den  Radius  Eins. 

VI.  Sehnentafel.  Sollen  z.  B.  fttr  den  Radius  24,0  zu  der  Sehne  31,6  Mlttel- 
pnnctswinkel  und  Pfeil  gefunden  werden,  so  hat  man 

31,6 . 10000  : 24,0  = 13167  = 82“  21' 

121 

252  - 121  = 131  46 . 60  : 131  = 21 

Pfeil  82“  21' = 2463  510  — 453  = 57 

20 ‘21.57:60 

2473 . 24,0  : lOÜOO  = 5,9352 

VII*.  Tafel  der  Bogenlängen  für  den  Radius  1.  Nach  ihr  ist 


Are  63“  ‘24'  17"  = 1.047198 . . 

60“ 

52360  . . 

....  3“ 

5818.. 

..,.20' 

1164  . . 

. ...  4' 

48.. 

10" 

34.. 

....  7" 

1,106622 

VlI“.  Tafel  der  Logarithmen  von  a . Are  1"  = Sin  a".  ' 

VII*.  Keductionstafel  für  Zeit  und  Bogen.  Sic  gibt  z.  B. 

127“  24'  39"  = 8^  29“  38,6*  = 0,353919'* 
und  somit  auch,  da  4 X 0,353919  = 1,415676  ist, 

127“  24'  39"  Sex.  = 141“  56'  76"  Cent 

VIII.  Chemische  Tafel. 

IX.  Physikalische  Tafel. 

X.  Festigkeitstafel  nach  Culmann  und  Zeuncr. 

XI*.  Tafel  für  Wasserdampf  nach  Regnault  und  Zeuner. 
XP.  Psychrometer-Tafel.  (Vorgl.  305.) 

XII.  Hypsometrische  Tafel.  (Vergi.  ‘273  und  276.) 


( 
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n*.  FactorentafeL 


1 ° 

100  j 

200  1 

300 

400 

500 

600 

700 

0 

250 

2.100 

2.150 

2.200 

2.260 

2500 

! 2560 

2.400 

2.4.50 

1 

♦ 

3.67 

743 

♦ 

3.167 

* 

4t 

3567 

1753 

2 

« 

251 

2.101 

2.151 

2.201 

2.261 

2.301 

2551 

2.401 

2.451 

3 

« 

7.29 

3.101 

13.31 

« 

3.201 

19J17 

11.73 

3.301 

4 

2.2 

2.52 

2.102 

2.152 

2.202 

2.252 

2502 

1 2552 

1 2402 

2.452 

5 

3.85 

5.41 

5.61 

3.135 

5.101 

6.121 

3.235 

5.161 

5.181 

6 

2.3 

2.53 

2.103 

2.153 

2.203 

2.253 

2503 

2.353 

2.4(ß 

2.453 

7 

« 

* 

3.69 

« 

11.37 

ai69 

* 1 

7.101 

I 3.269 

8 

2.4 

2.54 

2.104 

2.154 

2.204 

2.264 

2.304 

1 2.354 

2.404 

2.454 

9 

3.3 

« 

11.19 

3.103 

« 

* 

3503 

« 

• 

3503 

10 

2.5 

255 

2.106 

2.155 

2505 

2555 

2506 

2556 

2.406 

2.455 

11 

3.37 

* 

3.137 

7.73 

ia47 

3.237 

* 

12 

2.6 

256 

2.106 

2.156 

l2.206 

2.256 

2506 

2.356 

2.406 

2.456 

13 

« 

♦ 

3.71 

« 

7.59 

ai71 

4P  1 

2351 

3571 

1153 

14 

2.7 

257 

2.107 

2.157 

2.207 

2.257 

2507 

2567 

2.407 

2.457 

15 

35 

553 

5.43 

3.106 

5.83 

5.103 

3.206 

6.143 

5.163 

3.305 

lU 

25 

2.58 

2.108 

2.168 

2.208 

2.268 

2.308 

2558 

2.406 

2.458 

17 

• 

359 

751 

* 

3.139 

11.47 

* 

3.239 

19.43 

7.131 

18 

2i> 

259 

2.109 

2.169 

2509 

2.259 

2509 

2559 

2.409 

2.459 

19 

# 

7.17 

3.73 

11.29 

« 

3.173 

4* 

4P 

3573 

« 

20 

2.10 

2.60 

2.110 

2.160 

2510 

2560 

2510 

2.360 

2.410 

2.460 

21 

3.7 

11.11 

13.17 

3.107 

4P 

3.207 

7.103 

3.307 

22 

2.11 

2.61 

2.111 

2.161 

2511 

2561 

2511 

2561 

2.411 

2.461 

23 

• 

8.41 

« 

17.19 

ai4i 

• 

7.89 

3.241 

4t 

13.71 

24 

2.12 

2.62 

2.112 

2.162 

2.212 

2562 

2512 

2.362 

2.412 

2.462 

25 

6.5 

5.26 

3.75 

5.65 

5.85 

ai75 

5.125 

6.145 

8.275 

5.ia5 

26 

2.13 

2.63 

2.113 

2.163 

2513 

2563 

2.313 

2.363 

2.413 

2.463 

27 

3.9 

« 

♦ 

3.109 

7.61 

17.31 

3.209 

• 1 

4P 

a;t09 

28 

2.14 

2.64 

2.114 

2.164 

2.214 

2.264 

2.314 

2564 

2.414 

2.464 

29 

* 

3.43 

« 

7.47 

3.143 

23.23 

17.37 

3.243  ' 

♦ 

« 

30 

2.15 

2.65 

2.115 

2.165 

2515 

2.265 

2516 

2565 

2.416 

2.465 

31 

# 

« 

3.77 

HP 

# 

3.177 

4t 

17.43 

3.277 

7.133 

32 

2.16 

2.66 

2.116 

2.166 

2516 

2.266 

2516 

2566 

2.416 

2466 

83 

3.11 

7.19 

# 

3.111 

* 

13.41 

3.211 

4> 

7.119 

3.311 

34 

2.17 

2.67 

2.117 

2.167 

2517 

2.267 

2.817 

2567 

2.417 

2.467 

35 

5.7 

3.45 

5.47 

6.67 

3.145 

5.107 

5.127 

3.246 

6.167 

.5.187 

36 

2J8 

2.68 

2.118 

2.168 

2.218 

2.268 

2518 

2.368 

2.418 

2/468 

37 

• 

« 

3.79 

• 

19.23 

3.179 

7.91 

11.67 

8579 

# 

38 

2.19 

2.69 

2.119 

2.169 

2.219 

2.269 

2.319 

2569 

2.419 

2469 

39 

343 

• 

• 

3.113 

4P 

> 

7.77 

3513 

* 

• 

3513 

40 

2.20 

2.70 

2.120 

2.170 

2.220 

2570 

2.320 

2.370 

2.420 

2.470 

41 

♦ 

3.47 

« 

11.31 

3.147 

♦ 

4> 

3.247 

29.29 

« 

42 

251 

2.71 

2.121 

2.171 

2.221 

2.271 

2.321 

2571 

2.421 

2.471 

43 

• 

1L13 

351 

7.49 

4> 

3.181 

« 

♦ 

3.281 

28.41 

44 

2.22 

2.72 

2.122 

2.172 

2.222 

2.272 

2522 

2572 

2.422 

2472 

45 

3.15 

5.29 

5.49 

3.115 

5.89 

5.109  1 

3515 

5.149 

6.169 

3.315 

46 

253 

2.73 

2.123 

2.173 

2.223 

2.273  ; 

2523 

2.373 

2.423 

2.473 

47 

« 

3.49 

13.19 

* 

3.149 

♦ 

4t 

3.249 

7.121 

4P 

48 

254 

2.74 

2.124 

2.174 

2.224 

2.274 

2.324 

2.374 

2.424 

2.474 

49 

7.7 

• 

353 

3.183 

11.59 

7.107 

3.288 

13.73 

* beieichnet  Primubl. 
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100 

200 

300 

400 

500 

600 

1 700 

1 

800 

900 

50 

2.25 

2.75 

2.125 

2.175 

2.225 

2.276 

2.,325 

2375 

2.425 

2.475 

51 

3.17 

9» 

♦ 

3.117 

11.41 

19.29 

3.217 

« 

23417 

3-317 

52 

2.76 

2.126 

2.176 

2.226 

2.276 

24126 

2.376 

2.426 

2.476 

53 

♦ 

3-51 

11.23 

« 

3.151 

7.79 

• 

3.251 

* 

« 

51 

2.27 

2.77 

2.127 

2.177 

2.227 

2.277 

2..327 

2.:177 

2.427 

2.477 

.V> 

5.11 

5411 

3.85 

5.71 

6.91 

3.185 

5.131 

5.151 

3.285 

5.191 

2.28 

2.78 

2.128 

2.178 

2.228 

2.278 

2.328 

24178 

2.428 

2.478 

57 

3.19 

♦ 

« 

3.119 

« 

« 

3.219 

« 

« 

3-319 

58 

2.29 

2.79 

2.129 

2.179 

2.229 

2.279 

2.329 

2..379 

2.429 

2.479 

59 

« 

3i3 

737 

« 

3.153 

13.43 

« 

8.253 

« 

7.137 

CO 

2.30 

2.80 

2.1.30 

2.180 

2.2110 

2.280 

2.330 

2380 

2.430 

2.480 

61 

« 

7.23 

3.87 

19.19 

3.187 

« 

« 

3.287 

31.31 

62 

2.31 

2.81 

2.131 

2.181 

2.231 

2.281 

2331 

24181 

2.431 

2.481 

63 

3.21 

« 

« 

3.121 

« 

« 

8.221 

7.109 

♦ 

3.321 

64 

2412 

2.82 

2.132 

2.182 

2.2.T2 

2.28‘2 

2,3;i2 

2.:i82 

2.432 

2.482 

65 

.5.13 

3..55 

5.53 

5.73 

3.155 

5.113 

.5.133 

8.255 

5.173 

5.193 

66 

2413 

2.83 

2.133 

2.183 

2.2.-13 

2.281 

2.;i;i3 

2..383 

2.4:i:i 

2.48.3 

67 

« 

« 

3.89 

« 

« 

3.189 

23.29 

13.59 

3.289 

■* 

68 

2414 

2.81 

2.134 

2.184 

2.2;i4 

2.284 

24m 

2.3W 

2.4:i4 

2.481 

69 

3.23 

13.13 

« 

3.123 

7.67 

4> 

8.223 

« 

11.79 

3.323 

70 

2415 

2.85 

2.135 

2.185 

2.235 

2.285 

2.335 

2.385 

2.435 

2.485 

71 

« 

3-57 

« 

7413 

3.1.57 

* 

11.61 

3.267 

13.67 

♦ 

72 

2416 

2M 

2136 

2.186 

2.236 

2.286 

24136 

2386 

2.436 

2.486 

73 

« 

« 

3.91 

♦ 

11.13 

3.191 

« 

« 

3391 

7.139 

74 

2.37 

2.87 

2.137 

2.187 

2.237 

2.287 

2337 

2.387 

2.437 

2.487 

75 

3425 

5.35 

635 

3.125 

5.95 

5.115 

3.225 

6.1fi5 

5.175 

.3.325 

76 

2.38 

2.88 

2.138 

2.188 

2.238 

2.288 

24138 

24188 

2.438 

2.488 

77 

7.11 

8.59 

# 

13.29 

3.169 

« 

« 

a259 

« 

♦ 

78 

2.39 

2.89 

2.189 

2.189 

2.239 

2.289 

24139 

24189 

2.439 

2.489 

79 

« 

41 

3.93 

« 

« 

3.193 

7.97 

19.41 

3.293 

11.89 

80 

2.40 

2.90 

2.140 

2.190 

2.240 

2.290 

2.340 

2390 

2.440 

2.490 

81 

3427 

« 

3.127 

13.37 

7.83 

3.227 

11.71 

« 

3.327 

82 

2.41 

2.91 

2.141 

2.191 

2.241 

2.291 

24441 

2 391 

2.441 

2.491 

83 

« 

3.61 

« 

* 

3.161 

11-53 

« 

3.261 

« 

« 

84 

242 

2.92 

2.142 

2.192 

2.242 

2.292 

2342 

2.392 

2.442 

2.492 

85 

5.17 

5417 

3.95 

5.77 

6.97 

3.19f) 

5.137 

6.157 

3.295 

5.197 

86 

2.43 

2.93 

2.143 

2.193 

2.243 

2.293 

2.343 

2.393 

2.443 

2.493 

87 

i29 

11.17 

7.41 

3.129 

« 

* 

8229 

« 

♦ 

3.329 

88 

2.44 

2.94 

2.144 

2.194 

2.244 

2.294 

2.34-4 

2394 

2.444 

2.494 

89 

« 

3.63 

17.17 

« 

8.163 

19.31 

1333 

3.263 

7.127 

23.43 

90 

246 

2.95 

2.145 

2.195 

2.245 

2.295 

2345 

2395 

2.445 

2.495 

91 

7.13 

♦ 

3.97 

17.23 

» 

.3.197 

* 

7.113 

3.297 

« 

92 

246 

2.96 

2.146 

2.196 

2.246 

2.296 

2 346 

2.396 

2.446 

2496 

93 

3.31 

* 

♦ 

3.131 

17.29 

• i 

3.231 

13.61 

19.47 

3.a31 

94 

247 

2.97 

2.147 

2.197 

2.247 
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139 

4,93447  393,31 

2,14:W1  48003 

389 

5.96357  93436 

2,58994  96013 

149 

5,00394  6’4i,59 

2,17318  626.84 

397 

5.96493  e-2.807 

2.59K79  05068 

1,51 

5,01727  9.s;;68 

2,17897  69473 

401 

5.99:196  14273 

2,60314  43726 

1.57 

5.05624  :')80f>.3 

2,19.'«89  96.524 

409 

6.0i:l71  51560 

2,61172  61080 

16.3 

5.09375  (82008 

2.21218  76014 

419 

6.03787  09199 

2,62-2-21  40-230 

167 

5,11799  38124 

2,22271  61711 

421 

6,01263  28337 

2,62428  -20958 

17.3 

.5,1.5.329  1.V.H5 

2.23804  61031 

431 

6,06610  80901 

2.63447  72702 

179 

.5.187:18  58(»58 

2,2.52(0  30:410 

433 

6,07073  77-280 

2,63648  78961 

1»1 

5,19,849  70313 

2,2.5767  8f.749 

439 

6,08449  94131 

2,64246  45202 

Infi  lOx  2 = 4,C>Or)17  01S5!»  3Crfl04 
3 (!,!K)77.5  »21.37  OTi20.'> 

1 (OTlü  7f.l»2  73(ai7 

5 1 I„3I21*2  7022»  l2(Xtil 


log  10  X 6 = 1.3.Rl!ySl  05, Wl  (>4274  10411 
7 lG.ll»(l!l5(ÄO!l5Ktl!t7H»i:i 
H 1 8.420tW  ( I743'.l  ,523(16  47214 
y 20.7232(1  5»3«i9  464 1 1 15616 
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n 

NatBrlicbe 

Logarithmen. 

Oemeine 

Logarithmen. 

D 

NatDrIiehe 

Logarithmen. 

Oemeine 

Logarithmen. 

448 

6,093.56  97700 

2,64640  37262 

7-27 

658892  64775 

2.8(5153  44109 

449 

6,10702  28877 

2.12)224  6.-M10 

7;13 

6..59714  57019 

2.8()510  39746 

4ft7 

6,12468  33909 

2,(2)991  62001 

739 

6,605-29  79-209 

•2,8(5864  44:5.84 

4f>l 

6,133.'19  80430 

2.66370  092.'’>4 

743 

661069  (50147 

•2.87098  881:» 

4b3 

6,13772  70541 

2,665.58  0!»91ü 

751 

66-2140  5(5518 

2,87.563  9H570 

4G7 

6,14632  92577 

2.66931  68806 

757 

66-293(5  3-2631 

3.87909  58795 

47!» 

617170  05974 

2.68033  55L34 

761 

6634(53  33579 

2,881;»  46568 

487 

6.18826  41231 

2,68752  89612 

769 

6.64509  09695 

2,8859-2  (5;»98 

491 

6,19614  41278 

2,69108  14921 

773 

665027  90486 

2.88817  949:59 

499 

6,21260  60958 

2,69810  05156 

787 

(5.66822  82484 

2,89597  47324 

503 

6,22059  01701 

2,70156  79651 

797 

66‘<085  46788 

2,90145  65214 

509 

6,23244  80166 

2.70671  778-23 

809 

669579  89171 

2,90794  65-21(5 

521 

6,25.575  (K)418 

2.71683  77233 

811 

6698-26  80541 

2,90902  06")42 

523 

6,259.58  14641 

2,71650  16889 

821 

671052  31095 

•2.91434  31.571 

541 

6,29341  92788 

2,73319  72651 

8-23 

671295  6-2W)7 

2,91.539  98352 

547 

630144  88024 

2,73798  73-263 

827 

671780  4(59.50 

2.917.50  .55()tH5 

557 

63-22.56  52399 

2,74.565  51952 

829 

6720-2-2  Olföl 

2,918.55  4.53(K> 

5G3 

633327  96281 

2,7502)0  83948 

6-i9 

67:5221  07065 

2,92:476  19(508 

509 

634.388  04341 

2,75.511  2-2664 

653 

671875  9r>475 

2,93094  !M»:tl-2 

571 

6.34738  92097 

2.7.5663  61082 

657 

675313  79186 

2,93-298  08-219 

577 

635784  28665 

2,76117  58132 

859 

675576  89220 

2.93,399  31(5.» 

587 

637502  48198 

2,76863  81012 

8(ö 

676041  46911 

2,93601  07!»57 

593 

638519  43990 

2,77305  46934 

877 

677650  69924 

2.94-299  959.34 

599 

639526  15981 

2.77742  682-24 

881 

6,78105  76259 

2,94497  59(184 

601 

6,39859  49345 

2.77887  44720 

883 

•678832  52006 

2,94596  07036 

607 

6408.52  87911 

2,78318  86911 

887 

678784  49823 

2,94792  ;16198 

613 

641636  49;i.')9 

2,78746  W745 

907 

681014  24501 

2,95760  72871 

617 

642186  90-239 

2,790-28  51640 

911 

6,81454  2897:5 

2,9.5951  83770 

619 

642810  527-27 

2,79169  (M5190 

919 

682328  (51224 

2,963:51  .55114 

631 

644730  58625 

2,80002  93592 

929 

683410  87388 

2,!»6801  57140 

641 

646302  94.569 

2,80665  80295 

937 

681268  3-2822 

2,97173  95909 

643 

646614  47-242 

2,80821  097-29 

941 

681694  31396 

2,97:5.58  96-2:14 

647 

6,47234  62945 

2,81090  42807 

947 

6,85329  !H»9:4-2 

2,97634  9971K) 

653 

<h48157  71293 

2,81491  31813 

953 

685961  49037 

2,97909  29(X)6 

659 

649072  35345 

2,81888  54146 

967 

687419  84955 

64741 

661 

649375  36399 

2,82020  14595 

971 

687832  61(583 

2.98721  92-299 

673 

651174  53296 

2.82801  50642 

977 

688448  (56520 

2,98989  456:17 

677 

651767  1-2729 

2,83058  8<a387 

983 

68!K»G0  91-201 

2,99-255  35178 

683 

652649  46596 

2,83442  07037 

991 

6,89871  4.5343 

2,99607  36545 

691 

653813  98-238 

2,83!»47  80174 

997 

6,90175  07700 

2,99869  51583 

701 

655250  78870 

2,84571  80180 

c = 2,71888  18284  r>9(M5  266SG 

709 

656385  55265 

2,65064  62.652 

Ing 

e = 0,43429  44819  05251  82765 

719 

657786  13677 

2,85672  88904 

log  10  = 2,30258  60929  94045  68402 

log  6X2  = 0,86858  896.38  06503  65530 

3 1.30288  344.57  0975.5  482!»5 

4 1.73717  79276  13007  31060 

5 2,17147  24095  16259  13826 

log  c X 6 = 2,C)0576  (»914  19510  96591 

7 aOKX«  13733  -2-2762  79656 

8 617135  58552  26014  62121 

9 690865  03371  29266  44886 
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B 

0 

1 

2 

‘ 

D 

3 

4 

5 

6 

D 

7 

8 

9 

55 

7404 

7412 

7419 

8 

7427 

74:)5 

7443 

7451 

8 

74.59 

7466 

7474 

r>H 

7482 

7490 

7497 

8 

7505 

7513 

7.520 

7528 

8 

7.5:31 

7544 

7.551 

[>7 

7559 

7574 

8 

7582 

7f)89 

7597 

7601 

8 

7612 

7619 

7)127 

.'■>8 

7634 

7612 

7649 

8 

7657 

7(9H 

7672 

7679 

R 

7('33: 

7)194 

77)  )1 

59 

7709 

7716 

7723 

8 

7731 

7738 

7745 

77;V.i 

8 

7713» 

7767 

7774 

60 

7782 

7789 

7796 

7 

78o:{ 

7810 

7818 

7825 

7 

7652 

7619 

784)1 

61 

7853 

7860 

7868 

7 

7875 

7882 

7889 

7896 

7 

79U3 

7910 

75)17 

62 

7Sr24 

7931 

7938 

7 

7945 

79,52 

795i» 

7!H16 

7 

797:1 

798)) 

75)87 

63 

7993 

8000 

8007 

7 

8014 

8021 

8028 

8635 

7 

6141 

6148 

61:55 

64 

8062 

8069 

8075 

7 

8082 

8089 

8096 

81(r2 

7 

8109 

8116 

81-22 

65 

8129 

8136 

8142 

7 

8149 

81.56 

8162 

8169 

7 

8176 

8162 

8189 

8195 

8202 

8209 

0 

8215 

8222 

8228 

82.65 

0 

8241 

8248 

8251 

67 

8261 

8267 

8274 

« 

8280 

8287 

829:1 

8299 

6 

63  Ki 

8312 

8319 

68 

8:125 

8;i;ii 

8;i;i8 

6 

8;4M 

SUil 

.61.57 

6331 

n 

6170 

6376 

6382 

6» 

8388 

8395 

8401 

0 

8407 

8-114 

8420 

H126 

t 

64:12 

6C19 

84-15 

70 

8451 

8457 

841» 

6 

8470 

8476 

8482 

6188 

0 

8494 

65)3) 

8f3)6 

71 

8513 

K)19 

8.525 

6 

W»;!! 

8.5:17 

6543 

6549 

ü 

6555 

6‘3il 

65)17 

72 

8573 

8.579 

&585 

6 

8.591 

6597 

860:1 

6ai9 

6 

8615 

6)21 

8627 

73 

8633 

8639 

8645 

6 

8fÄl 

8(W)7 

866.3 

63)9 

0 

6175 

8681 

8686 

74 

8692 

8698 

8704 

6 

8710 

8716 

8722 

8727 

0 

8739 

8745 

75 

8751 

8756 

8762 

6 

8768 

8774 

8779 

8765 

0 

8791 

8797 

86)2 

76 

8808 

8814 

8820 

0 

8825 

8631 

8837 

6612 

0 

8618 

8654 

6659 

77 

8865 

8871 

8876 

0 

8882 

8887 

889:i 

6 

6.3)4 

891)) 

8915 

78 

8921 

81^27 

8932 

0 

8938 

.8943 

8949 

8951 

6 

633) 

8!)65 

8971 

79 

8976 

8982 

8987 

6 

8903 

8998 

4KJ04 

9009 

0 

9015 

9U2U 

S3)-25 

80 

9031 

9036 

9042 

0 

9017 

9053 

9058 

9063 

0 

90)19 

9074 

9079 

81 

9085 

9090 

9096 

6 

9101 

9106 

9112 

9117 

5 

9122 

9128 

91.33 

82 

9138 

9143 

9149 

b 

91.54 

91.59 

9165 

9170 

ß 

9175 

916) 

5)186 

83 

9191 

9196 

9201 

5 

9206 

9212 

9217 

5 

9227 

l>2:}2 

9-238 

84 

9243 

9248 

9253 

6 

9258 

9263 

9269 

9274 

ß 

9279 

9284 

9-289 

85 

9294 

9299 

9304 

5 

9;i09 

0315 

9320 

9:125 

fi 

9330 

93:15 

9.34)) 

86 

9;M5 

9350 

9:155 

b 

931W 

9:465 

9370 

9:175 

9380 

9.165 

9353) 

87 

9395 

9400 

9405 

b 

9410 

9416 

9420 

9425 

ß 

9430 

94:45 

9440 

88 

9145 

9450 

94.55 

b 

9460 

9465 

9469 

9474 

ß 

9479 

9484 

5)485) 

89 

9494 

9499 

9f>04 

b 

9509 

9513 

9518 

9523 

b 

9528 

9533 

5)538 

90 

9542 

9547 

9562 

6 

9557 

9562 

9566 

9.571 

i 

9576 

9581 

9561 

91 

9590 

9595 

9600 

6 

9605 

9609 

9614 

9619 

b 

9624 

9628 

9)133 

92 

9638 

9643 

9647 

6 

9652 

9657 

9661 

b 

9671 

9675 

9)16) 

93 

9685 

9689 

9694 

5 

9699 

9703 

9708 

9713 

4 

9717 

9722 

5)727 

94 

9731 

9736 

9741 

4 

9745 

9750 

9754 

mu 

4 

9763 

9768 

9773 

95 

9777 

9782 

9786 

4 

9791 

9795 

9800 

9805 

4 

9809 

9814 

9818 

96 

9823 

9827 

9832 

4 

9836 

9841 

9845 

9650 

4 

9654 

96^3) 

5)631 

97 

9868 

9872 

9877 

4 

9881 

9886 

9890 

9614 

4 

96«) 

5«3)8 

98 

9912 

9917 

9921 

4 

9926 

9930 

99:34 

99:19 

4 

4«i43 

!«)48 

95«)2 

99 

9956 

9960 

9965 

4 

9969 

9974 

9978 

9983 

4 

9987 

9991 

9996 

29* 
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(y 

2' 

4' 

6' 

8' 

10“ 

12' 

— 

14' 

16' 

18' 

0»  0* 

6.7B4>^ 

7,0658 

7.2419 

7,3l-i68 

7.4637 

7„54-29 

7,6099 

7.6678 

7,7190 

2Ü 

7,7648 

7,8(»il 

7.81.-19 

7,8787 

7.910!) 

7,9108 

7,!»X!) 

7.9<.).52 

,6t  r2l») 

8.oi:J5 

4»J 

8,0658 

8,0870 

ai07‘2 

ai-265 

614f») 

616-27 

61797 

61961 

62119 

8,2-274 

1 0 

8,‘2419 

8.-2.561 

a-2699 

a‘2a-i2 

6‘296-2 

8.:i088 

8.3210 

6,-i:!29 

6.3145 

6:1558 

a) 

8,:i6Ti8 

8,.3775 

8.:i880 

8..-1982 

64082 

64179 

8,4-276 

643->8 

644.59 

64."«<9 

40 

8,46.'17 

a47‘2.3 

8.1807 

64890 

61!)71 

6.50:») 

8,51-29 

65-206 

6.5-281 

2 0 

8,54-28 

8..55») 

a5f.71 

a.5)rlO 

65708 

6.5776 

8.5842 

8„5<907 

65972 

66a-j.5 

20 

8,6097 

8,61.59 

ao^njo 

66-279 

8,6339 

8.C2197 

66454 

66511 

K.(»r>G7 

6662-2 

40 

8,6677 

a67.U 

8,6784 

aci8;47 

6(W8!) 

66940 

66991 

67t«! 

67090 

67140 

3 0 

a7188 

a7‘236 

8.7-283 

67:130 

8,7377 

674-2.3 

674(W 

8.7513 

67.557 

6760-2 

20 

8.7645 

a7)!88 

67731 

67773 

67815 

67657 

67898 

67<939 

67979 

68019 

40 

8,8059 

8.8098 

8.81.-47 

68175 

8,8213 

8,8-251 

8,826) 

,683-26 

68363 

688») 

4 0 

a84:i6 

8,8172 

8,a''a)8 

8.6543 

8,8578 

6861.-1 

8,8Th47 

8,868-2 

687 46 

68749 

‘20 

H,H7ai 

8.8816 

aaslO 

H.HH82 

68914 

68946 

68978 

8,9t)10 

8, <»>12 

8,!»)7.3 

40 

a9104 

a9U5 

8.9165 

69196 

69-2-26 

8,92.56 

8.9-286 

8,9315 

69;i45 

69374 

ß 0 

a94(ö 

8,91.32 

8.9160 

8,9489 

8,9517 

6961.5 

69.573 

6%»)1 

8,%.-28 

aDti-V» 

■20 

a9682 

a9709 

8.9736 

69763 

6978!) 

8,9816 

6<9842 

8,98t»l 

8,<9894 

69!)19 

40 

a‘.t!M5 

8.9970 

8,9996 

9,(»21 

“J.)»)46 

‘J.(»)70 

9,00<95 

9,01-20 

<9,0114 

9,0168 

« 0 

9,0192 

9,0216 

9,0-210 

9,0264 

9.0-287 

9,0:111 

9.o;!:i4 

9.0:1.57 

9.03.-K) 

9.040:1 

20 

9,01-26 

9,04-19 

9,017-2 

9,0494 

9.0516 

!),06:1!) 

<9.or)61 

!),0f>63 

<9,(»i05 

40 

9,0648 

9.I»;7U 

9,(J691 

9,0712 

9,0734 

!),07ö6 

99)776 

!),ü797 

9,0818 

9.0H!t8 

7 0 

9.0a59 

9,(1879 

9,0“.»») 

99)9-20 

9.0940 

9.0961 

9,))!)81 

!),1t»Jl 

9,Hr2t) 

9,1040 

‘20 

9,l(HiO 

9.1080 

9,1099 

9,1118 

9,4138 

9.1 1.57 

9.1176 

9,1195 

9.1214 

9.1-2:i,3 

40 

9,1252 

9.1-271 

9.1289 

9,1;J08 

9,13-26 

<9,1345 

9,i:}63 

<9,1.381 

9,l:tt)<9 

9,1418 

8 0 

9,14:i6 

9,14.53 

9.1171 

9.148!) 

9,1.5(.17 

9.1.52.5 

9,1542 

9,1.'’»K) 

9,15n 

9.1594 

‘20 

9,1612 

9,16-29 

9.1646 

9.1C8-.;l 

!),1(>K) 

9,1697 

9.1714 

9,1731 
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9,1764 

40 
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<9.1814 

9, 1610 

9.1817 

<),186.3 
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9,1943 
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9.-20.18 
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<).-2065 

‘20 
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9,3179 
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3513 
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‘24.82 
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:1897 

4186 

+1.56 
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2909 

.-1273 

;i)k)8 

:i9i7 

4-20T) 
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4741 
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2959 

3319 
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:i9.57 

4242 
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47.57 
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5213 
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■2984 

3.342 

3!71 

:i976 

4-260 

4.5-25 

4773 
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.5-228 
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•26‘20 

;«»)9 

;8K)2 

:i9!m; 
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4.542 

4789 
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-2647 
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:»87 

3713 

-4015 

42% 

4.5T)9 

48<J.5 

5o:t7 

40 

‘2674 

,-1058 

3110 

37.14 

40:i.5 

■1314 

4.576 

48-21 

.50r>2 

.5-270 

44 

‘2701 

3(K{ 

3132 

37.55 

40;51 

4.132 

459:1 

4637 

.5067 

4S 

2727 

3107 

.3775 

407.1 

4:160 

4)'»):) 

4653 

.5-29!) 

52 

2754 

3131 

.-1477 

.3796 

4092 

4.168 

46-26 

48)19 

um 

r>31.3 

50 

•2780 

üIjVj 

.-M99 

4111 

4.-W6 

4643 

4,884 

5112 
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ßO 
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21« 

22“ 

23" 

24" 

1 25" 

r 

2Ö0 

27« 

28» 

29« 

0' 

9.5.341 

9^548 

9, .5736 

9,5919 

9,6093 

9.6-269 

9,6418 

9.6670 

9,6716 

9,6866 

10 

5375 

5576 

.5767 

5948 

6121 

6286 

6444 

6740 

6878 

5409 

5609 

5798 

.5978 

6149 

6313 

6470 

6620 

6763 

6901 

M 

5W3 

.5611 

.58-28 

6(X)7 

6177 

(k340 

6195 

6641 

6787 

69-23 

40 

5477 

.5673 

,5859 

6036 

6-205 

6521 

6668 

6810 

6946 

ijO 

5510  [ 

5704 

5889 

6065 

62-32 

6392 

6546 

6692 

6833 

6968 

• 
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31« 

32" 

33“ 

34“  1 

3.5« 

36« 

37" 

38« 

39» 

0' 

9.C)990 

9.7118 

9,7-24-2 

9,7361 

9,7476 

9,7586 

9.7692 

9.7795 

9,78a3 

9,7989 

10 

701-2  1 

71.39 

7262 

7.-180 

7491  1 

7601 

7710 

7811 

7910 

8004 

•Ä) 

70.-13  i 

7160 

7-28-2 

7400 

7513  1 

76-22 

7727 

78-28 

7926 

8020 

no 

7055 

7181 

7302 

7419  ' 

7.531 

76-10 

7744 

7844 

7941 

8036 

4<J 

7070 

7-201 

73-22 

74.38  1 

75.50 

7657 

7761  1 

7861 

7967 

8050 

W) 

7097 

72-2-2 

7342 

7457  1 

7568 

7675 

7778  - 

7877 

7973 

8066 

40“ 

41“ 

42« 

43" 

44“ 
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46» 

0 

r>- 

48» 

49« 
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9.W)KI 

9,8169 

9,8-2.55 

9.8:3:18 

9..8418 

9.8195 

9,8569 

9.8641 

9,8711 

9,8778 

10 

S)I9«  I 

8184 

8-269 

8.351 

8131 

85(.)7 

KW-J 

86,->3 

8722 

8789 

io 

Kill  1 

8198 

8-28:1 1 

8305 

84-H 

85-20 

8594 

8Ci65 

8733 

8800 

;4o 

K125  1 

8213 

8-297 

8:178 

81.57 

85:32 

8606 

8676 

8745 

8810 

40  1 

K140 

8-227 

3311 

8391 

8469 

8.545 

8618 

8688 

8756 

8821 

50 

Hifxö 

8241 

8.324 

8405 

8482 

8557 

1 8629 

8699 

8767 

8832 

.w 
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52“ 

53“ 

54" 

.55“ 

56« 

57« 

58' 

59« 

0'  ; 

9.KK43 

9,8905 

9,8965 

9,9023 

9.9080 

9,91:34 

9.9186 

9,9-236 

9,9284 

9,9831 

10 

KK.53 

8915 

8975 

90:3:1 

9089 

9142 

9194 

9-244 

9-292 

9338 

K8G4 

89-25 

8985 

9042 

9098 

9151 

9-203 

92.52 

9300 

9346 

:jü  ' 

K874 

8935 

8995 

9U5-2 

9107 

9160 

9211 

9-260 

9308 

9353 

44)  j 

KKH4 

8945  I 

9004 

!K)61 

9116 

9169 

9219 

9-268 

9315 

9361 

fK)  ! 

KK95 

8955  I 

901-4 

!H»70 

9125 

9177 

9-2-28 

9-276 

9323 

9368 
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61“ 

62« 

63" 

! 64" 

65" 

66» 

67« 

68« 

69» 

0' 

9.9375  I 

9.9418 

9,94.59 

9,9499 

19.9537 

9,9573 

9.9607 

9,9640 

9,9672 

9,9702 

10  1 

9383 

: 94-25 

9466 

[ 9.505 

9543 

9579 

9613 

9646 

9677 

9706 

-.JO 

9390 

94.32 

9473 

9512 

9549 

9r)84 

9618 

9651 

9682 

9711 

30 

9397 

9439 

9179 

‘ 9518 

9555 

9590 

9624 

96.56 

9687 

9716 

40 

9404 

9446 

9486 

9524 

9561 

9596 

9629 

9661 

9692 

9721 

ÖO 

9411 

9453 
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9567 

9602 

9635 

9667 

9697 
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70“ 

71" 

72" 

73" 

74" 

75" 

76» 

77» 

78« 
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0' 

9.9730 

9.9757 

9.9782 

9,9806 

9.98-28 

9.9849 

9,9869 

9,9887 

i 9.9904 

9,9919 

10 

97:44 

9761 

9786 

9840 

1 9832 

9853 

9872 

9890 

1 9907 

9922 

•.*0 

' 9739 

971» 

9790 

9814 

9836 

9W>6 

9875 

9893 

9909 

9924 
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! 9743 

9770 

9794 

9817 

9839 

9859 

9878 

9896 

; 9912 

9927 

40 

9748 

9774 

9798 

9821 
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9863 

9881 

9899 

9914 

9929 
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9802 
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9846 

9866 

9884 
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; 9917 
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87« 
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89« 

0' 

9,9934 

9,9946 

9,9958 

9.9968 

9.9976 

9,9983 

9,9989 

9,9994 

19,9997 

9.9999 

10 

99:46 

9948 

9959 

9969 

' 9977 

9985 

9990 

i 9995 

: 9998 

aoooo 

-.'0 

9938 

99.50 

9961 

9971 

9979 

18J86 

9991 
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9998 
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;io 
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9952 

9963 

9972 

9980 

9987  1 

9992 
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40 

9942 

9954 

996-1 

9973 

9981 

9988  1 

9993 
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60 
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9993 

9997  1 

9999 

0000 
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4' 
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20 

7.7H4H 
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7„8439 

7.8787 
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7.94(8) 

7,9689 
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8.0135 

■10 
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8,0870 

8.1072 

8,1265 

8,1150 

8. 16-27 

8,1798 
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82120 

82272 

1 

0 

S,241i) 
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.8,2700 

8.28.'!;! 

8.2963 

83389 

8,3211 

8.3.3:K( 

83146 
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20 

8,3776 

8..3881 

8,3983 

8,4083 

8,4181 
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84461 

84551 
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8,4725 

8,4809 

8,1892 

8,1973 
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8,5131 

8,5208 

8.5283 
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2 

0 

8,5431 

,8„5503 

8,.')673 
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8.5711 

8„5779 
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8,5911 
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20 
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8,6223 

8,6283 

8,6313 
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864.59 
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86571 

10 
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8,0789 

8.6.842 

,8,6891 
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8,6996 

8,7046 
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3 

0 

8,711(4 

8,7212 
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8.73!7 

8,7.383 

8,7129 

8,7475 
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87.565 
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20 

8,70.52 

8,7696 

8.7739 

8.7781 

8,78-23 

87,865 

8.73  N> 
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87988 

8H0-2H 

■U) 
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8.8146 
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.8.8-299 

8,8336 
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8.8624 

8.8669 

88694 

8,8728 

8.8762 

20 
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8,8862 

8.K895 

8.8927 

8,8‘HW 

8.899-2 
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8,9056 
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40 
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8.9150 

8,9180 

8.9211 
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8.9-272 

8.9302 
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8,9361 

8,9390 

5 

0 
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8.9149 

8.9477 
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,89.'^W3 

8,9591 

8%19 

89646 
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20 

,8,9701 

,8,9729 

8.975(1 

8,9783 

8,9836 

8.9862 

8,9888 

8,9915 

89940 

■10 

8,91  HW 

8.9992 

9,0017 

9,(X(43 

9,(X)68 

9,(X«)3 

9.0118 

9,0143 

9.0167 

9,0192 

(i 

0 

9,0210 

9.0240 

0,(865 

9.0289 

9.0312 

9.0.'33(; 

9,0360 

9,0383 

9.0407 

9,0430 

20 

9,015'! 

9,047(1 

9,0199 

.9.0521 

9.0511 

9,0567 

9,0589 

9,0(;il 

9,0633 

9.0656 

■«. 

9,0078 

11,0721 

9,0713 

9,0761 

9,0786 

9.08O7 

9.08-28 

9.0849 

9,0870 

r>» 

6» 

7« 

8» 

9» 

10» 

11» 

12» 

13» 

14» 

0' 

8,9120 

9,0210 

9.0891 

9,1178 

9,1997 

9.2463 

9.2887 

9,.327.5 

9,3634 

9,3968 

10 

9,513 

033(1 

0995 

1.5(19 

2078 

2:V«; 

295.'! 

.3336 

3691 

4021 

20 

9701 

(H53 

lOlHl 

16.58 

21.58 

2609 

30-20 

3'!97 

.3718 

4074 

») 

983(1 

OTdi? 

1194 

1715 

22:w 

2(W0 

»K85 

3458 

3801 

41-27 

40 

91H10 

0078 

1291 

1831 

2313 

2750 

3149 

3517 

:1859 

4178 

.50 

9,0093 

07,80 

1385 

1915 

2389 

2819 

3212 

3576 

3914 

423U 

l.ö« 

16» 

17» 

18» 

19« 

20» 

21» 

22» 

23» 

24» 

0' 

9,4‘281 

9.4675 

9,4.8;53 

9.5118 

9.5470 

9.5611 

9„5842 

9.6064 

9.6-279 

9,6486 

10 

4331 

1622 

4,8>i8 

5161 

.''411 

,WH( 

.5879 

6100 

(>314 

85-20 

20 

4381 

4609 

4913 

5203 

5151 

,5Ci89 

5917 

61.36 

6318 

('>5r>3 

;k» 

4430 

4716 

49.87 

.5215 

.5191 

5727 

,59.'>4 

6172 

6383 

6587 

10 

1179 

4702 

.5031 

.5287 

.'■i531 

57^U> 

5991 

6-208 

6417 

()(V20 

fl<l 

4.527 

•1,808 

f)075 

.53'i9 

5571 

.">804 

60-28 

6-243 

64.52 

25» 

20» 

27» 

28» 

29» 

30» 

31" 

32*' 

33" 

34» 

0' 

9,(1087 

9,0,882 

9.7072 

9.7'257 

9.7l:(8 

9.7614 

9.778.8 

9,7958 

9,8125 

9.S21H) 

10 

0720 

(1914 

7103 

7-287 

7167 

7614 

7816 

79.8! 

81.5.3 

8317 

07.52 

(1910 

7131 

7:!17 

7197 

7(!73 

7815 

8014 

8180 

K.-U4 

■M 

0785 

(1977 

7165 

7.'M8 

7.52(! 

7701 

' 7873 

8042 

8208 

8371 

40 

0817 

7009 

7196 

7378 

7730 

73(2 

8070 

82.35 

8-198 

.50 

(18‘W 

7010 

722(1 

7108 

7.585 

77.59 

7930 

8097 

8263 

81-2.5 

:i.5» 

36» 

37» 

38» 

39» 

40» 

41» 

42» 

43» 

44» 

0' 

9,81.52 

9,8013 

9,8771 

9.H9'28 

9.90.81 

9.92!!.8 

9.9392 

9,9514 

9,9697 

9.9818 

10 

8179 

8039 

8797 

89,51 

9110 

9-2(!l 

9417 

9570 

97-22 

9871 

20 

,8,5»! 

806(1 

8.S2I 

89,80 

91. -35 

9113 

9.595 

9747 

:«• 

8,5!3 

8,8.'')0 

9(XN1 

9161 

8315 

94t'>8 

f«‘21 

977-2 

10 

8.5,59 

8718 

8876 

9032 

9187 

9311 

9491 

9CflG 

9798 

9949 

.50 

.8715 

8‘,Ktt 

9058 

9212 

<3'i(16 

9519 

9671 

9823 

9976 
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Log.  Tangens. 


1 45» 
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0' 
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o,o.ia3 
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10 
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0177 

o;i‘j9 

0481 

0631 

(»788 

0942 
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1255 

1114 

‘JO 
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O.'i.’^H 
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06:59 

0813 

(UHiS 

11-24 
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00 
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0‘J‘J7 
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0839 
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lO-JO 
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1334 

1494 
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62» 
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0' 
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(».•2212 
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, ‘J-J41 

‘2415 

•2592 

2774 
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19,10 
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2444 

2801 

‘2991 
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16‘Jt> 
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i ‘J‘J99 

•2474 

•jia-j 

‘28.35 
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.1215 

10 
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21:55 

; 23-J7 

•2.503 

•2683 

2866 
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.8-218 

50 

1683 
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1 218-1 
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2531 
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68» 
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0' 

o..3:il3 

' 0,3511 
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3972 

41!K! 
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: .3.W3 
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.5.570 

40 
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.50 

3480 

;4686 

3900 
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7.8« 
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8615 
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8637 

32 

0,0093 

31 

0,5150 

0,6009 

1,1666 

76 

0.9703 

4,0108 

4,1336 

34 

099 

32 

5299 

6249 

1792 

77 

<»744 

3315 

44.54 

36 

106 

33 

5446 

6494 

lir24 

78 

9781 

7046 

8097 

38 

111 

34 

.5592 

6745 

2(X>2 

79 

9816 

5,1446 

5,2408 

40 

116 

35 

5736 

7002 

2208 

80 

9848 

6713 

7588 

42 

0,0122 

36 

0,5878 

0,7265 

1.2361 

81 

0,9877 

6,3138 

6,3925 

44 

128 

37 

6018 

7536 

2621 

82 

9903 

7,1154 

7.1853 

46 

134 

;i8 

6157 

7813 

2690 

83 

«»25 

8,1443 

8,2055 

48 

140 

39 

6293 

8098 

2868 

84 

9945 

9,5144 

9„5<«aj 

50 

145 

40 

6428 

8391 

3051 

85 

9962 

11,4301 

11,4737 

52 

0,0151 

41 

0,6561 

0,8693 

1.3250 

86 

0.9976 

14,3007 

14.3356 

54 

157 

42 

6691 

iKXH 

3456 

87 

!»986 

1'J.0811 

19.1073 

56 

163 

43 

6820 

9.325 

.3673 

■88 

S)9:t4 

28,6363 

2^6537 

58 

169 

44 

6947 

9657 

:39(X2 

89 

;»ixt8 

57,2900 

57,2987 

60 

175 

45 

7071 

1.0000 

4142 

90 

1,0000 

oo 

OO 

Digitized  by  Google 


TI.  Sehnentafel. 

(r  = 10000) 


465 


Winkel. 

Sehne. 

Pfeil. 

Winkel.  , 

CI 

a 

o 

Cß 

Pfeil. 

Winkel. 

Sehne. 

Pfeil. 

Winkel. 

Sehne. 

s 

Ä 

Ol 

1» 

175 

0 

46» 

7815 

795 

91» 

14-265 

2991 

136» 

18544 

6-254 

2 

.349 

2 

47 

7975 

92 

14.387 

306:3 

137 

18608 

63:15 

3 

524 

3 

48 

8136 

8<2i 

93 

14.'.07 

3116 

138 

1867-2 

6416 

4 

698 

6 

49 

8294 

900 

94 

14627 

3180 

139 

18733 

6498 

5 

872 

10 

50 

8452 

937 

95 

14746 

3-244 

140 

18794 

6580 

6 

1047 

14 

51 

8610 

974 

96 

148(i3 

3309 

141 

18853 

6662 

7 

1221 

19 

.52 

8767 

1012 

97 

14979 

3374 

142 

18910 

6744 

8 

1395 

24 

53 

8924 

1051 

98 

15094 

3139 

14:1 

18966 

68-27 

9 

1569 

31 

54 

9080 

1090 

99 

16-208 

3506 

144 

19021 

6910 

lü 

1743 

38 

55 

9235 

1130 

100 

15321 

3572 

146 

19074 

6993 

11 

1917 

46 

56 

9389 

1171 

101 

16132 

3639 

146 

19126 

7076 

12 

2091 

56 

57 

9543 

1212 

102 

16643 

3707 

147 

19176 

7160 

13 

2264 

64 

58 

9696 

1254 

103 

15i's62 

3775 

148 

19-2-25 

7214 

14 

2437 

75 

59 

9848 

1-296 

104 

1.6760 

3843 

149 

19273 

73-28 

15 

2611 

86 

60 

10000 

1340 

106 

15867 

3912 

150 

19:119 

7412 

16 

2783 

97 

61 

10151 

1384 

106 

15973 

398-2 

151 

19363 

7496 

17 

2956 

110 

62 

lo;»! 

14-28 

107 

16077 

4052 

1.6-2 

19406 

7.581 

18 

3129 

123 

63 

10450 

1474 

108 

16180 

41-22 

153 

19447 

7666 

19 

3301 

137 

64 

10598 

15-20 

109 

1628-2 

4193 

154 

19487 

7750 

20 

3473 

152 

65 

10746 

1566 

110 

16383 

4264 

155 

196-26 

7886 

21 

3645 

167 

66 

10893 

1613 

111 

16483 

4386 

156 

19563 

7921 

22 

3816 

184 

67 

11039 

1661 

11-2 

16581 

4408 

157 

19698 

8006 

23 

3987 

201 

68 

11184 

1710 

113 

16678 

4481 

158 

19633 

8092 

24 

4158 

219 

69 

11328 

1759 

114 

16773 

4554 

159 

19665 

8178 

25 

4329 

237 

70 

11472 

1806 

115 

16868 

4627 

160 

19696 

8-264 

26 

4499 

256 

71 

11614 

1859 

116 

16961 

4701 

161 

197-26 

8350 

27 

4669 

276 

72 

11756 

1910 

117 

17063 

4775 

162 

19754 

8436 

28 

4838 

297 

73 

11896 

1961 

118 

17143 

4850 

163 

19780 

87)22 

29 

5008 

319 

74 

12036 

2014 

119 

17-233 

492.6 

164 

19805 

8608 

30 

5176 

341 

75 

12175 

2066 

120 

17321 

5000 

165 

198-29 

8695 

31 

5345 

364 

76 

12313 

-2120 

1-21 

17407 

5076 

166 

19851 

8781 

32 

5513 

387 

77 

12450 

2174 

12*2 

17492 

51,6-2 

167 

19871 

8868 

33 

5680 

412 

78 

12586 

22-29 

123 

17.676 

5-2-28 

168 

19890 

8955 

34 

5847 

437 

79 

127-22 

2-284 

1-24 

17659 

5305 

169 

19908 

9042 

36 

6014 

463 

80 

12856 

-2340 

125 

17740 

5383 

170 

19924 

91-28 

36 

6180 

489 

81 

12989 

2396 

126 

178-20 

5160 

171 

19938 

9215 

37 

6346 

617 

82 

13121 

2453 

127 

17899 

5538 

172 

19951 

9302 

38 

6511 

545 

83 

13252 

2510 

1-28 

17976 

5616 

173 

19963 

9390 

39 

6676 

574 

84 

13383 

2569 

129 

18052 

5695 

174 

19973 

9477 

40 

6840 

603 

85 

13512 

2627 

130 

18126 

5774 

175 

19981 

9564 

41 

7004 

633 

86 

13640 

2686 

131 

18199 

5853 

176 

19988 

9651 

42 

7167 

664 

87 

13767 

2746 

132 

18271 

59-33 

177 

19993 

9738 

43 

7330 

696 

88 

13893 

2807 

133 

18341 

6013 

178 

19997 

98-25 

44 

7492 

728 

89 

14018 

2867 

134 

18410 

6093 

179 

19999 

9913 

45 

7654 

761 

90 

14142 

2929 

135 

18478 

6173 

180 

20000 

10000 

Wolf,  SudltMli.  L 80 
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VII*.  Tafel  der  Bogenlingen  ffir  r = 1. 


4n() 


n 

arr  ; IKO 
=:  a Are  1® 

an  : IHO.(M) 
~ a Are  1' 

« n : 180 . 00« 
= n Are  1" 

a . 180 . 60  : n 
z=  B ; Are  1' 

1 

0.0174.533 

0.0002!N)8J182 

0,1X100048.4814 

3437,7468 

2 

031!KMi6 

05817.7tU 

096.9627 

687.54935 

3 

0523599 

08726.016 

145.4441 

10313,2403 

4 

Ü6981;ri 

116;1.5Ji28 

19.3.92.55 

13760,9871 

5 

0872665 

14544.410 

242.4(X>8 

17188,7338 

6 

1047198 

174.53.292 

29041882 

20026,4806 

7 

12217:«) 

20362.175 

339J1696 

241X14,2274 

8 

13!M!2ia 

211271.0:57 

38741509 

27.5)1,9742 

9 

1570796 

26179.939 

43641323 

30939,7209 

!.  = .S.14159  2(m’i  ma:i  äsm  mas  83279  50288  41971  f.9399 

1 : n = 0.31830  98801  8.3790  07153  77675  26745  02872  40089  19291 

yr  = 1.77245  38.5(Ht  05510  02729  81074  83341  14518  2797.’T  49456 

lATi  = 0.56118  95835  477fXi  28094  80794  51560  77258  .58440  50629 

««  = 9,86960  44011  1 ; n*  =z  0.10132  11836 

V'T  = 1.46459  18870  = 2.14502  93971 

180:  n = 57.29577  95131  = 67"  17'  44 ",806 
log  n = 0,49714  98727  log  Sin  1"  = 4.68.567  48668 


VII''.  Tafel  der  Logarithmen  von  a . Are  1“. 


a 

0 

1 

3 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 

4.6856 

.5,1627 

5,2876 

5.3845 

5.4637 

6.5;«)7 

.6.5887 

.66398 

10 

6,6656 

67270 

.67648 

.67995 

.5,6317 

.5,8617 

5JJ897 

.691«) 

69408 

.69643 

20 

5,981«i 

61X)78 

60280 

60473 

61X458 

61W35 

61005 

61169 

61327 

61480 

30 

6,1627 

61769 

61907 

62041 

62171 

62296 

62419 

62.538 

62654 

62766 

40 

62876 

62984 

6,3088 

6,31iX) 

6.3290 

63388 

6,34K) 

66577 

6.:)758 

.50 

63W6 

6.3931 

64016 

64099 

64180 

6-1259 

643;)8 

64414 

64490 

64564 

60 

4637 

4709 

4780 

4849 

4918 

4985 

5051 

5116 

5181 

.5244 

70 

Km 

6)68 

.5429 

.5189 

.6548 

.5606 

,'’«64 

.5721 

.5777 

.5832 

80 

5887 

.5!M1 

5994 

«>47 

«KK) 

61.6) 

6201 

6261 

6301 

6650 

90 

6198 

6446 

14194 

6511 

6587 

6633 

6678 

6723 

6768 

6812 

ia> 

6,6856 

66899 

66942 

66984 

67026 

67068 

67109 

67150 

67190 

67230 

110 

7271) 

7309 

7348 

7387 

7245 

7463 

7500 

7538 

7575 

7611 

120 

71M8 

7684 

7719 

7765 

7790 

7825 

7859 

7894 

7928 

7962 

130 

7SX.I5 

8028 

8IXiI 

8094 

8127 

8159 

8191 

822.3 

82.55 

8286 

140 

8317 

8318 

8379 

8409 

8439 

8469 

8499 

8529 

8558 

8588 

irx) 

686^ 

68646 

68674 

68703 

amai 

68759 

68787 

6.8815 

68842 

68870 

11«) 

8897 

8924 

8951 

8978 

;xx)-i 

9031 

9057 

1XI83 

9109 

91.65 

170 

91«) 

9186 

9211 

9236 

9261 

9286 

9311 

»«IS 

9.')«) 

9.384 

180 

9-108 

94.)3 

94.56 

iM80 

9501 

9527 

9f2)I 

9574 

9597 

962U 

190 

9643 

9666 

9689 

9711 

9734 

9766 

9778 

9800 

9822 

9844 

200 

69866 

6,9888 

69909 

1h9931 

699.52 

69973 

69994 

7.(X)15 

7.00.% 

7,tH)ä7 

210 

7,1X)78 

7,0099 

7,0119 

7.0140 

7.01«) 

7,0180 

7.0200 

7.0220 

7.0240 

7,02«) 

220 

7,0280 

7,o:«x) 

7,0319 

7.0339 

7.o:m 

7,0378 

7.0397 

7.0416 

7.0465 

7,0454 

230 

7,0-173 

7,0192 

7,0511 

7.0529 

7.0518 

7.05«) 

7.0585 

7.0603 

7,0622 

7,0640 

240 

7,0658 

7,0676 

7,0694 

7,0712 

7,0730 

7,0747 

7,0765 

7,0783 

7,0800 

7,0818 
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VII*.  RednctionsUfel  für  Bogen  nnd  Zeit 


467 


1 s 

O i 

Zeit-  : 

Minuten. 

Um- 

drehungen 

oder 

Tegc. 

4i 

08 

d 

^ Ä 
2 

N .2 

S 

Um- 

drebuDgen 

oder 

Tage. 

4i 

ej 

3 n 

Zeit* 

Minateo. 

Um- 

drehangen 

oder 

Tnge. 

■§i 
2 1 

O u 

Zeit- 

Minnteo. 

Um- 

drehungen 

oder 

Tage. 

!&' 

1" 

0.000694 

15' 

37" 

0,02.5694 

16' 

73" 

0,050694 

16* 

109” 

0,075694 

SO 

2 

1389 

SO 

38 

26;)89 

SO 

74 

51389 

SO 

110 

76389 

46 

3 

2083 

45 

39 

27083 

46 

75 

52083 

46 

111 

77083 

1» 

4 

2778 

10» 

40 

27778 

19» 

76 

52778 

28» 

112 

77778 

15 

.5 

0,003472 

15 

41 

0.028472 

16 

77 

0,053472 

16 

113 

a078472 

80 

6 

4167 

SO 

42 

29167 

30 

78 

.54167 

30 

114 

79167 

45 

7 

4861 

45 

43 

29861 

46 

79 

.54861 

46 

115 

79861 

2 

8 

5556 

11 

44 

30556 

20 

80 

5Wiö6 

29 

116 

80556 

16 

9 

a0062.50 

15 

45 

a031260 

16 

81 

0.0562.50 

16 

117 

0.0812.W 

M 

10 

6944 

SO 

46 

31944 

SO 

82 

.56944 

SO 

118 

81944 

45 

11 

7639 

45 

47 

32639 

45 

83 

.57639 

45 

119 

82(Ö9 

3 

12 

8333 

12 

48 

33333 

21 

84 

58333 

30 

120 

83333 

15 

13 

0,009028 

15 

49 

0,031028 

16 

85 

0,059028 

16 

121 

0,084028 

M 

14 

09722 

SO 

50 

34722 

SO 

86 

59722 

30 

122 

84722 

41 

15 

10417 

45 

51 

35417 

46 

87 

60117 

46 

123 

85417 

4 

16 

11111 

13 

52 

36111 

22 

88 

61111 

31 

124 

86111 

15 

17 

a01180G 

15 

53 

0.036806 

16 

89 

0,061806 

16 

125 

0,086806 

SO 

18 

12500 

SO 

54 

37500 

80 

90 

62.500 

80 

126 

87500 

45 

19 

13194 

45 

55 

.38194 

46 

91 

63194 

46 

127 

88194 

ö 

20 

13889 

14 

56 

38889 

23 

92 

63889 

32 

128 

88889 

15 

21 

a014.583 

15 

57 

0,039583 

16 

93 

0,0d*583 

16 

129 

a089583 

so 

22 

15278 

80 

58 

40278 

80 

94 

65278 

SO 

130 

90278 

45 

23 

1.5972 

45 

59 

40972 

46 

95 

65972 

46 

131 

90972 

G 

24 

16667 

15 

60 

41667 

24 

96 

üöl>b7 

33 

132 

91667 

15 

25 

0,017.361 

15 

61 

0,042361 

16 

97 

0.067361 

16 

133 

0,092361 

80 

26 

18056 

SO 

62 

43056 

80 

98 

68056 

80 

134 

93056 

45 

27 

187.50 

45 

63 

43750 

46 

99 

68750 

45 

135 

93750 

7 

28 

19444 

16 

64 

iWli 

25 

100 

69444 

34 

136 

94444 

15 

29 

0.020139 

15 

65 

0,045139 

16 

101 

0.070139 

16 

137 

0,095139 

80 

30 

20833 

SO 

66 

4,5833 

80 

102 

708:i3 

80 

138 

95833 

45 

31 

21528 

45 

67 

46.528 

46 

103 

71528 

46 

139 

96528 

8 

32 

22222 

17 

68 

47^22 

26 

104 

72222 

35 

140 

97222 

15 

33 

0,022917 

IS 

69 

a047917 

16 

105 

0.072917 

16 

141 

0,097917 

80 

34 

23611 

30 

70 

48611 

80 

106 

73611 

SO 

142 

098611 

45 

36 

24;K)6 

45 

71 

49:406 

45 

107 

74306 

46 

143 

099:106 

9 

36 

25000 

18 

72 

50000 

27 

108 

75000 

36 

144 

100000 

• 

„ 

• 

i 

O 

m k m 

1 

4 

a0000463 

1 

0,07 

0.0000006 

15 

1 

0.0000116 

ai 

36 

144  - 2 24 

2 

8 

0926 

2 

13 

15 

30 

2 

0231 

0,2 

72 

288  4 48 

3 

12 

1389 

3 

20 

23 

45 

3 

0347 

0,3 

108 

432  7 12 

4 

16 

1852 

4 

27 

31 

60 

4 

04^ 

a4 

144 

576  9 36 

5 

20 

2315 

5 

33 

38 

75 

5 

0578 

0.5 

180 

7 -20  12  0 

6 

24 

2778 

6 

40 

46 

90 

6 

0694 

ae 

216 

864  14  24 

7 

28 

3241 

7 

47 

54 

105 

7 

0810 

0.7 

252 

1008  16  48 

8 

32 

3704 

8 

53 

62 

120 

8 

0926 

0.8 

288 

1152  19  12 

9 

36 

4167 

9 

60 

69 

135 

9 

1041 

a9 

324 

1-296  21  36 

80* 
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468  TIII.  Chemigche  Tafel. 

(H=10) 


Elemente. 

Zeichen. 

1 

00  t 

eC  g 

.Sg. 

s 

Elemente. 

Zeichen.  | 

Miachunga- 

gewicht 

Elemente. 

Zeichen.  | 

o " 

M te 

Alumininm  . 

Al 

136 

Iridium  . . 

Ir 

986 

Ruthenium  . 

Rn 

520 

Antimon 

, , 

Sb 

1230 

Kalium  . . 

K 

392 

Sancrstoir  . 

O 

80 

Araen  . 

, , 

As 

750 

Kicael . . . 

81 

140 

Schwefel . . 

8 

160 

Barium  . 

Ba 

685 

Kobalt  . • 

Co 

295 

Selen  . . . 

Se 

395 

Beryllium 

, , 

Be 

TU 

Kohlenstoff  . 

C 

60 

Silber  . . . 

Ag 

1080 

Blei  . . 

, , 

Pb 

1035 

Kupfer  . . 

Cu 

317 

StickatofT 

N 

140 

Bor  . . 

B 

110 

Lanthan  . . 

La 

460 

Strontium  . 

8r 

438 

Brom  . 

Br 

800 

Lithium  . . 

U 

70 

Tantal  . . 

Ta 

1820 

Cadmium 

, , 

Cd 

560 

Magnesium  . 

Mg 

120 

Tellur.  . . 

Te 

642 

Calcium 

, , 

Ca 

200 

Mangan  . • 

Mn 

276 

Thallium . . 

TI 

2040 

CRsium 

, , 

Ca 

1330 

Molybdftn 

Mo 

480 

Thorium  . . 

Th 

658 

Cerinm  . 

Co 

460 

Natrium  . . 

Na 

230 

TiUn  . . . 

Ti 

250 

Chlor  . 

, , 

CI 

355 

Nickel  . . 

NI 

295 

Uran  . . . 

U 

600 

Chrom  . 

, , 

Cr 

262 

Niobium  . . 

Nb 

940 

Vanadium  . 

V 

513 

Didym  . 

, , 

Di 

480 

Osmium  . . 

Ob 

996 

WasscrsiofT 

H 

10 

Eiaen  . 

, , 

Fe 

280 

Palladium  . 

Pd 

530 

Wlamuth 

B 

2080 

Erbium . 

Eb 

563 

Phosphor 

P 

310 

Wolfram . . 

Wo 

920 

Fluor  . 

, . 

F 

190 

Platin . . . 

Pt 

990 

Yttrium  . . 

Yt 

308 

Gold  . 

Au 

1970 

Quecksilber. 

Hg 

1000 

Zink  . . . 

Zn 

325 

Jod  . . 

, , 

j 

1270 

Rhodium . • 

Rh 

520 

Zinn  . . . 

8n 

.590 

Indium  . 

• • 

In 

720 

Rubidium 

Rb 

854 

Zircon  . . 

Zr 

448 

Braunatein 

Mn  0*. 

Natron  . . 

NaO. 

Chloraaurea  Kali 

KO  + CI  0». 

Oxalalure  . 

C»0». 

Eiaenvitriol  . 

(Fe  0 + SO*) +7  HO. 

Pottaache 

KO  + CO». 

GlauberaaU  . 

Na  0 + 80» + 10  HO. 

Salmiak  geiat 

H»N  + HO. 

Gypa  . . . 

(Ca  0 + 80») + 2 HO. 

Salpeter  . . 

KO  + NO». 

llOIlenatein  . 

AgO  + NO». 

Salpcterakure 

NO». 

Kali  .... 

KO. 

Salaalnre . . 

HCl. 

Kalk  . . . 

CaO. 

Sauerkleeaala 

(K0  + 2C»0»)  + I10. 

KochaaU  . . 

Na  CI. 

Schwefelature 

SO». 

Koblenaiure  . 

CO». 

Soda  . . - 

Na 0 + CO» +10  HO. 

Kreide  . . . 

CaO  + CO». 

Wasaer  . . 

HO. 

Kupfervitriol 

(Cu  0 + SO») + 5 HO. 

Zinkoxyd 

ZnO. 

Mnaivgnld 

SnS». 

Zinkvitriol  . 

(Zn  0 + 80») + 7 HO. 

Argentan  = 8 Kupfer  -|-  3,5  Zink  -f  3 Nickel.  (Ocw.) 

Atmosphftrischo  Luft  = 0.21  0 -|-  0,79  N.  (Vol.)  = 0,23  0 -|-  0.77  N.  (Gew.) 

KOnlgtwosser  = Ssipetcrslure  -f  3 Salcsiurc.  (Vol) 

Mcasiog  = 71,5  Kupfer  + 28.5  Zink.  (Gew.) 

Bchlcaspulver  ~ 1 Salpeter  -f-  1 Schwefel  3 Kohle.  (Ocw.) 
Roae’aehea  Metall  = 8 Blei  + 8 Wiamnth  -f-  3 Zinn.  (Ocw.) 
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'S  . 

Latente 

Name 

Dichte. 

a 

•"'S 
g E 

Wärme. 

> 

& g 

s_^o 

dea 

Stoffes. 

Wasser. 

1. 

Luft. 

1. 

P« 

3 

o 

a 

J3 

If 
00  ^ 

O . 
B 0) 

M 

& 

Sieden. 

s 

sS* 

CO 

§ § 
■g  §, 

n 

Alabaster  . . 

2,8 

Alann  .... 

1.71 

. . 

. . 

< s 

e . 

. - 

. . 

Alcohol  . . . 

a79 

, . 

-130 

78,4 

208 

0.600 

1,377 

. . 

Antimon  (geg.)  . 

6,7 

. . 

432 

0,051 

. . 

1063 

Arsenik  . . . 

63 

. . 

. . 

. . 

. . 

Atmospb.  Luft. 

0,00129  = 1 

. . 

0,24 

1,000294 

BaumSl  . . . 

0,91 

. . 

2,2 

. . 

. . 

Bergkristall  . . 

2,69 

. . 

. - 

1,562 

Bernstein . . . 

1,06 

, , 

. . 

1,552 

Blei  (gegosB.)  . 

11,4 

325 

5,4 

0,031 

. . 

2848 

Buchenhols  . . 

0,7 

. . 

. . 

. • 

Butter  .... 

a94 

32 

. . 

. . 

Chlor  .... 

, , 

2,470 

, , 

0,12 

. . 

Crownglas  . . 

2,4  bis  2,9 

, , 

0,198 

130 

862 

Diamant  . . . 

aö 

, . 

0,147 

2,487 

Ebenhols  . . . 

1,19 

. • 

. • 

Eicbenhols  . . 

0,9 

. . 

0,570 

. . 

Eichenkohle . . 

ft6 

1800 

0,241 

. . 

Eis 

0,92 

0 

100 

79 

536 

031 

1,31 

Eisen  (weich)  . 

7,8 

1600 

0,114 

. - 

1182 

Eisenvitriol  . . 

134 

• • 

1,49 

Elfenbein . . . 

1,9 

. . 

• • 

• • 

Erde  .... 

1,4  bis  2,4 

. - 

. > 

Essigsäure  . . 

1,06 

117 

102 

a459 

1,40 

Feldspath  . . 

2,6 

. . 

0,191 

1,536 

- * 

Flintgias  . . . 

%2  bis  33 

0,190 

1,6  bis  2,0 

Flussspath  . . 

ai 

. - 

a208 

1,43 

2070 

Olanskohle  . . 

1,48 

. . 

. . 

. . 

• * 

Oold  (gehämm.) 

19,36 

. . 

1250 

0,032 

1466 

Oranlt  . . . 

238  bis  2,96 

, . 

0,190 

897 

Ousseisen  . . 

7,2 

. . 

1200 

. . 

1110 

Jod 

4,9 

104 

175 

0.054 

Kalium  . . . 

as6 

58 

0,170 

Kanonengut  . . 

8,4 

. . 

• • 

Knochen  . . . 

1,66 

. . 

. • 

Kobalt  (geg.)  . 

8,9 

1500 

0,107 

Kochsalz  . . . 

2,08 

, , 

0,214 

. • 

Kohlensäure 

. , 

1,529 

— 87 

0,221 

1.000449 

Kork  .... 

ft24 

« 

. . 

. . 

- • 

• * 

1717 

Kupfer  (geg.)  . 

a9 

• • 

1090 

• ■ 

• ? 

» • 

0.095 

• • 
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Name 

dea 

Dicht*’. 

Schmelzpunkt. 

Siedepunkt  bei  | 
Druck. 

Latente 

Wärme. 

B 

U 

«M 

’m 

1 

« 

a a 

g Ol 

S 

^ 2 
V CU 

Ji:  H 

Sm  4) 

Ausdehnung  für  1 
100  Millionen  9 
Centes.  Orade.  1 

as 

E e 

« ** 
X 

Q 

Kupfervitriol 

2,ai 

1 

Marmor  . . . 

2.H4 

0,208 

, . 

849 

Meerwasaer  . . 

1,U0  bis  1,03 

-2,5 

104 

. . 

MesBlng  (geg.)  . 

a4 

. 

‘.K»0 

0,094 

1875 

Natrium  . . . 

0,97 

90 

0,293 

. 

. . 

Nickel  (geg)  . 

8,3 

1.5fKI 

0,109 

, . 

Olivenöl  . . . 

0,91 

10 

, , 

1.47 

, . 

Palladium  (gug.) 

11,3 

1700 

0,059 

. , 

. . 

Pboaphor  . . 

1,8 

42.8 

290 

5.3 

0.189 

2,224 

Platin  (geh.) 

21,4 

18(X) 

. . 

0.(Ö2 

884 

Porzellan  (chio.) 

24J8 

, , 

. , 

. . 

Pottasche  . . 

2,20 

0,216 

Quecksilber  . . 

13,597 

— 39 

850 

0,033 

17405 

Rubin  .... 

3,1 

1,779 

. . 

Salpeter  . . . 

1.Ö2 

. • 

. . 

Salpetersäure  . 

1,51 

— 45 

G6 

, , 

1,41 

. . 

Salzaiure  . . . 

1,28 

1,38 

, . 

Sandstein  . . 

2,2  bU  2,5 

, , 

. 

1174 

Sauerstoff  . . 

1,105 

0.218 

1,000272 

Schnee  . . . 

0,1 

0 

100 

, , 

. . 

. . 

Schwefel  . . . 

2,0 

, , 

108 

316 

9.4 

0.184 

2,11 

6100 

Schwcfeläther  . 

0,74 

— 90 

34,9 

91 

0..521 

1,36 

. . 

Schwefelsäure  . 

1,84 

— 25 

288 

, , 

1,44 

. . 

Schwerepath 

4,5 

, , 

. . 

1900 

Selen  .... 

4,:i 

102 

0,076 

. . 

. . 

Silber  (geh.) 

10,5 

, , 

1000 

2U 

0,057 

. . 

1909 

Smaragd  (grOu) 

2,<W 

, . 

, , 

. , 

. . 

Stahl  (weich)  . 

7.8 

1.150 

0,116 

1079  bis  1142 

Steinkohle  . . 

1,27 

0,201 

• . 

Stickstoff.  . . 

0.971 

, , 

0.24 

UI0O.300 

Tannenholz  . . 

0,5 

, , 

• • 

0.6>1 

, . 

3.52 

Tannenkohlc 

0,4 

1»H) 

0.221 

. . 

Terpentinöl  . . 

0.87 

— 10 

293 

69 

0.41 

1.47 

Turmalin  . . . 

3,1 

, , 

• • 

1,668 

Wachs  . . . 

0,97 

6(j 

975 

77 

Waeacr  . . . 

1 

. . 

0 

IIK) 

79 

536 

1 

1,34 

Wasserstoff 

0,069 

. . 

.3,4(5 

1,0001:48 

Wismuth  (geg.) 

9,8 

261 

12,6 

0.031 

1392 

Zink  (geg.)  . . 

6.9 

423 

28.1 

• ■ 

0,096 

. . 

2012 

Zinn  (geg.)  . , 

7,3 

■ • 

■J'JS 

Ha» 

• * 

0,0,56 

' • 

2173 
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Material. 

Elusticitite- 

Zug-Festigkeit. 

Druck-Fcstigkeit. 

Mudul. 

Grenze. 

Festig- 

keitfi- 

modul. 

Trag- 

inudul. 

Festig- 

keits- 

modul. 

Trag- 

modul. 

Basalt  .... 

9 

Blei 

500 

1 

477 

1,3 

1 

5 

. . a 

Bleidraht  . . 

GOO 

1 

lf)00 

1,4 

0,4 

, . 

. • . 

Buchenholz  . . 

!»;w 

1 

570 

8 

1,6  (0,6) 

5 

1,8  (0,5) 

Eichenholz  . . . 

1200 

1 

600 

7 

2 (0,6) 

5 

1.8  (0.5) 

Eisen  in  Stäben  . 

2WHJO 

1 

1300 

40 

15  (6,0) 

22 

15  (4,5) 

Eisenblech  . . . 

17000 

32 

, 

. . 

Elaendrabt  . . 

30000 

1 

1000 

70 

20  (10) 

. . 

. . 

Esebenholz . . . 

1120 

1 

885 

12 

1.3  (0,6) 

5 

1,8  (0,5) 

Olockengut  , . 

3200 

1 

1590 

2 

. . 

Oneia 

. , 

. . 

8.5 

. . 

Granit  .... 

. 

. . 

8 

((xa5) 

Ouaseiaen  . . . 

10000 

1 

1300 

11 

7,5  (2,0) 

G3 

15  (5,0) 

Ouasstahl,  gebärt 

30000 

1 

150 

100 

65 

. . 

Hanfseile  . . . 

. 

4,5 

(3.0) 

. . 

. . 

Kalkstein  . . . 

0,3 

(0,015) 

5 

(0,40) 

Kupfer,  gcb&mm. 

11000 

. . 

25 

. . . 

. . 

- gegossen 

. . 

. 

. . 

. . 

. . . 

70 

. . . 

Kupferdraht  . . 

13100 

1 

1000 

40 

13 

. . 

. . 

^ 1 Kalkstein  . . 

. . 

. . 

. . 

. . . 

5 

. . . 

9 /Sandstein  . . 

. 

. . 

1,5 

2 l Ziegelstein 

. . 

. . 

. . 

. . . 

0.4 

. . . 

Messing  .... 

6500 

1 

1320 

12 

4,8 

110 

Messingdraht  . . 

lOOÜÜ 

1 

742 

50 

13 

Mörtel  .... 

. . 

. 

. . 

0,01 

(0,002) 

35 

(0,018) 

Quarz  .... 

. 

. . 

. . 

12 

Sandstein  . . . 

. . 

. . 

. . . 

7 

Stahl  

20000 

1 

835 

80 

25 

, , 

Tannenholz  . . 

1300 

1 

850 

8,5 

2,2  (0,6) 

5 

1,8  (0,5) 

Ziegelstein  . . . 

. . 

. 

0,6 

(0,02) 

Zinn  . . . . . 

11 

• * 

NB.  Die  unter  Ela6ticität6>0ri'nce  einge»chricbenen  Zahlen  geben  das  Auadeh- 
nuDgeverhäUniss  an  der  ElaäticiiätS'Orenzc,  — die  übrigen  bezeichnen 
Kilogramme  auf  QuadratmllUmcU’r.  ~ Bei  Hcchnungcn  auf  Zugfestigkeit 
führt  man  als  zulässige  Spannung  pro  Quiidrateiuhcit  Y|  bis  Y|  des  Trag- 
raoduls  ein.  — Bei  Rechnungen  auf  Druckfestigkeit  setzt  mau  die  zulässige 
t^panniing  bei  Holz  und  Steinen  Yioi  Metallen  % des  Tragmoduls.  — 
Die  eingcklammcrten  Zahlen  bezeichnen  Übliche  Maximalbclastungen,  welche 
ausgetuhrten  Bauwerken  entnommen  sind, 
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Temperatur. 

Spannkraft. 

Temperatur. 

Spannkraft. 

Temperatur. 

Spannkraft. 

Temperatur. 

Spannkraft. 

Temperatur. 

Spannkraft. 

— 20» 

0,93 

27« 

mm 

25,50 

67« 

mm 

204.37 

98."0 

707,17 

120» 

1491,28 

— 15 

1.40 

28 

28,10 

68 

213,59 

1 

709,74 

121 

1539,25 

— 12 

1.78 

29 

29,78 

69 

223,15 

2 

712,32 

122 

1588,47 

— 10 

2,09 

30 

31,55 

70 

233,08 

3 

714,91 

123 

1638.96 

— 9 

2,26 

31 

33,41 

71 

24:3,38 

4 

717Ä) 

124 

1690,76 

— 8 

2.46 

32 

35,36 

72 

2.54,06 

98,5 

720,10 

125 

1743,88 

— 7 

2,67 

33 

37.41 

73 

265,13 

6 

722,71 

126 

1798,36 

— 6 

2,89 

31 

.39,56 

74 

276,61 

7 

725,31 

127 

1854,20 

- 5 

3,13 

35 

41,83 

75 

288,50 

8 

727,93 

128 

1911,47 

— 4 

3,39 

36 

44,20 

76 

300,82 

9 

730,56 

129 

1970,16 

— 3 

3,66 

37 

46.69 

77 

313d>8 

99,0 

733,19 

130 

203028 

— 2 

3,96 

38 

49,30 

78 

326,79 

1 

7»i.83 

1.31 

2091.90 

— 1 

4,27 

39 

52.04 

79 

340,46 

2 

738,48 

132 

2155,03 

0 

4.60 

40 

W.91 

HO 

3.54,62 

3 

741,14 

133 

2219,69 

1 

4,94 

41 

57,91 

81 

369,26 

4 

74332 

134 

2285,92 

2 

,%30 

42 

61,05 

82 

;384,40 

99,5 

746,49 

135 

2353,73 

3 

5.69 

43 

64,34 

83 

400.07 

6 

749,17 

136 

242016 

4 

6,10 

44 

67,79 

84 

416,26 

7 

75136 

137 

2494,23 

5 

6.53 

45 

71,39 

85 

43.3,00 

8 

754.57 

138 

2567,00 

6 

7,00 

46 

7.5,16 

86 

450,30 

9 

75738 

139 

2641,44 

7 

7,49 

47 

79,09 

87 

46ai7 

100 

760,00 

140 

2717,63 

8 

ao2 

48 

83,20 

88 

486,64 

101 

78739 

141 

2795,57 

9 

8d)7 

49 

87,50 

89 

505,70 

102 

816,01 

142 

2875,30 

10 

9,16 

50 

91,98 

90 

.52.5,39 

103 

845,28 

143 

2956,86 

11 

9,79 

51 

96,66 

91 

545.71 

104 

875,41 

144 

3040,26 

12 

ia46 

52 

101.54 

92 

.566.69 

105 

906,41 

145 

3125,65 

13 

11.16 

53 

106,63 

93 

58a33 

106 

a3831 

146 

3212,74 

14 

11,91 

54 

111.94 

94 

610.66 

107 

971,14 

147 

31101,87 

15 

12.70 

55 

117,47 

95 

633,69 

108 

1004,91 

148 

3392,96 

16 

13,54 

56 

123,24 

96 

657,44 

109 

1039,65 

149 

3486,09 

17 

14,42 

57 

129.25 

97,0 

681,93 

110 

107.5,37 

150 

.3.581,23 

18 

15,36 

58 

135,50 

1 

684,42 

111 

1112,09 

155 

4088.56 

19 

16„S5 

.59 

142.01 

2 

686.92 

112 

1149,83 

160 

46.51,62 

20 

17„39 

60 

148.79 

3 

689,43 

113 

1188,61 

165 

.5274,54 

21 

18,50 

61 

156.83 

4 

691,94 

114 

1228,47 

170 

5961,66 

^ 22 

19,66 

62 

16.3,16 

97,5 

694,46 

115 

1269,41 

175 

6717,43 

23 

2tW« 

63 

170.78 

6 

696,98 

116 

1311,47 

180 

7.546,39 

22.18 

64 

178,71 

7 

699.51 

117 

lä54.66 

185 

84.53,23 

25  ! 

2.T..’)ö 

65 

186,91 

8 

702,05 

118  ' 

1399.02 

190 

9442.70 

26  1 

24,99 

(56 

195,49 

9 

704,60 

119 

1444,55 

200 

11689,0 

DB.  FOr  die  Anwendung  diceer  Tafel  vergleiche  die  Sitze  247  und  304— 3(^. 


• ; 
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DampfspacnuDg  in 

.5  a 

V 

0 

1 

m 

% 

s 

*5  ö" 

*S 

a 

c 

S 

S 

Gewicht  eines 
Kubikmeters 
ln  Kilogrammen 
r- 

Atmo- 

Bph&ren. 

Millimeter 

Queck- 

silber. 

Kilo- 
grammen 
pro  1“'‘- 

S 'S 

k. 

s 9 - 
e g 

Innere  late 
WSrme 
9- 

Aeuseere  lat 
Wärme 
L. 

0.1 

76 

1033 

4821 

46282 

.5.38848 

65,464 

0,0687 

0,2 

152 

2067 

60,45 

CiO.589 

527„‘’>84 

36764 

0,1326 

0.3 

228 

3100 

69,49 

69,687 

52t),463 

37,574 

0.1945 

0,4 

304 

41.34 

76,25 

76.499 

51.5,086 

38171 

0,2553 

0.5 

380 

5167 

81,71 

82,017 

510,767 

38637 

0,3153 

0.G 

456 

6200 

86,32 

8(i.G62 

507,121 

39,045 

0,3744 

0.7 

5112 

7234 

;ki,32 

90,704 

503,957 

39.387 

0,4330 

0,8 

608 

8267 

93,88 

94,304 

.501,141 

39,688 

0,4910 

0.9 

(W4 

9301 

97,08 

97„543 

498,610 

39.9.57 

0,5487 

1.0 

760 

10334 

100,00 

100,500 

496, 3(X) 

40,200 

0,6059 

1.1 

as6 

11367 

102,68 

10.3,216 

494,180 

40,421 

0.6628 

1,2 

912 

12401 

105,17 

105,740 

492,210 

40,626 

0.7194 

1*3 

988 

13434 

107..50 

108,101 

490,367 

40,816 

0,77.57 

1,4 

1064 

14468 

109,68 

110,316 

488,643 

40,993 

0,8317 

1,5 

1140 

15501 

111,74 

112,408 

487,014 

41,159 

0,8874 

2,0 

1.520 

20668 

120,60 

121,417 

480,005 

41,861 

1,1631 

2.5 

1900 

2.'^ia35 

127,80 

128,753 

474.310 

42,416 

1,4345 

ao 

2280 

31002 

133,91 

1.34,989 

469,477 

42,876 

1,7024 

3,5 

2660 

36169 

139.24 

140.138 

465,261 

43,269 

1,9676 

4.0 

3040 

41336 

144.00 

145,310 

461,496 

43,614 

231303 

4.5 

3420 

46503 

14829 

149,708 

4.58,103 

46918 

2,4911 

.5,0 

3800 

51670 

152,22 

1.53,741 

4,54,994 

44,192 

2,7.500 

.5.5 

4180 

56837 

155,85 

157,471 

452,123 

44,441 

60073 

6,0 

4560 

62004 

1.59,22 

160,938 

419,457 

44.667 

62632 

6,5 

4940 

67171 

162,37 

164,181 

446,965 

44,876 

65178 

7.0 

6320 

72338 

165,34 

167,243 

444,616 

45,070 

67711 

7.5 

5700 

77505 

168.15 

170,142 

442.393 

453150 

4,0234 

ao 

6080 

82672 

170,81 

172,888 

440,289 

4,5,420 

4,2745 

a.5 

6460 

87839 

17635 

17.5.514 

438,280 

4.5,578 

4, .5248 

9,0 

6840 

93006 

175,77 

178.017 

436,366 

45,727 

4,7741 

9,5 

7220 

98173 

17808 

180.408 

434,539 

46868 

5,0226 

10,0 

7600 

10a340 

180,31 

182.719 

4,32.775 

46001 

5,2701 

10,5 

7980 

108507 

182.44 

184,f>27 

431.090 

46,127 

5.5174 

11,0 

8360 

113674 

181„50 

187,065 

429,460 

46247 

5,7C>36 

11,5 

8740 

118841 

186,49 

189,131 

427,886 

46,362 

60092 

12,0 

9120 

124008 

18841 

191,126 

426,.3f>8 

46,471 

62543 

12,5 

9.500 

129175 

19(t.27 

196060 

424,896 

46.576 

6,4986 

13,0 

9880 

134;142 

192,08 

1SM,;>44 

423.465 

4l>,B76 

67424 

13,5 

10260 

1395f)9 

193,83 

196,766 

422,080 

46772 

6.9857 

14,0 

10640 

144676 

195,.53 

198,537 

420,736 

46,864 

7,2283 

NB.  FOr  das  Verstandniss  dieser  Tafel  vergleiche  Satz  SOG. 
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Zr.  Psythrometer -Tafel. 


Xl^  Plychrometer-Tafel. 


475 


Digitized  by  Google 


476 


XII.  Hypiometrisclie  Tafel. 


mm 

■ 

ß 

T + t 

A 

r — ' 

Engl. 

Hajiss. 

mm 

Fahr. 

Cels. 

niB 

m 

m 

760 

0,12 

0 

0» 

18393 

21" 

533,4 

0» 

— 17,77» 

55 

12 

56 

1 

430 

22 

558,8 

10 

— 12,22 

60 

12 

112 

2 

467 

23 

584,2 

20 

— 566 

45 

12 

168 

3 

503 

24 

609,6 

30 

— 1.11 

40 

12 

225 

4 

540 

25 

635,0 

32 

500 

7.S6 

12 

284 

5 

18577 

26 

660,4 

34 

1,11 

30 

12 

340 

6 

614 

27 

6858 

36 

2,22 

28 

12 

363 

7 

651 

28 

711,2 

38 

533 

26 

12 

387 

8 

687 

29 

736,6 

40 

4,44 

24 

12 

410 

9 

724 

30 

762,0 

42 

5,55 

722 

12 

433 

10 

18761 

P«r. 

44 

566 

20 

12 

457 

11 

798 

Maoss. 

46 

7,77 

18 

11 

480 

12 

835 

18" 

487,3 

48 

588 

16 

11 

504 

13 

871 

19 

514,3 

50 

10,00 

14 

11 

527 

14 

906 

20 

541,4 

52 

11,11 

712 

11 

551 

15 

18945 

21 

568,5 

54 

12,22 

10 

11 

575 

16 

982 

22 

5956 

56 

1533 

08 

11 

599 

17 

19019 

23 

622,6 

58 

14,44 

06 

11 

623 

18 

056 

24 

649,7 

60 

15,55 

04 

11 

647 

19 

092 

25 

6757 

62 

1566 

702 

11 

671 

20 

19129 

26 

703,8 

64 

17,77 

00 

11 

694 

21 

166 

27 

730,9 

66 

1588 

695 

11 

755 

22 

203 

28 

7650 

68 

20,00 

90 

11 

816 

23 

239 

1"‘ 

2,3 

70 

21,11 

85 

11 

878 

24 

276 

2 

4,5 

72 

22,22 

(»0 

11 

939 

26 

19313 

3 

58 

74 

2533 

75 

11 

1002 

26 

650 

4 

9,0 

76 

24,44 

70 

11 

1064 

27 

387 

5 

11,3 

78 

25,55 

65 

11 

1128 

28 

423 

6 

13,5 

80 

26,66 

60 

11 

1191 

29 

460 

7 

158 

82 

27,77 

655 

10 

1206 

30 

19497 

8 

150 

84 

28,88 

.50 

10 

1320 

31 

534 

9 

20,3 

86 

30,00 

45 

10 

1386 

;i2 

571 

10 

22,6 

88 

31,11 

40 

10 

1451 

.33 

607 

11 

24,8 

90 

5>,22 

35 

10 

1518 

34 

644 

92 

3533 

R4aum. 

Gels. 

630 

10 

1.584 

36 

19681 

94 

34.44 

25 

10 

1652 

36 

718 

1« 

1.25» 

% 

35,55 

20 

10 

1719 

37 

755 

2 

2,50 

98 

36.66 

15 

10 

1788 

:i8 

791 

3 

575 

100 

37,77 

10 

10 

1857 

39 

828 

4 

5,00 

120 

4588 

605 

JO 

1926 

40 

19865 

5 

525 

140 

60,00 

600 

10 

19% 

41 

902 

6 

7,50 

160 

71,11 

KiO 

09 

2731 

42 

9.39 

7 

8,75 

180 

82,22 

.500 

0« 

65:16 

43 

975 

8 

10,00 

200 

93,33 

400 

06 

.5420 

44 

20012 

9 

11,25 

212 

100,00 

Für  die  Bedeutung  von  ß iBt  273,  für  und  A aber  275  zu  vergleichen. 


Für  Olas^ScalcD  Ist  ß um  circa  1 % vermehren. 
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Alphabetisches  Register. 

(Die  Nnrnmern  beziehen  zieh,  mit  Ausnahme  der  eingeklammerten,  auf  die  Sitze 
und  nicht  auf  die  Seiten.) 


Abel  4,  20 
Ableitung,  erste 
Abplattung  143 
Abrutschnngawinkel  2fifi 
Abseisse  77 
Abstand  88 

Absorptlonsspcctrum  234 
Abwägung  2fi0 
Abweichung,  chromatische 

296.  mittlere  20R 
Achard  245 
Achromatismus  235 
Adams  73  . 83.  109.  127. 

214.  223 
Addition  6 
Aderhant  231 
Adhäsion  24R 
Adhdmor  20fi 
Aebniichkeit  ^ 86 
Aequlvalent  3Q3,  300 
Aerostat  278 
Aerostatik  273—280 
Affinität  175 
Aggiunti  270 
Aggregationszustand  248 
Agnes!  48 
Agricola  280 
Akustik  281-282 
Alry  2Q7.  296 
Albategnlns  ^ 94 
Albedo  S£3 
Albertus  magnus  260 
Alcbymie  2.50  , 
d’Alembert  4.  227.  239.  281 


Algebra  5 
Algorithmus  12 
Alhydade  221 
Alligationsrecbnung  21 
Almamnn  2 
Alsop  211 
Amiei  294 
Amortisation  27 
Ampire  60.  72,  319,  320 
Amsler  140 

Analogien,  Nepcr'schc  161 
Analysis  5 

Aneroidbarometer  27.3 
Anfangspunct  77 
Anger  206 
AngstrOm  234 
Anker  311 

Ansatz  der  Oieichungen  24 
Antinori  4 
Antiphon  122 
Anzahl  der  Lebenden  40,  — 
der  n-Ecke  81,  — der 
regelmässigen  Polyeder 
181—182 

Anziehung  245  — 246,  — 
chemische  250 
Apertur  28.5 
Apollonius  2,  135 
Apothema  111.  120 
Applicate  77,  121 
Aräometer  269 
Arago  247. 286. 297. 298. 307 
Arbeit,  äussere  303.  — 
mechanische  264 


Arbeltscquivalcnt,  calori- 
achcB  .306 

Archimedes  ^ 122.  152. 
187.  204.  205.  259.  268. 
269.  307 

ArdDser  214.  21.5 
Argond  27L  308 
Aristoteles  2±  12,  251.  27.3 
Arithmctiea , analytica  5, 
— numerosa  5,  — spe- 
ciosa  5 

Arithmetik  1 — 72 
Ars  major  5,  — minor  5 
Aspirator  280 
Astrolabium  221 
Asymptote  147 
Atwood  251 
d’Aubuisson  267 
Aufgabe  von  Lambert  217. 
— MalfatÜ  127.  — Mv- 
dorge  137.  — Pothenot 
217.  — der  Würfclver- 
dopplung  1.50 
Aufriss  206 
Auge  291 
Augpunct  293 
August  305 

Ausdehnbarkeit  245.  247 
Ausdehnung  246.  301 
Ausfluss  271 

Ausdruck,  unbestimmter  62 
Ausgleichung  224 
Ausschlag  260 
Autenheimer  45 
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Alphabotlschcft  RegiRtrr.  ~ 


Aucomcter 

Axc  77i  13G.  198.  — con- 
jugirtc  136.  143.  197.  — 

OptlBChc  ^ 2Ü2 
Axonomotric 
AKimuthalquadrant  221 

Babinpt  5,  2Q4L  22S 

Bachct  A 
Baco  28fi 

Baeycr  19^  2Ü2.  5Ö<4 
Daily  4ü 
Baillcux  40 
Bald!  3 
Balancier  307 
PaUlßtik  25Ö 
Palthaaar  292 
Baltcer  ^ 34 
Barfusa  2ll 
ßarlaam  2 

Barometer  273.  — etati- 
scher  273 
Barossi  10f> 

Barrow  3.  2H3,  2K5.  289 
Bartholinus  ^ 297 
Base  2riO 

Basilius  Valeiitinus  2.^) 
Basis  9.  84.  88.  21.^ 
Basisapparat  213 
Bataille  :107 
Batterie  317 
Bauer  288 

Bnuernfeind  211,  214.  27f> 
Baumgartner  4i  24 
Daur  211 
Becher  2riO 
Bcck  269 

Becquerel  ^ 309 
Bedingungsglcichung  21^ 
134 

Beer  249,  283.  309 

Beha-Eddin  132 

Beharrungsvermilgen  24.^ 

Benedctti  2IW1 

ßeuteli  269 

Berg  222 

Bergcry  73 

Bemoulli  3i  4,  31^  3^  52i 

^ iH.  66.  m im  ino. 

152.  154,  228.  234,  245. 


2M.  267.  285  . 307.  311. 
313 

Berthollct  2.50 
Berthnud  2.57 
Bertrand  lii»  23 
Berseliua  2.50 
Beschleunigung  23.5.  2.'19. 

— der  Bchwero  251 
Besscl  1^  208,  212 
Bestimmungsdreieck  121 
Beugung  296 
Beugungspunet  148 
Bevis  316 

Bewegung  73, — beschleu- 
nigte 237.  — drehende 
75,  — fortschreitende  74, 

— gleichförmige  236.  — 
gleichförmig  beschleu- 
nigte 232 

Beweglichkeit  24.5 
Beweis  81 
Bezout  5i  21 
BiegungsfeBtigkeit  249 
Dierena  69 

Bifilarmagnctnmeter  31.3 
Bild  2^2  2H9,  — flnglrtcs 
284 

Bildweile  285,  289 
Billet  ^ 

Billion  13 
Binct  (442) 
Binnmialcocfflcient  41 
Biörnsen  U4 
Bion  214 

Bint  131.  245.  276.  297.  298 
Birch  3 

Dirnbarometer  273 
Bisectrix  Hl 
Black  303 
Blum  20tl 
Bluroberger  Hß 
Bodendruck  268 
Böklen  m 
Doerhaave  2.50 
Böschung  266 
Bohnenberger  45i  103,  256 
BoUey  2.50 
Bolyai  23 
Bombelli  3 
Boncompagni  4 


Borda  213.  222.  251 
Bordonl  21 1 
Borei  293 
Boscovich  1.54 
Bose  .316 

Bopsut  3,  4,  IMi  26L  221 
Bougucr  4,  213,  283 
Bouniakowsky  26 
Bour  222 
Bourdon  273 
Bnuaaote  314.  .320 

Bnyle  .3,  274,  276,  296*  315 
Brachystochrone  154.  254 
Bradley  208 
Brlndli  132 
Bramah  267 
Brander  217.  221.  225 
Brandes  131 
Brasseur  (442) 

Brechung  283.  — ■ doppelte 
297 . — ungewöhnliche 
297.  298 

Breefaungsexponent  283 
ßrechungsvermugen  28^1 
Breguct  247 
Breite  eines  Paares  2J12 
Bremiker  14 
Brennecke  103 
Brennlinie  285 
Brennpunct  137.  289 
Brennweite  285,  289,  290 
Breton  211 

Brewster  4,  283.  284.  289. 

291.  291.  298 
Brianchon  109 
Briggs  3.  14,  315 
Brinschi  34 
Driot  283,  299 
Brooke  247 
Brouncker  3i  28 
Bruch,  Bchter5,  — syste- 
matischer 1^  — un- 
ächtcr  5 

Brückenwaage  260 
Bruno  113 
Brunner  270.  280 
Büchner  19 
BQrgi  3.  11 
Bürja  23 
Buffon  39 
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Bunsen  250.  27<X  294.  m 
BurckhArdt  7,  247,  2K.‘^ 
Burg  82 
Burnicr  27.5 

Cagniard  de  la  Tour  2fil 
Cagnoli  103 
Callet  14 
Caloric  .‘k>J 

Camera  lucida  28R.  — ob- 
Hcura  291 
Cantor  2i  5 
Caplllaritit  270 
Cardano  3,  19,  20 
Cardioide  151L  IM 
Carl  4 
CarlUle  319 

Carnot  4.  79,  109.  IIG.  133. 

299.  300 
Carr^  150 
Cassini  150.  213 
Caastnoide  150 
Caatillon  150 
Catacaustica  2ft5 
Catalan  23 
Cauchoix  295 
Cauchy  4.  Ö.  ^ M.  45.  5^ 
207.  293 
Caua  1^17 
Cavaleri  205 
Cavallo  2ZÖ 
Cayley  34 
Celaiua  247 
Cenaua  9.  15 
Ccnteaimalwaage  2fi0 
CcDtralbewegung  203 
Crntrifugalkraft  203 
Centrum  111 , 119  — 121, 
123,  1H2— 183,  - der 
Ecken  111.  119.  182,  — 
Kanten  182.  — Seiten 

111.  12a  182 

Ceva  110 
Chapotnt  212 
Chappc  .320 
Charakteristik  ^ 20.3 
Charles  278 
Chaslea  73.  131.  1.35 
Chclioi  131 
Chemie  2.50 


Cherboliea  28.3 
Chester  295 
Che\TCul  2.50 
Chladnl  4^  28L  ^ 

Chnisy  tl3 
Choquet  5 
Cbordale  127 
Chorde  129 
Chorographie  211 
ChriatoiTel  315 
Chronometer  2.57 
Chronoekop  320 
Ciasoide  149 

Clairault  4.  70,  73.  201. 22Q 
ClapeyroD  300 
Claase  31.  33.  34 
Clausius  4.  m 306 
Clcbsch  249 
Coercitivkraft  310 
Cobäainn  248 
Colladnn  281 
Collectivlinae  293 
Collimatlon  222 
CollincatioD  175 
Collins  55 
Columbus  3i  313 
Combes  299 
Combination  .33 
Combinationalebre  31 — 33 
Commandino  2 
Comparation  21 
Cnmpass  314 
Compenaation  301 
Complanatinn  204 
Coroplemcnt  25 
Compouente  227 
Compresaionspumpc  27fi 
Conchoide  147,  150 
Condensator  307 
Condnreet 
Conductor  31.5 
Congruena  ^ ^ 170 
Conoid  198 
Conormale  143 
Conus  175—176 
Convergens  53 
Convexapiegel  285 
Coordinaten  TLt  191 . — 
rechtwinklige  77 . — 

schiefwinklige  2Z 


Copcrnlcus  10.3 
Correlaten  224 
Cosa  9 
Cosccana  94 
Coaimo  3 

Cosinus  94j  129.  — hyper- 
bolischer 146 
Cosinus  veraua  ^ 129 
Coaa  15 
Cossall  2 
Cotangena  94 
Couple  232 
Cournot  45 
Cousin  45 
Cousinery  73 
Cramer  4,  34.  55 
Creizcnach  22.  15.5 
Grelle  4,  L b,  73.  211 
Cremnna  201 
Crnuaaz  23 
CrOger  103 
Cubatur  205 
Cubua  L ^ 172 
Cugnot  307 
Cu:mann  14^  116, 

134.  229 
Cunmus  316 

Curven,  adiabatische  .306. 
— algebraische  131.  134 
bla  137^  142-147,  149 
bla  150,  — doppcltge- 
krümmte  202.  — dritten 
Oradea  149.  — iaother- 
miache  306.  — trnnecen- 
dentc  131 . 151 — 1.54,  — 
vierten  Oradea  150.  — 
zweiten  Oradea  134  bia 
13L  142—147 
CuaanuA  122 
Cycloidalpcndel  255 
Cycloidc  lf>4  . 254.  — ge- 
meine 154.  — verkürzte 
154.  — verlängerte  154 

Daguerrc  4,  291 
Daguerreotyp  291 
Daguot  295 
Dalenc^  247 
Dalton  250.  279 
Dampfdruck  3(X1 
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Dampfkessel  3QZ 
Dampfmaschine  3CH 
Daniell  312 
Dose  7,  122 
Dasypodins  ^ 2.’i7 
Davy  250,  3ffi 
Daxheict  250 
Declmslbruch  12—13,  — 

periodischer  13 
Decimalsyetem  12 — 13 
Decimalwosge  2tiO 
Declinatlon  .'113 
Dedekind  & 35 
Delabar  20fi 
Dolambre  161.  223 
Delarive  ^ 315 
Delsnnay  222 
Deine  247.  273.  225 
Deniler  207.  21R 
De  Presle  235 
Desogiuliers  245 
Desargucs  116.  175 
Descartes  3j  9^  20,  149. 

181.  281.  m 

Deschales  3 
Dcschwandcn  227 
Desormes  315 
Determinante  ^ 34 
Develey  73,  131 
DUcsustica  290 
Diagonale  23 
Diamognetismus  312 
Dichte  246,  269,  22S 
Dicke  der  Linse  289 
Diderot  4 
Diengcr  UÖ,  202 
Dletrieh  31L  313 
Differential  55,  — partiel- 
les 58,  — totales  58 
DifTerentialgleiebungen  59. 

70-71 

Differentialquotient  ^ 
Differentiolreehnung  55-63 
Diffcrcntioltbermometer 

312 

Differeni  6.  25.  55 
Diffusion  270,  222 
Dignitos  2 
Dimension  22 
Dinostrates  151 


Diocles  142 
Dionis  du  Btijour  1.31 
Diopbant  2,  9,  22 
Diopter  214 
Diopterlineal  214.  215 
Directionswinkel  223 
Directrix  144 
Dirichlet  4,  8,  2B2 
Dirksen  22 
Dlsgregstion  .306 
Dispersion  294 
Distansmesser  218 
Divergenz  53 
Dividend  2 
Division  7 — 8 
Divisor  2 

Dodccacdcr  171.  181 
Döberciner  .308 
Dollond  295 
Doppelstrich  .311 
Doppeltbrcchung  297 
Dosenlibelle  212 
Dnvo  4,  2R3 
Drogma  2 
Drebbcl  247 
Drehungefestigkeit  242 
Dreieck,  ebenes  83—112, 

— gleichschenkliges  84, 

— pythogoräisches  ^ — 

rechtwinkliges  91—94, — 

sphkrisches  188 

Dreiecksnett  224 
Dreikant  166 
Drobisch  20 
Druckfestigkeit  249 
Druckpumpe  277 
Drummond  2.50 
Dnb  315 
Dubois  2.57 
Duchayla  2i£ 
Duc-la-Chspelle  212 
Dufsy  4.  315 
Duhamel  45,  222 
Dulong  247  , 273,  30L 

■302 

Dumas  2.50 
Duodccimolsystem  12 
Dnpin  1.31 
Dur^ge  45 
Dutroehet  270 


Dynamik  227.  235—244. 
251—282 

Dynamometer  223 

Ebene  73,  IM,  193,  — 
diametrale  197.  — paral- 
lele 16t  — schiefe  254, 

— tangirende  183.  200. 

— unveränderliche  242 
Eberhard  21.5 
Echappement  2.57 
Echelle  arbitraire  247 
Echo  ^ 

Ecke  78—79 
Edleston  55 
Eggers  82 
Eigengewicht  246 
Eigenschaften  der  Materie 

245 

Eigenwärme  302 
Einheit  5 
Einlothzange  215 
Eintheilnng  der  n - Ecke 
81.  — der  Linien  iweilen 
Grades  IMi  — der  flä- 
chen xweiten  Grades  128 
Elsenlohr  245 
Eisenstein  45 
Elosticität  248 
Elasticitätsgrenze  242 
Elosticitätsmodul  249 
Electricität  315 — 320,  — 
negative  316.  — positive 
■316 

Electrisirmaschine  315. 
316,  3^ 

Electromsgnet  .320 
Elcctromsgnetismus  .320 
Electrophor  316 
Elcctroscop  .316 
Elemente  250.  — tugeord- 
nete  116.  — galvanische 
■317 

Elevation  9—10 
Elimination  21 
ElUpse  137,  142—143 
Ellipsoid  198—199 
Ellis  4 
Elsner  .301 
Emission  283 
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Empfindlichkeit  2fifl 
Emsmann  245 
Encke  207.  208.  m 
Endosmose  270 
Energie  .‘KXi 
Engelbreit  211 
Engelmann  4 
Entropie  .80fi 
Epicyelolde  154 
Equivalent  250 
Erdbatteric  .‘117 
Erdmagnetismus  313 
Ereignisse,  contrSrc  37 
Erfahrungswahrschoinlich- 
keit  38.  21il 

Ergänzung,  decadische  14 
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Navler  45,  227 

Olivier  206 

Perkins  300 

Nebel  a£ß 

Omar  5 

Peimutation  31,  32,  ^ 

Nebenwinkel  75 

Opplkofer  140 

Perspecüve  125 

Negatif  291 

Optik  283-298 

Peters  4 

Neigungswinkel  155 

Ordinate  77 

Petit  soll  302 

NeU  1^ 

Orelli  24 

Petzval  2Ö 

Nenner  5,  — gemeinschaft- 

Oriani  169 

Peyrard  2 

lieber  8 

Orientirboussole  217 

Pfäffli  140 

Nesselmann  2 

Ort  73 

Pfaflr  61,  116 

Netto  217,  2215 

OscUlation  2.V> 

PfeU  129 

Netzhaut  231 

Oscolatinnsebene  202 

Pferdekraft  264 

Neumann  298,  315 

Otho  lüO 

Pfleiderer  103 

Neunerprobe  13 

Oughtred  5,  2 

Phasenzeit  ^3 

Newcomen  ,307 

Ozanam  3,  6 

Pbtogiston  250 

Newton  3,  41,  45,  4^  50, 

Ozon  250 

Phosphorescenz  294 

54, 55. 149, 150, 222,  228, 

Photographie  291 

263.283.293,294.296,315 

Pacioli  de  Burgo  2,  6 

Photometrie  283 

Nicholson  269,  319 

Painvin  131 

Physik  1,  246-320 

Nichtleiter  315 

Panibour  807 

Picard  2ia  226 

Nicol  22a 

Pantograph  115 

Pictet  104 

Niäpce  291 

Papln  4,  306,  3QZ 

Pilatre  de  Rozier  278 

Nikomachos  25 

Pappos  2.  116,  147,  185, 

Pilia  4: 

Nlkomedes  147,  150 

253,  262 

Pisco  '2S1 

Nivellirinstrument  226 

Parabel  137,  144—145,  258, 

Plstor  222 

NobUi  317 

— Neil’sche  149,  2.54 

PitiscDS  100 

Nörremberg  298 

Paraboloid  198 

Piati  3äl 

Nollet  245,  270,  315,  316 

Paracelsus  2.50 

Place  265,  29Q 

Nonius  220 

Parallele  76.  89.  152 

Plana  315 

Norm  9 

Parallelkreis  184 

Planimeter  140 
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Planta  31fi 
Plantamour  256,  275 
Plato  2,  142 
PliniuB  ^ 315 
Plössl  235 
PlOcker  1^  131 
Pneumatik  273 — 280 
Poggendorf  ^ 260  . 313, 
316,  m. 

Pohl  225 
Polnsot  ^ 222 
Polsson  36^  22L  2^ 
234,  268,  270.  233  ^ 

Pol  77, 128.  184,  — magne- 
tischer ^ an 
Polarcoordinaten  22 
Polardraht  .317 
Polardreieck  167—168 
Polardreikant  162 
Polare  128 
Polarisation  298 
Polarisationsebene  298 
Polarisator  298 
Polariskop  298 
Polarkreis  184 
Polarplanimeter  14Ö 
Polarprojection  206 
PoUak  5,  24 

Polyeder  171, — centrisches 
182.  — convexes  181.  — 
regelmlssiges  182 
Polygonlsiren  215 
Polygonometrle  118 
Poncelet  4.  116.  228,  (442) 
Porosit&t  245 
Porro  213 
Porta  231 
Position  77 

Polens  9,  — der  Hyperbel 
147,  — eines  Punctos  125 
Potenxenflaschensug  262 
Potestas  3 
Pothenot  217 
Potter  302 
Pouce  d’eau  221 
PonlUet  ^ 273,  301 
Prändel  5 
Prätorlus  21.5 
Prechtl  m 
Prediger  275 


Presse  von  Bramah  ^2 
Prevost  233 
PrieaÜey  250.  283.  315 
Primzahl  2 

Princip  der  Erhaltung  der 
Flüchen  241 , — der 
Erhaltung  des  Schwer- 
punctes  240.  — der  Mnl- 
tiplication  216.  — der 
virtuellen  Oeschnindig- 
keiten  234.  — von  d’Ä- 
lembort  239 , — von 
llutton  3(>5 

Prisma  177,  288  . 295.  — 
achromatisches  235.  — 
von  Nicol  298 
Prismenkreuz  214 
Prismoid  179 
Product  2 

Progression , absteigende 
26.  — arithmetische  ^ 

— geometrische  26 
Projectlon  ^ 156.  168, 

206.  — axonometrische 
206,  — isometrische  206, 

— monodimetrische  206, 

— orthogonale  206,  — 
perspectiviache  206,  — 
polare  206 

Prony  14,  221 
Proportion , arithmetische 
17.  — geometrische  17, 

— stetige  12 
Proportionale,  mittlere  12 
Psychrometer  280.  305 
Ptolemüus  ^ 126.  212 
Pulssanc  2n 

Pumpe  277 

Punct  7^  — besonderer 
148.  — conjngirter  148. 

— der  mittlern  Entfer- 
nungen 133.  — entspre- 
chender 76,  — harmo- 
nischer 116.  — isolirter 
148.  — reciproker  128, 

— vielfacher  148 
Purbach  12.  100.  225 
Pyramide  175,  — gerade  175 
Pyrometer  301 
Pythagoras  93,  115 


(|nadrat  7,  113 
Quadratrix  151 
Quadratum  geometricum 
225 

Quadratur  140.  — des 
Kreises  123 
Quadratwursel  8 
Quecksilbercompensation 
301 

Querschnitt  179,  180 
Quetclct  4,  35 
Quotient  7,  26 

Raabc  ^ 52 
Rad  261 
Radau  27.3 
Radicalaxe  127 
Radicalcentrum  127 
Badicke  28.3 

Radius  m,  119,  m,  — 
Vector  22 
Radix  9.  15 
Rahn  7,  3 
Ramond  275 
Ramsden  213,  221,  293 
Ramus  5,  23 
Rankine  306.  307 
Raum,  p y ramidalischer  175, 
— prismatischer  177,  — 
scbüdlicher  226 
Raumcoordinaten  131 
Raumdreieck  156—170,  — 
rechtwinkliges  169 
Ranmeck  155 
Ranmeckenwinkel  155 
Raumgebilde  1 
Rauminhalt  173 — 174 
Raumtrigonometrie  160  bla 
163,  167—169 
Rdanmur  242 
Rebstein  211 
Rechenschieber  14,  218 
Rechnen,  graphisches  83 
Recbnuugsvortheile  13 
Rechteck  U3 
Rcclprokc  2 
Reckuagel  28,3 
Recordc  5 

Rcctification  141.  — dos 
Kreises  123 


Digilized  by  Google 


488 


— Alpbftb«tUcbe8  Register.  — 


Recbrsion  fiZ 
Redtenbacber  2*27 
Rcduction  auf  Ccntmni  2*23. 
— Horizont  22^  — Meer 
213 

Reflexion  2S3.  — totaie  28fi 
Refraction  2K7 
Refractor  2H3 
Regel  von  Guldin  185.  — 
Simpson  14.ö 
Regen  305 

Regenbogenfarben  2M 
Regenbogenhaut  2!)1 
Regiomnntan  ^ 1(10 

Registrirapparatc  247,  ‘273. 
280 

Rt'gle  ä Calcul  14 
Regnanlt  2.50.  278.  305.  3üß 
Regnia  Falsi  21_,  23, 
44.  132.  KH 
Regulator  2.57,  307 
Reibung  2fl(i 
Reibungscoofficient  2fif. 
Rcibungswinkel  ‘jilfi 
Reichenbach  213,  221 
Reif  305 

Reihe,  arithmetische  25, 42, 
— exponentiale  4fi,  — 
gonlometrische  50,  1(X), 
— Ingarlthmischc  47,  — 
umgekehrte  51,  — von 
Maclaurin  61,  — Taylor 
GU 

Reinhold  100.  2*21. 
Rentenrechnung  27,  411 
Repsold  213.  25(. 

Res  13 
Rest  Z 

Resolvente  20 
Resultante  227 
Reuleaux  8^  .107 
Reuse  4 

Roversionsformcl  iU 
Revcrslonspendcl  250 
Reyo  Ufi 
Rhätiens  9^  100 
Rheostat  318 
Rhomboeder  177 
Rhombus  11.1 
Riccati  ZQ 


Richer  *220 
Richmann  31  (. 

Richter  *250 

Richtung  73,  — horizontale 
246,  — vertlcale  246 
Rieniann  4.  45.  13 
Riese  5 
Riess  315 
Rittenhouse  289 
Ritter  20Z 
Robert  278 
Roberval  1.54 
Robinson  *27.1 
Roe  14 
Römer  3,  1.54 
Rogg  4 
Rohault  245 
Rolle  262 
Rolllinicn  153 
Romersbansen  214 
Roscoe  '.(94 
Rose  2.50 
Rosse  *2415 

Rostcompensation  .301 
Rotationsaxe,  augenblick- 
liche ‘244 
Roulette  Ifsl 
Rozier  4 

Rudnlff  2,  6,  7,  9,  13,  16, 
24,  25,  21i 

Rflckwiirtsalischneiden  215 
ROhlmann  267,  27.5 
Rnmfnrd  299.  303 
Rutherford  247 

Säule,  thermoelektrische 
317,  — von  VolU  31L 
— Zamboni  31.5 
.Säure  2.50 
Sagredo  24Z 
Saite  iöi2 

Salmon  45.  1.15.  149.  liü 
Salvino  degli  Armatl  *289 
Salz  2:~ä) 

Sammellinse  ‘289 
Sanctorins  247 
Sanduhr  2.57 
Pantbcch  100 
Santinl  2.S.1 

Satz  von  Archimed  187.  — 


Ceva  — Enler  181, 
— Qua  173,  — Legendrc 
189,  — Steiner  133.  180, 
— Stewart  110 
Säugpumpe  277 
SausBurc  280.  306,  313,  315 
Bavaenrda  13 
Savart  282 
Savary  315 
Saverien  4 
Savery  3UZ 
Sawitsch  *207 
Scalenaräomoter  269 
Schabus  2Z5 
Schall  281 
Schede  2.50 
Scheffler  .5,  2fiZ 
Scheibel  4 

Scheibeninstrument  215 
Scheibnor  28 
Scheinbruch  5 
Scheiner  11.5 
Scheitel  7^  13Z 
Scheitelwinkel  Z5 
Schell  202 

Schdlbach  45.  136,  22Z 
Schellen  294,  315 
Schenkel  75,  84 
Schering  315 
Schilling  .120 
Schinz  140.  152 
.Schläfli  61,  192 
Schlesinger  206 
Schlömilch  ^ 45,  73,  1.31 
Schmdzpunct  247 
Schmidt  ‘283 
Schnee  .105 
Schncebdi  *249 
Schneillcr  211 
Schnellwaage  ‘260 
Schnitt,  goldener  121 
Schnuse  45 
Schünbein  2.50 
Scholficld  Z3 
Schoner  100 
Schooten  3,  146 
Schott  ^ 276 
Schraube  2.54 
Schreihapparat  von  Morse 
320 
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SchrSn  M 
Schröter  UB 
Sohubsrth  ^ 2fi0 
Schule  14 
Schulze  14 
Schumacher  213 
Schwarz  S 
Schweina  ^ IS 
Schwendener  232 
Schwcnter  215 
Schwerazc  133.  231 
Schwerd  226 
Schwere  246 

Schwerpnnct  112. 133.  140. 

141.  196,  204.  205.  231 
Schwimmen  269 
Schwingung  255.  282 
Schwingungsaxe  256 
Schwlngungspunct  256 
Schwungrad  307 
Secana  94,  122 
Secante  124.  125 
Secchi  273 
Sector  129 
Sccbeck  298.  317 
Segment  129 

Segner  17a  243,  245.  261 
Söguin  4,  .307 
Sehne  124.  129.  — con- 
jugirte  136.  — ideale 
124 

Sehweite,  291 
Seidewitz  116 
Seilpolygon  229 
Seite  78,  — homologe  107. 
— Innere  28 

Seitenabweichung  286.  290 
Seitenverhältnisse  24 
Sekunde  75 
Sekundenpendel  2.5.5 
SeUa  14 
Sönarmont  4 
Senkrechte  7^  ^ 156 
Senkrechtcnwinkel  1.59 
Senkwaage  269 
Bcrrct  4,  4.5 
Setzwaage  212 
Sexagesimalthcilung  12 
Seyffer  .31.5 
Shaffner  .315 


Sharp  14 

Sicherheitslampe  306 
Sidler  256 
Siedepunct  247 
Simms  211 
SimonolT  31.3 

Simpson  5,  35,  4^  76,  103. 

145.  2üZ 
Simsen  ^ 135 
Sinus  24,  129.  — hyper- 
bolischer 146 
Sinusboussole  32Q 
Sinusolde  151 
Sinns  totus  24 
Sinus  versus  94,  129 
Six  247 

Sliding  Rulc  14 
Slomann  ^ 

Smith 

Snelliua  3,  Mi  217,  224, 
2R3 

Sniadecki  169 
Sömmering  .320 
Sohncke  4,  45,  131 
Sonnenmikroskop  292 
Sonnet  4 

Spannungsreihe  .318 
Sparks  4 
Spektroskop  294 
Spektrum  294 
Sphäroid  199 
Spiegel  284 — 286 
Spiegelkreis  222 
Spiegclsextant  222 
Spiegelteleskop  293 
Spiel,  ehrliches  39 
Spirale,  Archimedische  152. 
— hyperbolische  152.  — 
logarithmische  152.  — 
parabolische  152 
Spitz  73 
,‘tpltze  84,  148 
Spor  155 
SUbilltät  252 
Stadia  218 
Stahl  250 
Stampfer  226 
Standlinic  21.5 
Statik  227-234,  251-282 
Staudigl  206 


Standt  116 
Stegmann  (442) 

Steiner  4.  108.  116.  133. 

150,  153,  175,  18Q  181 
Steinhäuser  291 
Steinbeil  ^ 284.  296.  320 
Stepbenson  4,  307 
Stereoskop  291 
Stern  5 
Steuerung  307 
Stevin  3,  9,  12,  254 
Stewart  7^  110 
SUfel  2,  24,  41 
Stirnrad  261 
Stöckhardt  250 
Stflhrer  32Ü 
Storchschnabel  115 
Stoss  265 
Stossheber  271 
Strahlen , auseergewöhn- 
llche  ^7,  — chemische 
294 . — entoprechende 
76,  — harmenlsche  116 
StrahlbOsobel  75,  76 
Stranoh  70,  72,  286 
Strich  .311 
Stmadt  257 
Btrömer  247 

Strom,  galvanischer  312  hie 
320.  — Inducirter  319 
Stnitt  3QQ 
Stuart  307 
Stader  245 

Stützpunct  des  Hebels  259 
Stufe  75 

Sturm  4j  ^ 20  , 46  , 227, 
281,  317 
Subnormale  138 
Substitution  21,  65 
Subtangente  138 
Subtraction  6 
Subtrahend  6 
Sue  .31.5 
SOssmilch  ^ 

Suhle  305 
Sulzer  317 
Summand  6 

Summe  6,  — algebraische 

6 

Snmmenlogarithmns  U 
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Sopplemcnt 
i^ymmctrie  82,  170 

Tacquet  7ä 

Tafel  der  hyperbolischen 
Sinus  und  Cosinus  146. 
— der  Wahrscbelnllch- 
keilen  208.  — Frank- 
lin’sche  ^ — I bla  XII 
(443-476) 

Talbot  291 
Tangens  34 

Tangente  124.  125.  138 
Tangentenbonssole  32Q 
•Tara  260 
Tartaglia  3,  19 
Taster  32Q 
Tautochrone  154.  254 
Taylor  6Q 
Telegraphie  32Q 
l eleskop  233 
Telometer  218 
Terquem  4 

Tetraeder  171. 174.  181.  — 
abgekOrates  174.  180 
Tetraedralsabl  42 
Tetragonometrie  114 
Thal  222 
Tban  3Ü5 
Tbebit  2 
Tbeil  5,  25 

TbeUbarkeit  7,  13,  245 
Theller  7,  — grösster  ge- 
melnscbafllicher  13 
Theilregeln  13 
Thcilung,  harmonische  Ufi 
Tbdnard  250 
Theodolit  221 
Theon  263 

Theorie  der  Fehler  2Ä 
bis  203 

ThermoelectrlciUlt  317 
Thermometer  242 
Thermomultlplicator  317 
Thibaut  5,  8Ü 
Thompson  4 
Thomson  .306 
TUscber  206 
Tobiscb  5 
Todhunter  ^ 22 
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Töpler  316 

Topf,  Papinianlscher  306 
Topographie  211—226 
Torelll  2 

ToriceUl  3.  271.  223 
Torsionsfestigkeit  249 
Tortolinl  4 
Townley  224 
Trlgheit  245 

Trkgheitsmoment  243  . 264 
Tragmodul  249 
Tralles  269 

Transformation  der  Co- 
ordinaten  97,  137.  192. 
198 

Transporteur,  geradliniger 

2ie 

Transversale  109.  110 
Transversalensats  109 
Transversaltheilnng  220 
Trapes  113 
Tredgold  3^  307 
Triangulation  224 
Trigon  alzabl  42 
Trigonometrie,  ebene  103 
bis  106.  — sphkriscbe 
160-163,  167—169,  Iffl 
Trisectlon  147.  151 
Trochoide  164 
Trunk  140 
Tschirnhausen  286 
Turmalinsange  298 
Tyndall  281,  299. 

Tycho  219.  220.  221 

Uhr  257.  — sympatische 
.320 

Ulrich  lia 
Ulugbegh  219 
Umdrehung  25 
Umpfenbach  211 
Unbekannte  15 
Undulation  ^ 296—298 
Undurchdringlichkeit  246 
Unendlicheck  122 
Ungleichheit  5 
Unifllarmagnetometer  313 
Unruhe  252 

Valide  206 


Vandermonde  34 
Van  Bnindcn  ^ 247 
Variation  31,  33 
Variationsrechnung  72 
Varignon  3.  227.  228.  230. 
2.69 

Vega  5,  14 
Venatorius  2 
Venturl  ^ 

Venturoli  227 
Verbrennen  306 
Verdampfungsw&rme  806 
Verdunstung  304 
Verdunstungskllte  .304 
VergröBserung  293.  292 
Vergrösserungaglas  291 
Verjüngung  213 
Verhiltnias , anharmoni- 
sches 116.  — arithme- 
tisches 17,  — geometri- 
sches 12 
Vernier 

Verthellnng  310 
Verwandtschaft,  chemische 

25Q 

Vieleck  79,  117,  — cen- 
trisches  119—121,  126, 
— coordlnirtes  79,  — 
eingeschriebenes  126, — 
gemeines  81,  — regel- 
mässiges 81,  — sub- 
ordinirtes  79,  — über- 
schlagenes 81,  — nm- 
geschriebenes  126 
Vielflach  171.  — oentri- 
sches  181 — 182,  — regel- 
mässiges 182 
Vielheit  5 
Vielkant  1^ 

Vielseit  29 
Viereck  113-116 
Vierflaoh  121  — 124,  — 
rechtwinkliges  123 
Vierseit  116 
Vieta  3.  6,  9 
Vitale  3 
Vitruv  262,  302 
Vlacq  14 
Vogel  291 
Volkszählung  ^ 
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VolU  4.  315.  316.  ai2 
Volumen  von  Elllpsoid  206, 
— Kegel  — Kugel 
187.  — ObeUsk  18Q,  — 
Prisms  177.  — Prlsmold 
179.  — Pyrsmlde  175.— 
RototionskBrper  186,  — 
Vierflach  173-174,  — 
Zylinder  178 
Vorwirtsabschneiden  216 
Vosaiua  3,  22Q 

Waagbarometer  273 
Waage,  hydrostatische  269. 

— physikalische  260 
Winne,  freie  303.  — ge- 
bundene 303,  — latente 
303  , 306,  — speclflsche 

Wlrmeequivalent  .303 
Wirmeerseugung  306 
Wärmelehre  299-308 
Wärmeleiter  .300 
Wärmestrahlen  294 
Wärmetheorie , mechani- 
sche ^ 306 
Wahrscheinlichkeit , ma- 
thematische 3^  — rela- 
Uve  32 

Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung 35  - ^ 207-210 
Wallerius  250 
Wallis  3,  5,  149,  205 
Walze  177-178 
Wand  249 
Wartmann  .319 
Wasserdampf  306 
Wasserhelsung  300 
Wasserrad  von  Segner  267 
Wasseruhr  257 
Wasserwaage  212,  268 
Wasserzersetzung  317,  .319 
WassersoU  271 
Watt  4,  .307 

Weber  222 , 281 , 313, 
320 

Wechselwinkel  76 
Wedgewood  3Q1 
Weg  236,  239 
Weingärtner  31 


Weisbach  206,  2^  267, 
271 

Weisse  28.3 
Weissenborn  45 
Welle  ^ 

Wellenbewegung  272,  283 
WeUenlänge  ^ 

Wellrad  261 
Wendepunct  148 
Wenz  218 
Werk  306 
Werneburg  12 
Westphal  2^ 

Wetll  140 
Wette  39 
Weyer  217 

WbeaUtone  291.  818,  319. 
320 

Whewell  4.  227 
Whltworth  131 
Wiek  257 

Widerstand  des  Mittels  266 
Wiedemann  315 
Wiegand  166.  (442) 
Wiener  171 
WUd  27.  218.  247 
WUde  283 
Winde  261 
Windkessel  277 
Wingate  14 

Winkel  75,  TS,  — com- 
plementirer  75i  — c°n- 
caver  75,  — convexer 

75.  — correspondlrender 

76,  — ebener  156,  — 
explementärer  75 , — 
gerader  ^ — rechter 
75.  — spitzer  7^  — 
stumpfer  75,  — supple- 
mentärer 75 

Winkelgeschwindigkeit 
236 

Winkelhebel  2.69 
Winkelspiegel  214 
Winkelsumme  80 
Winkler  214,  249 
Wittstein  11,  1^  40 
Witsschel  116 
Woepoke  (442) 

WSckel  73.  165 


WSbler  250 

Wolf  3,  ^ 73-88,  92, 
96.  104.  110.  116.  117. 
160,  172.  173.  182.  198. 
207.  208.  209.  838.  268 
Wolfram  14 
Wolke  3(& 

WoUaston  4.  288.  ^ 
Woltman  271 
Worceater  307 
WUlner  ^ 304 
Würfel  177 
WOrfelversnche  ^ 

Worts  250 
Wurfbewegung  268 
WurfbObe  2.68 
Wurflinle  258 
Wurfweite  268 
Wnrsel  9,  15,  44 

Xylander  4 

Young  4.  245.  296 

Zählen  5 
Zähler  5 

Zahl  5,  — Bemonlli’acbe 
62.  — complexe  9,  — 
conjuglrte  9,  — coaai- 
ache  15,  — dreieckige 
42.  — Euler’ache  ^ — 
fignrirte  42,  — imagi- 
näre 9,  — incommen- 
anrable  8,  — irrationale 

8,  — laterale  17,  — 
Ludolph’scbe  29,  51,  62. 
122.  209,  — negative  6, 
— poaiUve  6,  — aur- 
diache  8,  — unmSglicbe 

9,  — wahnainnlge  9 
Zablenlebre  8 
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